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1. Aufgabe

Sei n eine positive ganze Zahl. Sei A eine n X n-Matrix mit ganzzahligen Eintragen.
Sei v ein Spaltenvektor der Hohe n mit ganzzahligen Eintragen.

Fiir jede ganze Zahl m > 0 sei g, der grofste gemeinsame Teiler der n Eintrage
des Vektors A™v.

Man beweise folgendes: Wenn g, = 1 fiir mindestens eine ganze Zahl m > n
gilt, dann gilt g, = 1 fiir jede ganze Zahl m > 0.

2. Anmerkungen

Vor langer Zeit habe ich eine schwichere Version eines Spezialfalls (n = 2 und
A= < Z Z )) der Aufgabe in einem Wettbewerb (5te QEDMO 2007, Aufgabe 1)

gestellt.

Es mag natiirlich erscheinen, die Aufgabe weiter zu verstiarken, indem man ver-
mutet, dass vielleicht g;, | ¢& fiir jede ganze Zahl k > 1 gilt. Dies ist aber im
Allgemeinen falsch, wie man unschwer einsieht.

3. Losung

Wir werden zwei Lemmas gebrauchen
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Lemma 3.1. Sei F ein Korper. Sei A eine n x n-Matrix iiber [F. Sei v ein Spalten-
vektor der Hohe n mit Eintragen in IF.
Sei k > 0 eine ganze Zahl. Angenommen, es gilt A*v = 0. Dann ist A"v = 0.

Beweis von Lemma[3.1l Dies ist eine Standardiibung in linearer Algebra; der folgen-
de Beweis ist einer der kiirzesten:

Sei x4 = det (tI, — A) € F [t] das charakteristische Polynom der Matrix A (wo-
bei I, die n x n-Einheitsmatrix bezeichnet). Der Satz von Cayley-Hamilton ergibt
dann x4 (A) =0.

Bekanntlich ist der Polynomring [F [¢] ein Hauptidealring. Folglich haben die Po-
lynome x4 und t* in TF [t] einen groften gemeinsamen Teiler. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit nehmen wir an, dass dieser grofste gemeinsame Teiler monisch
ist (denn sonst konnen wir ihn so skalieren, dass er monisch wird). Dieser grofste
gemeinsame Teiler ist dann ein monischer Teiler des Polynoms ¥, und hat daher
die Form # fiir ein j € {0,1,...,k} (denn jeder monische Teiler des Polynoms t¢
hat diese Form). Betrachten wir dieses j. Also ist #/ der grofte gemeinsame Teiler
der Polynome x4 und tX. Somit ist ¢/ ein Teiler von x4; wir haben also t/ | x4,
und damit deg (#) < deg(xa) = n (denn das charakteristische Polynom einer
n x n-Matrix hat immer Grad n). Mit anderen Worten: n > deg (#) = j.

Laut dem Satz von Bezout 143t sich der grofite gemeinsame Teiler von zwei Po-
lynomen f, g € [F [t] stets in der Form x f + yg fiir gewisse x,y € F [t] ausdriicken.
Wenden wir dies auf f = x4 und ¢ = t* an, so erhalten wir, dass sich #/ in der
Form x4 + yt* fiir gewisse x,y € FF [t] ausdriicken 148t (denn #/ ist der grofite ge-
meinsame Teiler von x4 und ). Betrachte diese ¥, y. Dann gilt also H=xxa+ ytk.
Setzen wir A fiir t auf beiden Seiten dieser Gleichung ein, so erhalten wir

Al = (xxa+y#) (A) = x (A) xa (A) +y (4) A%
Also ist

Ay = (x(A)XA(A)er(A)Ak)v:x(A)xA(A)v+y(A)ék6g:0+0:0.
=0 =

Aber wir haben 1 > j, daher A" = A" JAl und somit A"v = A"~ ] Aly = A"7I0 =

=0
0. Dies beweist Lemma O

Lemma 3.2. Sei p eine Primzahl. Angenommen, p { g, gilt fiir mindestens eine
ganze Zahl m > n. Dann gilt p t gi fiir jede ganze Zahl k > 0.

Beweis von Lemma[3.2l Betrachte den endlichen Korper [F, = Z/pZ mit p Elemen-
ten. Ist i eine ganze Zahl, dann bezeichne [i|] die Projektion von i € Z auf die-
sen endlichen Korper IF, (das heifit, die Kongruenzklasse von i modulo p). Ist B
eine Matrix mit ganzzahligen Eintrdgen, dann bezeichne [B] die Matrix, die ent-
steht, wenn wir jeden Eintrag von B auf IF, projizieren (das heifst: wenn B =
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€ 7!, dann sei [B] = ([b;;]) € Fy*"). Wir betrachten

Spaltenvektoren der Hohe n als n x 1-Matrizen; daher ist v eine n x 1-Matrix.
Die Projektion von Z nach IF, ist ein Ringhomomorphismus. Fiir jede ganze Zahl
m > 0 gilt also

[A™0] = [A]" [0]. 1)

Sei nun k > 0 eine ganze Zahl. Wir werden zeigen, dass p { gx gilt.

In der Tat nehmen wir das Gegenteil an. Dann ist also p | gx. Doch g war
definiert als der grofite gemeinsame Teiler der n Eintrage des Vektors A*v. Aus
p | gk folgt somit, dass alle n Eintriage des Vektors Afv durch p teilbar sind. Die
Projektionen dieser n Eintrdge auf IF, sind also alle 0. Mit anderen Worten: Wir
haben [A¥o] = 0 (denn die Eintrage des Vektors [A¥v] sind die Projektionen der
Eintréige des Vektors A¥v auf IF,). Doch laut (1) gilt [A*o] = [A]"[0]. Somit ist
(A" [0] = [AF0] = 0. Lemma 3.1 (angewandt auf F,, [A] und [0] statt F, A und v)
ergibt also [A]" [v] = 0.

Wir haben angenommen, dass p t g, flir mindestens eine ganze Zahl m > n
gilt. Betrachte diese Zahl m. Wegen m > n ist [A]" = [A]" " [A]", und folglich
[A]" [o] = [A]"" [A]" [0] = [A]""0 = 0.

T/

Nun folgt aus (1) aber [A™v] = [A]" [v] = 0. Mit anderen Worten: Alle 1 Eintrége
des Vektors [A™v] sind 0. Mit anderen Worten: Alle n Eintrdge des Vektors A™v
sind durch p teilbar (denn die Eintrdge des Vektors [A™v] sind die Projektionen
der Eintrdge des Vektors A™v auf IF,). Folglich muss der grofste gemeinsame Teiler
dieser n Eintrdge auch durch p teilbar. Da wir diesen grofiten gemeinsamen Teiler
mit g, bezeichnet haben, folgern wir also, dass g, durch p teilbar ist. Das heifst,
p | gm. Dies widerspricht p t gi,. Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere Annahme
falsch war. Somit ist p { gx bewiesen. Damit ist Lemma [3.2] gezeigt. O

Nun lafst sich die Aufgabe einfach 16sen: Nehmen wir an, dass g, = 1 fiir min-
destens eine ganze Zahl m > n gilt. Sei k > 0 eine ganze Zahl. Wir werden zeigen,
dass gx = 1 gilt.

In der Tat nehmen wir das Gegenteil an. Also gilt gy # 1. Da g, eine nichtne-
gative ganze Zahl ist (denn g, war definiert als grofiter gemeinsamer Teiler von n
ganzen Zahlen), ist mithin g € {0} U {2,3,4,5,...}. Also existiert eine Primzahl p
mit p | gk. Betrachte diese Primzahl p. Wir haben angenommen, dass g, = 1 fiir
mindestens eine ganze Zahl m > n gilt. Daher gilt p { g, fiir mindestens eine ganze
Zahl m > n (denn aus g, = 1 folgt offensichtlich p { g;;). Lemma [3.2| zeigt daher,
dass p 1 g ist. Dies widerspricht aber p | gx. Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere
Annahme falsch war. Also ist gy = 1 bewiesen.

Vergessen wir, dass wir k fixiert haben. Wir haben also gezeigt, dass gy = 1 fiir
jede ganze Zahl k > 0 gilt. Mit anderen Worten: Wir haben gezeigt, dass g, = 1
fiir jede ganze Zahl m > 0 gilt. Die Aufgabe ist damit gelost.
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