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Das Ziel dieser Notiz ist es, Proposition 15.15 aus dem Buch [1] von Fulton-Harris
auf eine andere Weise zu beweisen. Dieser Beweis hat gegentiber dem in [1] gegebenen
zwei Vorteile:

e Er ist elementar und straightforward (und verwendet keine Schurpolynome).

e Er ist korrekt. (Fairerweise mufl hier dazugesagt werden, dafl der Beweis in [1]
nicht so falsch ist. Der Fehler ist sehr subtil und nicht schwer zu behebenH}

Erstmal kurz der Kontext, aus dem Proposition 15.15 stammt: Wenn wir eine
der irreduziblen polynomiellen Darstellungen der Gruppe GLV zu einer Darstellung
der Gruppe SLV einschranken, und aus dieser durch Ableiten eine Darstellung der
Liealgebra s (V') erhalten, was ist dann das hochste Gewicht dieser Darstellung? Diese
Frage beantwortet Proposition 15.15.

Dabei miissen wir die Cartan-Unteralgebra als die Unteralgebra der diagonalen
Matrizen wéahlen und das lineare Funktional auf dem Gewichtsraum so, daf§ Ly > Ly >

. > L, ist. Dies ist mehr oder weniger die sinnvollste Wahl; die anderen Wahlen
liefern keine grundsatzlich neuen Erkenntnisseﬂ

Proposition 15.15: Sei \ eine Partition einer natiirlichen Zahl m, also
eine Folge (A1, Ag,...) von natiirlicherﬂ Zahlen mit A\ + Xy + ... = m und
A1 > A > ... Sei V der Vektorraum C". Sei c) der Young-Symmetrierer
zur Partition A. Bekanntlich ist dann ¢\V®™ eine polynomielle Darstellung
der Gruppe GLV. (Diese Darstellung ¢,V ist isomorph zur Darstellung

'Der Fehler besteht im folgenden Schluss (in den ersten drei Zeilen von Seite 224 von [1]):
”Since the sum is over those partitions p for which the first nonzero \; — p; is positive, the highest
weight that appears is A\ Ly + AoLo + ... + A\ L, which concludes the proof.”

Dies stimmt so nicht (zumindest nicht fiir jedes lineare Funktional [, das durch I (3> a;L;) = > cia;
mit ¢1 > co > ... > ¢, gegeben ist).

Um sicherzugehen, daf fiir zwei n-Tupel (A1, Az, ..., A\p) und (p1, 2, ..., i) ganzer Zahlen mit Ay +
Ao+ .o+ A = 1+ po + ... + p, das Gewicht Ay Ly 4+ Ao Lo + ... + A, Ly, groBer oder gleich dem Gewicht
pwi1ly + poLls + ... + pn Ly, ist, reicht es nicht aus, zu zeigen, dafl das erste von 0 verschiedene \; — u;
positiv ist, sondern man muf} starker
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zeigen.

2Denn alle Cartan-Unteralgebren von s[(V) gehen durch Konjugation ineinander iiber, und die
Forderung Ly > Lo > ... > L, zwingt das lineare Funktional in eine Weylkammer, was keine grofie
Einschrankung ist, da alle Weylkammern auseinander durch die Weylgruppenwirkung hervorgehen.

3 Als natirliche Zahlen lasse ich hier alle ganzen Zahlen > 0 gelten, also auch 0.



Homgyg,,) (eAC [Sp] , V™) (wobei Sy, auf V™ durch Permutation der Ten-
soranden wirkt) und wird in [1] als Sy (V') bezeichnet.) Durch Restriktion
wird ¢, V®™ zu einer Darstellung der Gruppe SLV, und durch Ableiten
erhélt man daraus eine Darstellung der Lie-Algebra s[ (V).

Wir fiihren in der Lie-Algebra sl (V') die Cartan-Unteralgebra
h = {Diagonalmatrizen in s[(V")}
ein, und wir definieren n Elemente Lq, Lo, ..., L, des Dualraums h* durch
L; (z) = (Eintrag der Matrix x in Zelle (i,17)) fir alle z € b.

E|Auf dem (n — 1)-dimensionalen reellen Vektorraum b, der von Lj, Lo,
..., Ly, erzeugt wird, sei ein lineares Funktional ¢ : hy — R so gewahlt,
dal ¢ (L1) > 0 (Ls) > ... > £(Ly,) ist (so ein Funktional existiert, wie man
sich leicht iiberlegtﬂ). Dann ist A\;Ly + AoLs + ... + A\, L,, € by das hochste
Gewicht der Darstellung ¢, V™ von sl (V) (beziiglich dem Funktional ¢).

Beweis von Proposition 15.15: Schauen wir uns die Gewichtsraume der sl (V)-

Darstellung V™ an: Sei (ey,és,...,e,) die Standardbasis von V' = C". Dann ist

(Gil ® €is ®...&Q Gim)

. ) om L
1<iy in,...im<n €€ Basis von V®™. Somit ist

V®m = Z (61'1 ®e,~2®...®eim)(c.

1<in iz, sim<n

Fiir jede 1 < iy, 49, ..., 0, < nist aber ¢;, ®e;, ® ... ®¢;  ein Gewichtsvektor von sl (1),
namlich einer zum Gewicht L;, + L;, + ... + L;,,. Warum?

(P (7)) (eiy ®es, ® .. ®ey,) =

Um dies zu beweisen, miissen wir zeigen, dafl

(Li1 + LZ'Q + ...+ Lzm) (ZE) . (eil Xe, .0 eim)

fir jedes x € b ist, wobei p’ : 5[ (V) — End (V®™) die Darstellung von sl (V') auf V®™

1st.
Wegen = € h = {Diagonalmatrizen in sl (V)} gilt x = diag (¢4, to, ...

t1,ta, ..., t, € Cmit t; +t5 + ... + ¢, = 0. Nun haben wir eine Funktion

u:R — SL(V),

T — diag (et”, e?m et”) ,

und diese Funktion w erfiillt u (0) = I,, und

d

d
L (1) = — diag (et”, e et”)

a4
“dr

toT

dr
= dlag (tl,tg7 ceey tn) =xT.

d
=di T

7=0 7=0 7=0

4Diese n Elemente sind durch die Relation L; + Ly + ... + L,, = 0 miteinander verbunden.
5Beispielsweise kann man ein solches Funktional ¢ definieren als die Einschrinkung des Funktionals

h* = C,
f—f(diag(n—1,n—-3,...,—n+3,—n+1))

auf by.

d

—€

g ey dr

,t,) fiir gewisse

tnT

-



d
Folglich ist p' (z) = d—p(u (1))| , wobei p : SL(V) — End (V®™) die Darstellung
T 7=0

von SL (V) auf V®™ ist. Nun ist

(p(u(1))) (e;, ® €5, @ ... @ €;,,) = (p (diag (6", €7, ..., e"7))) (e, ® €5, @ ... D €;,,)
=eliTe; ®eli2Te, ® ... @ elmTe;

— e(til+ti2+“'+tim)7— (eil ® €i2 ® ® eim) 3

und somit

(P (x) (e, ®ep®.. Qe )= % (u (7)) (6, ®ep, ®...Q € )

—_ 7=0
d (u(m))
=—p(u(r
dr .
d d (ti i +...4t; )T
= ESP(U(T))) (eil ®€i2®"'®eiml = Ee Loz m (€i1 ®€i2®...®€im)

7=0

:e(til Fiy ety )T (32'1 ®ei2®...®eim) =0

=(ty +ti,+...+t,) (e, Qe ®...Qe€;,).

Da til + tl'2 + ...+ tim = (L“ + Li2 + ...+ le) (ilj') ist (denn Tr = dlag (tl,tg, ...,tn>>,
wird dies zu

(P () (i, ®esy ® ... ®@ey,) = (Liy + Liy + .. 4+ L) () - (€5, ® €3, @ ... @ €5,)

und damit wissen wir, dafl e;; ® €;, ® ... ® ¢; . ein Gewichtsvektor zum Gewicht L;, +

Li, + ... + L;, ist. Somit ist auch ¢, (e;, ® e;, ® ... ® ¢; ) ein Gewichtsvektor zum

Gewicht Ly, + L;, + ... + L;, (denn die Wirkung von ¢, kommutiert mit der Wirkung

von sl (V), weil sie bereits mit der Wirkung von GLV kommutiert). Aus V®™ =
> (e, ® e, ® ... R e; ) C folgt aber

1<iy,iz,...,im<n

e\VoOm = Z cr(eg, ®e, ® ... e )C.

1<y 2, im<n

Nun ist diese Summe (im Allgemeinen) keine direkte Summe, und es kann passieren,
daB fiir gewisse 1 < 4,49, ...,4,, < n der Vektor ¢, (e;, ® e;, ® ... ® ¢;,,) einfach 0 ist.
Das wird sogar ziemlich oft passieren. Wir wollen herausfinden, wann es passiert. Dazu
miissen wir ein wenig Notation einfiihren:

Zuerst erinnern wir uns daran, wie c) definiert wurde: Sei T das Youngtableau zur
Partition A, das mit den Zahlen 1, 2, ..., m aufgefiillt wurde (zeilenweise von links nach
rechts, mit der oberen Zeile anfangend@. Wir identifizieren die Menge {1,2, ..., m} mit
der Menge der Kastchen in diesem Tableau 7', und deuten daher Permutationen in 5,
als Permutationen der Kastchen. Wir konnen damit zwei Funktionen

row : {1,2,....,m} = N,
i — (die Nummer der Zeile des Tableaus 7', in der das Késtchen mit der Zahl ¢ steht)

6Hierbei stellen wir uns das Youngtableau T in der englischen Notation gezeichnet vor; die obere
Zeile ist also die langste, usw.



und

col: {1,2,...m} = N,
i — (die Nummer der Spalte des Tableaus T', in der das Késtchen mit der Zahl i steht)

definieren. Sei R die Untergruppe {r € S,, | rowor =row} von S,,, und sei C die

1
Untergruppe {c € S,, | coloc = col} von S,,. Sei a) = I d>or € C[S,,] und sei
reR
1
by = €] > (=1)°c € CIS,,). Dann wurde ¢, als Produkt ayby definiert. Es sei
ceC

angemerkt, dal RN C = {id} C 5, ist.
Jetzt behaupten wir:
Aussage 1: Ist (i1, g, ..., i, ) das m-Tupel (row 1,row 2, ...,row m), dannist ¢y (e;;, ® €;, @ ... R ¢; ) #
0, und somit ist L;, + L;, + ... + L;,, tatséchlich ein Gewicht der Darstellung ¢,V ®™.
Dieses Gewicht L;, + L;, + ...+ L;,, ist in diesem Falle gleich \yL; + Ao Lo + ... + A\, L.
Aussage 2: Ist (i1,142, ...,%,) ein m-Tupel von Zahlen mit 1 < 4,49, ...,%,, < n, so
daB das Gewicht L;, + L;, + ... + L;,, groBer als das Gewicht \yL; + AoLo + ... + A\, Ly,
ist (beziiglich des Funktionals ¢), dann ist ¢y (e;;, ® ¢;, ® ... ® ¢;,) = 0.
Der Sinn dieser beiden Aussagen ist folgender: Wenn wir sie erst einmal bewiesen
haben, folgt aus Aussage 2, dafl man in der Summe

C>\V®m = Z Cx (61‘1 Rep®...Q eim) C

1<in iz, im <n

alle Summanden, fir die das Gewicht L;, + L;, + ... + L;,, grofler als das Gewicht
MLy + AoLs + ... + A\, L, ist, wegstreichen kann (weil diese Summanden Null sind).
Man erhalt somit

C}\V@m — Z \C)\ <€i1 X €iq ®...&Q eim) (;

1<y @2, im <n; : o ) ) )
das Gewicht L;, +Li,+...+Li,, ist nicht CGewichtsraum zum Gewicht Li; +Liy +...4Lip,

groBer als das Gewicht A1 L1 +AaLa+...4An Ly (denn cx (e ®eiy ®@...@e€;,, ) ist ein Gewichtsvektor
zum Gewicht L;, +Li, +..+Li,,)

Z (Gewichtsraum zum Gewicht L;, + L;, + ... + L;,)

1<i1,i2,.,im <n;
das Gewicht L;, +L;,+...+Lj,, ist nicht
grofler als das Gewicht Ay Li+XoLa+...+AnLn

Z (Gewichtsraum zum Gewicht A) ,

Gewichte A;
A<M Li+X2Lo+..4+AnLn

N

N

wobei wir hier unter ”Gewichtsraumen” immer nur Gewichtsraume der Darstellung
V" (und nicht Gewichtsraume der gesamten Darstellung V®™) verstehen. Wir
konnen dies als

VO™ = Z (Gewichtsraum zum Gewicht A)

Gewichte A;
AN Li+X2Lo+...4 A L,

umschreiben (denn die Gewichtsraume der Darstellung ¢ V™ liegen innerhalb von
V™). Eine Summe von Gewichtsrdumen zu verschiedenen Gewichten ist immer



eine direkte Summe, und somit wird dies zu

Ve = @ (Gewichtsraum zum Gewicht A) .

Gewichte A;
ASA1L1+A2L2++>\TLLTL

Damit haben wir die Darstellung ¢,V®™ in eine direkte Summe von Gewichtsraumen
zerlegt, und jeder dieser Gewichtsraume gehort zu einem Gewicht A mit A < A\ Ly +
XLy + ... + \,L,. Andere (von 0 verschiedene) Gewichtsraume kann ¢\V®™ nicht
habenﬂ Daraus folgt: Jedes Gewicht A von c)\V®™ erfullt A < \j Ly +AXoLo+...+ N, Ly,.
Und ALy + ALy + ... + A\, L, kommt auch wirklich als Gewicht in ¢\ V®™ vor (hierfiir
sorgt Aussage 1). Das heifit, A\ L1 + AoLo + ... + A\, L,, ist das hochste Gewicht von
V™ und Proposition 15.15 ist bewiesen.

Es bleibt also nur noch, Aussagen 1 und 2 zu zeigen.

Beweis von Aussage 1: Sei (iq, 12, ..., 1) das m-Tupel (row 1,row 2, ...,rowm). Es
gelte also i, = row k fiir alle k € {1,2,...,m}.

Wir wollen erst einmal zeigen, daB ¢, (e;, ® €;, ® ... ® €;,,) # 0 ist. In der Tat wirkt
die symmetrische Gruppe S,, auf V®™ durch Permutation der Tensoranden, und zwar
folgendermaflen:

o (1}1 RV Q... Um) = Us-1(1) ® Vp-1(2) @ ... @ Ug—1(m)
fir alle o € S,, und vy, vs,...,v,, €V .

ﬂ Hieraus folgt

11 .
(e, e, ®..Qe, )= —— Z (—1) re(e, ®e;, ®..Qe;,)

|R| |O| (e,r)ECXR . 7
= ey 1(1) P ey 12) O P

1 C
e Z o= 2 U

reRr (e,r)eCXR

(re)~1(m)
denn ¢y, = a\b) =

1 1

_ - = 1\e ‘ |
— ‘R’ |C’ ( )ZC ( 1) el(rc)_l(l) ® ez(rc)_l(Q) ® ® €Z<TC>_1(m)_
c,r)eECXR

Um ¢, (6, ® e, ®...®e; ) # 0 zu beweisen, miissen wir also zeigen, daf die Summe
(=), ®e , ®..®e; _, nicht 0ist. Dies ist eine Summe, deren

(er)€OXR o=t T o) (re)~1(m)

Summanden Basisvektoren des Vektorraums V®™ mit Vorzeichen +1 sindﬂ. Folglich

"Denn jeder andere Gewichtsraum miisste von der direkten Summe

) (Gewichtsraum zum Gewicht A) linear unabhéngig sein (weil Gewichtsraume

Gewichte A;
A<AiLi+XoLo+...4+An Ly

zu verschiedenen Gewichten stets linear unabhéngig sind), aber dafiir ist in ¢y V®™ kein Platz mehr

(weil die direkte Summe &P (Gewichtsraum zum Gewicht A) bereits ganz c)\V®™

Gewichte A;
A<M Li+XaLo+...4+Xn Ly

ist).
8Man beachte die 0~1 in den Indizes!
9Mit ”Basisvektoren” meinen wir dabei Elemente der Basis (¢;, ® e;, ® ... ® Ci ) 1<iy ...y <n VOIL

ven,



kann sich jeder Summand in dieser Summe nur gegen einen identischen Summan-
den mit entgegensetztem Vorzeichen kiirzen, nicht aber gegen sonstige Summanden
(weil verschiedene Basisvektoren linear unabhéngig sind). Um zu beweisen, daf diese
Summe nicht 0 ist, reicht es also aus, zu zeigen, dafl der Summand e;, ® e;, ® ... @ ¢;,
in dieser Summe mindestens einmal auftritt, und jedesmal mit dem Vorzeichen +1.
(Denn dadurch ist ausgeschlossen, daf er sich gegen identische Summanden mit entge-
gensetztem Vorzeichen kiirzt.)

Wir wollen also zeigen, dal der Summand e; ® €;, ® ... ® ¢;, in der Summe

Soo(=)e ., ®e . ®.Q6¢ mindestens einmal auftritt, und jedes-
(re)=1(1) (re)=1(2) (
(e,r)eCXR
mal mit dem Vorzeichen +1. Dazu miissen wir beweisen:

re)~1(m)

e Es gibt ein (¢,r) € C x R mit (—1)°
61'1 X €i2 X ... eim.

€; (1 =
® Yre)—1(2) ® ® Yre

e.
Yre)=1(1) )~ L(m)

e Fiir jedes (¢,r) € C'x R mit ¢;
gilt (—1)° = 1.

®€7; ®®6, :€i1®62‘2®...®62‘m

(re)~1(1) (re)=1(2) (re)=1(m)

Diese beiden Punkte sind aber leicht zu sehen: Der erste Punkt ist klar (man
nehme (¢,r) = (id,id)), und der zweite Punkt ist einfach (wenn ein (¢,r) € C' x R die
Relation Citrey1iy) @ Cifryipgy @ @iy = €y By @B e, erfiillt, dann muf
-ty = ik fiir jedes k € {1,2,...,m} gelte, und somit ist (r¢)”" € R , also
¢l = (rc)fl\r’/ € R, was wegen ¢! € C auf ¢! € RN C = {id} fiihrt, also auf

cr €R
¢ = id und damit auf (—1)° = 1).

Wir haben damit gezeigt, dafl der Summand e;; ® €;, ® ... ® e;, in der Summe

>oo(-)e ., ®e ,  ®..Re mindestens einmal auftritt, und
(erjOxR ro~t) (r)~1(2) (re)~L(m)
jedesmal mit dem Vorzeichen +1. Diese Summe ist damit nicht 0, und hieraus folgt
cx(eg ®e, ®...@e; ) #0.

Dafl das Gewicht L;, + L;, + ... + L;,, gleich \{L; + AoLo + ... + A\, L, ist, ist klar
(denn da (iq, 19, ...,0,) = (row 1,row 2, ...,row m) ist, kommt unter den Zahlen i, is,
.ory 1 die Zahl 1 genau A\ mal vor, die Zahl 2 genau Ay mal, die Zahl 3 genau A3 mal,
usw.). Damit ist Aussage 1 bewiesen.

Beweis von Aussage 2: Wir miissen zeigen: Wenn ¢, (e;, ® €;, ® ... ® ¢;, ) # 0 ist,
dann ist Lil + LZ‘2 + ...+ Lim S )\1L1 -+ /\2L2 + ...+ )\nLn

Dazu nehmen wir an, daf c) (e;, ® €;, ® ... ® e;,,) # 0 ist.

Fiir jedes positive u € N sei u, die Anzahl der k € {1,2,...,m} mit i, = u.
Unter den Zahlen 71, iy, ..., 2, kommt also die Zahl 1 genau p; mal vor, die Zahl 2
genau pp mal, die Zahl 3 genau ps mal, usw.. Folglich ist L;, + L;, + ... + L; =
[1,1[/1 + /LQLQ + ...+ /uLnLn Um Lil + Lig + ...+ Lim S )\1[/1 -+ /\2L2 + ...+ AnLn zu

i

10Denn wenn zwei Tensoren ej, ® €, ®...®e;, und e;; ®e;, @ ... @ e;, gleich sind, muB j, = iy, fiir
jedes k € {1,2,...,m} gelten.

HDenn wegen i, = rowk und ire)-t(ky = TOW ((Tc)*1 (k)) wird o1y = ik 2Zu
row ((rc)fl (k)) = rowk. Da dies fiir alle k € {1,2,...,m} gilt, ist also rowo (r¢)”" = row. Das
heift, (rc)”' € R.



zeigen, miissen wir also nur noch Ly + poLo + ... + ptn Ly < AN Ly + XoLo+ ...+ N\, Ly,
nachweisen.
Dafiir verwenden wir ein unschuldiges Lemma:

Lemma 1: Seien Ay, Ao, ..., Ay, 1, flo, ..., fi, reelle Zahlen, die
A1 > i
AL+ A > g+ po;
A+ A+ A =+ e e g
A A At A= et
erfiilllen. Dann ist pu1 Ly + polo + ... + pin Ly < MLy 4+ AoLo + ... + A\, L.

Beweis von Lemma 1: Eine einfache Rechnung zeigt:

3
,_.

E()\l + Ao A A) = (A o A Mk)Z(Lk — Lj+1)

k=1 e
;(A —Hq)
n—1 k n—1 n—1
= (Z <)\i - Mz)) (Lk - Lk+1) = Z )\ - Mz Z Lk - Lk+1
k=1 =1 i=1 k:z .
=L;,—Lnp (T;lgskopsumme)
n—1 n—1 n—1 n—1
=) =) (L= L) =Y (=) L= Y (= ) L = > (A= i) Li = (= (A = ) L
=1 =1 i=1 =1

n—1
(denn aus A+ Ao o+ Ay = i1+ pa i folgt Y (N — ) = — (A — ;m))

=1

?
L

n

(i = ) Li+ o = i) L = > (N = i) Ls

1 i=1

= ()\1[/1 + )\QLQ + ...+ )\nLn> — (/LlLl + [LQLQ =+ ...+ ,unLn) s

also

()\1.[/1 + )\QLQ + ...+ )\nLn) - (ﬁLlLl + LLQLQ —+ ...+ ,unLn)

n—

= \(()‘1+>‘2+"'+)‘/~C)_(U1+U2+---+Uk)l(Lk_Lk-i—l)'
! >0
(denn Ai+-Aa+... 4+ > p1+pot. k)

H

B
Il

Da ¢ (Lg — L+1) > 0 fiir alle k € {1,2,...,n — 1} ist (denn ¢ (Lg) > £ (Lg41)), ist also
das Gewicht (A Ly + ALy + ... + A\ L) — (1 L1 + po Lo + ... + pin Ly,) nichtnegativ, und
somit ist Lemma 1 gezeigt.

Ein weiteres Lemma (diesmal ein rein kombinatorisches):



Lemma 2: Sei T" ein Youngtableau zur Partition A. Sei ferner S irgendein
Youngtableau, dessen Zeilen die Langen py, po, ..., pn, haben (in dieser
Reihenfolge). Angenommen, beide Tableaus 7" und S seien irgendwie mit
den Zahlen 1, 2, ..., m ausgefiillt (egal wie, solange jede dieser Zahlen
in jedem Tableau in genau einem Késtchen vorkommt). Angenommen,
AL+ Ao+ ...+ Ny = 1+ po + ... + iy, und angenommen,

es gibt keine zwei verschiedenen Elemente u und v, die in der gleichen

Spalte des Tableaus T liegen und in der gleichen Zeile des Tableaus S liegen.
(1)

Dann ist

A1 >
AL+ A2 > g+ o

)\1—|—)\2+...—|—)\n,1 Z,ul—i—ug—l——i—,un,l,
MAX+ o+ A=+ o+ oo+ e

Wir wollen dieses Lemma nicht beweisen, aber es ist ein fundamentales Resultat
iiber Youngtableaux und wird in vielen Darstellungstheorie-Texten auch bewiesen. Hier
ein paar Webquellen:

http://mathoverflow.net/questions/31338/#31615 E

http://ejenk.com/notes/symmetric.pdf/[’| Lemma 4.4.

Um jetzt den Beweis von Aussage 2 abzuschlieen, reicht es (geméf Lemma 1) aus,

A1 > g
AL+ Ao > g+ po;

AMA A+ A 2> e g
)\1+/\2+...+/\n:,U1+,u2+...+,un

Zu zeigen.

Sei s € S, eine Permutation, die ps1) > ps2) > oo 2> fhs(n) erfﬁllﬁ. Sei S ein
Youngtableau, dessen Zeilen die Langen fiy1), fts2), -+, Ms(n) haben, und zwar in dieser
Reihenfolge von der obersten bis zur untersten. Wir fiillen dieses Youngtableau S mit
den Zahlen 1, 2, ..., m aus, indem wir fiir jedes k die k-te Zeile von S mit denjenigen
Zahlen u € {1,2,...,m} ausfiillen, die i, = s (k) erfiillen (in welcher Reihenfolge diese
Zahlen stehen sollen, ist egal)E] Eine Konsequenz dieser Definition ist: Fiir je zwei
Zahlen u und v, die in der gleichen Zeile des Tableaus S liegen, gilt i, = i,.

Wir wollen jetzt beweisen, daff unsere Tableaus 7' und S die Eigenschaft (1) haben.
Dazu nehmen wir das Gegenteil an: Sei also (1) falsch. Dann gibt es zwei verschiedene

2Hierbei handelt es sich um Antwortposting #31615 auf MathOverflow.

13Hierbei handelt es sich um die Notiz “Representation theory of S,,” von Evan Jenkins.

1490 eine Permutation s existiert offensichtlich.

5Dies ist tatsichlich méglich, denn fiir jedes k gibt es genau Ms(ky Zahlen u € {1,2,...,m}, die
iy = s (k) erfiillen, und das passt genau auf die k-te Zeile von S (deren Lange ja f1s(y) ist).

8


http://mathoverflow.net/questions/31338/#31615
http://ejenk.com/notes/symmetric.pdf

Elemente v und v, die in der gleichen Spalte des Tableaus 7' liegen und in der gleichen
Zeile des Tableaus S liegen. Folglich gilt i, = i, (da v und v in der gleichen Zeile des
Tableaus S liegen). Sei nun d € S, die Transposition, die u und v vertauscht. Dann ist
d € C (denn u und v liegen in einer Spalte von T') und somit —by = byd (dies rechnet

m > (=1)°cund (—l)d = —1 leicht nach). Da andererseits
ceC

d(e, ®e,®...Q0e, )=e,Re,R..Qe¢; ist (denn die Transposition d vertauscht in
dem Produkt e;, ® €;, ® ... ® e; . die Tensoranden e;, und e;, , was aber nichts dndert,
da diese Tensoranden gleich sindED, muf} also

man ausgehend von by =

—by (65, ®e, ®...Qe¢, )=brd(e; ®ej, ®...Q eimz =0by(e;, ®e, ®...0¢€;,)

~
=byd =€, ®€iy®...Q¢C;,,

gelten, und damit by (e;, ® €;, @ ... @ ¢; ) = 0, alsocy (€;, R e, ®...Q€;, ) =arby(e, Ve, R...Qe¢, )=

/

~
0 im Widerspruch zu ¢, (e;;, ® €;, ® ... @ e;,,) # 0.
Dieser Widerspruch zeigt, dafl (1) doch giiltig ist. Ferner gilt

A+ A+ ..+ A, =m = (Anzahl der k € {1,2,...,m})

n

= Z (Anzahl der k € {1,2,...,m} mit i, = u)

J

u=1 _
=Ly

u=1

Daher kénnen wir Lemma 2 anwenden (auf Ihs(1)s Hs(2)s - Hsn) Statt pg, po, oy fin),
und erhalten, daf

AL 2> [hs(1);
AL+ Ao > g1y + s(2);
ALt Ao+ A 2 s ps) s Hs(n—1);
>\1 + )\2 + ...+ )\n = Hs(1) + Hs(2) + .+ Hs(n)

gilt. Da aber

Hs(1) = H1;
Hs(1) + fs(2) = p1 + f2;

Hs(1) + fs@) T oo+ fstno1) = p1 + f2 + oo + fp-1;
Hs(1) + Ps@) oo+ fsn) = 1+ po + oo+ fip

gilt (denn s € 5, ist eine Permutation, die jis1y > pis2) > ... > fig(n erfiillt), erhalten

yweil 4, = i,



wir also

A1 > s
A1+ Ao > g+ o

)\1+)\2+...+)\n_1 ZM1+M2+...+Mn_1;
A A+ A =+ e+

und mithilfe von Lemma 1 fihrt dies auf p; L1+ poLlo+ ...+ pn Ly < ALy +XoLo+ ...+
MLy, was wegen Ly, +L;,+...+L;,, = pn L +poLlo+...+pn Ly z0 Ly + Ly, +...4+ L, <
ML+ XoLls + ...+ A\, L, wird. Aussage 2 ist damit bewiesen.

Zusiatzliche Anmerkung: Ein weiterer (allerdings viel kleinerer) Fehler in Lec-
ture 15 von [1] tritt in Exercise 15.19 auf: Dort ist (a +b+ 1) (a + 1) (b+ 1) /2 durch
(a+b+2)(a+1)(b+1)/2 zu ersetzen. Ich danke Jim Humphreys fiir den Hinweis
auf diesen Fehler.
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