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Aufgabe Ul ‘

Man beweise die Ungleichung

b2—|—02—a2+02+a2—b2+a2+b2—c2
a(b+c) b(c+a) c(a+0b)
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fiir drei beliebige positive Zahlen a, b und c.

Losung der Aufgabe Ul‘

Erste Losung: Wir haben 2 (0% + ¢2) — (b+¢)® = 2(b® + &) — (1* + 2bc + 2) =
b2 —2bc+c = (b—c)*>0,also 2(b?+ ) > (b+c¢)?, und damit b2+ 2 > = ! (b—l—c) .
Dies ergibt

b + % — a?
a(b+c)
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y bFe) =" (b4 202 bic a b, e a
~ a(b+c¢)  2a(b+c) 22 b+c 2a 2a b+c
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Ferner gilt nach der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem harmonischen

b 2 4
Mittel fiir die Zahlen b und ¢ offensichtlich ;C > i 1,aulso b+c> T 1.Daraus
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Dabher ist
2+c2—a® _ b c a b c a a
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Analog ist
c2+a2—b2> c+a_ b+b '
b(c+a) — 20 2b 4e¢  4a)’
a? + b* — 2 S a+b_(c+c>
cla+d) — 2¢ 2¢ \da 4b/°



Damit ist
P+c?—a®> A+a?—-0 P+ -7
a(b+c) b(c+a) cla+b)
a

. (£+i_<ﬁ+_>+< +__(ﬁ+£>)+(i+i_(£+£)>
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Nun wenden wir die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen

b b b ¢ 1 1
Mittel auf die Zahlen i und 4_b anb und erhalten — —|— 4_b > 2 T 2. 1= 3
1 1
L2 sz 2y 2 sz
Analog ist 4 + 4 und 4b+ L2 Daher ist

b2+c2—a2+02+a2—b2+a2+62—02
a(b+c) b(c+a) cla+b)

S b+c +<c+a>+ a_i_b >1+1 1_3
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und die Aufgabe ist gelost.
Zweite Losung: Die zu beweisende Ungleichung

bz+02—a2+02+a2—b2+a2+b2—02
a(b+c) b(c+a) cla+b)

schreibt sich nach Subtraktion von g auf beiden Seiten als

P+c?2—a? 1 A+a’-0v 1 a?+b -2 1
— |tz )+ | —-—=] >0 (1)
a(b+c) 2 b(c+ a) 2 c(a+b) 2

Genauso wie in der Ersten Losung zeigen wir b + ¢? 5 (b + ¢)?. Damit wird
1(b Sp— 2
b2+02—a2>§ +c¢) @& (b+ ) — 202
alb+c) — alb+ec)  2a(b+c) ’
also
P+t —a® 1 S (b+c)2—2a2_17((b+c)2—2a2)—a(b+c)
a(b+c) 2~ 2a(b+eo) 2 2a (b+ c)
~ (a+b+c)(b+c—2a)
2a(b+c) '
Analog ist
A+a® =0 1 (a+b+c)(c+a—2b)
b(c+a) 2 - 20 (c+ a) ’
a®+0°—c* 1 S (a+b+c)(a+b—2c)
c(a+b) 2 = 2c(a +b) '



Daher reicht es zum Beweis der Ungleichung (1) aus, die Ungleichung

(a+b+c)(b+c—2a) (a+b+c)(c+a—26)+ (a+b+c)(a+b—2c)

>0
2a (b+¢) 2b(c+a) 2c(a+0) -
: o a+b+c : . : .
zu zeigen. Nach Division durch — vereinfacht sich diese Ungleichung zu

b+c—2a c+a—2b a-+b-—2c
a(b+c) b(c+a) cla+b)

> 0.

Diese Ungleichung ist jedoch leicht nachzuweisen: Wir haben

b+c—2a c+a—-2b a+b—2c

a(b+c) b(c+a) cla+b)

(c—a)—(a=b) (a=b-(b—c) b= —(c—a)
a(b+c) b(c+a) c(a+0b)

- (a?b_—l—ac) - a?b_—i—bc)) * (b?c:tl;) B b(bc_+ca)) * (cfa_fb) - cfa_fb))
- (c(ba_—l—cb) - b(bc:tca)> * <a§b_+ac) - c(ca_+ab)) * (b?cjrljz) - a?b_—i—bc)) ‘

Wenn b > ¢ ist, dann gilt ba > ca, also b(c+ a) = bc + ba > bc + ca = ¢ (a + b) , und
1 1 1 1
damit < , also — > 0, was nach Multiplikation mit
b(c+a) ~ c(a+b) cla+b) b(c+a)
1 1 b—c
b—c>0(d b > f(b— - > 0, al f
¢ >0 (denn b > ¢) auf (b—c) (c(a—H)) b(c—l—a)) > 0, also au @t D)
b— 1 1
¢ > 0 fithrt. Wenn b < ¢ ist, erhalten wir analog - < 0 und
cla+b) b(c+a)
b— b—
b — ¢ < 0, was wiederum nach Multiplikation ¢ _ ¢ > 0 ergibt. Somit
cla+b) b(c+a)
b—c b—c c—a c—a
ilt in jedem Fall — > 0. Analog gilt stet — >0
gilt in jedem Fa cath) bleta) > nalog gi sesa( 0 claxh >
a—>b a—
d - > 0, und damit
. b(ct+a) a(b+c) » e dam

b(c+a)

b+c—2a c+a—2b+a+b—2c
a(b+c) b(c+a) cla+b)

- <c(ba_+cb) - b(bc_+ca)) i (a?b_—i—ac) B c(ca_+ab)> + < bglc;ba) - a?b;bc)) > 0.

Somit ist die Aufgabe gelost.




Aufgabe U2 ‘

Finde alle Funktionen f : R — R, sodass fiir alle reellen Zahlen z und y gilt:

f(fat+y)+ay=f@+y)+f()fy).

Losung der Aufgabe U2‘
Antwort: Die einzige solche Funktion ist f (z) = .
Beweis: Betrachten wir eine Funktion f : R — R, die die gewiinschte Gleichung

f(f@+y)+ay=fr+y)+f(x)f(y) (2)

fiir alle reellen x und y erfiillt.
Setzen wir y = 0 in die Gleichung (2) ein, erhalten wir

ff@+0)+z-0 = fz+0)+f(x)f(0) =
fF(f (@) = f(x)+f(x)f(0) =
f(f (@) = (1+f(0)f (). (3)

Damit gilt also auch f (f(x+y)) = (1 + f(0)) f (z +y); setzen wir dies in die Glei-
chung (2) ein, erhalten wir

A+fONf@+y)+ay = fle+y) +[f(2)f) =
faty)+fO) f@t+y) +ry = fle+y)+f@)f@y) =
FO fE+y)+zy = f(2)f). (4)
Bezeichnen wir f(0) = u, dann wird dies zu uf (x +y) + 2y = f (z) f (y) . Wenn
wir nun in dieser Gleichung = = v und y = —u einsetzen, erhalten wir uf (u + (—u)) +

u(—u) = f(u) f(—u). Wegen f(u+ (—u)) = f(0) = u wird dies zu vu + u (—u) =
f(u) f(—u), alsozu 0 = f (u) f (—u). Nun ist ein Produkt genau dann 0, wenn min-
destens ein Faktor 0 ist; daher muss mindestens eine der Zahlen f (u) und f (—u) gleich
0 sein.

Das heifit, es existiert eine reelle Zahl r, fiir die f(r) = 0 ist. Nach (3) ist dann
f(f(r)=0+f(0))f(r),also f(0)=(1+ f(0))-0. Mit anderen Worten, f (0) = 0.
Somit wird die Gleichung (4) zu 0- f (x +y) + a2y = f () f (y), also zu

vy = f(2) f(y), (5)
und die Gleichung (3) zu f (f (z)) = (1+0) f (), also zu
f(f () = f(x). (6)

Setzen wir y = 1 in (5) ein, so erhalten wir x - 1 = f (z) f (1), also z = f (z) f (1).
Damit ist f (1) # 0 (denn sonst wiirde aus dieser Gleichung fiir alle reellen x folgen,
dass © = f(x) f(1) = 0 ist, was offensichtlich falsch ist); daher kénnen wir diese

Gleichung durch f (1) dividieren und erhalten f (z) = %1) Diese Gleichung ist bere-

its eine Funktionsvorschrift fiir die Funktion f, nur kennen wir den Wert f (1) noch



nicht, um damit die Funktion eindeutig zu charakterisieren. Setzen wir jedoch diese
x
Funktionsvorschrift f (x) =
f(1)

in die Gleichung (6) ein, dann erhalten wir

) _

F@  F@

was notwendig f (1) = 1 zur Folge hat. Damit wird die Funktionsvorschrift f (z) =

% zu f(x) = .

Damit ist klar, dass nur die Funktion f (x) = x der Gleichung (2) fiir alle reellen x
und y geniigen kann. Sie geniigt auch tatsichlich dieser Gleichung, weil fiir f (z) = x
die Gleichung (2) zur trivialen Identitéit (x +y) + 2y = (v + y) + vy wird. Damit ist
die Antwort bewiesen.



