QED-Mathematikolympiade 1:
Aufgaben und Losungen

Geometrie

Darij Grinberg

Vorbemerkung: Im Folgenden wird bei allen Beweisen auf Anordnungsiiberlegun-
gen und Fallunterscheidungen hinsichtlich der verschiedenen moglichen Anordnungen
verzichtet. Es wird nur der Anordnungsfall betrachtet, der auf den zur Aufgabe
gehorenden Zeichnungen abgebildet ist. Die anderen Fille lassen sich analog behan-
deln.

Es werden durchgehend nicht-orientierte Strecken und Winkel verwendet.

Aufgabe G1

Sei ABC' ein Dreieck, und seien C’ und A’ die Fulpunkte seiner von den Ecken C
bzw. A ausgehenden Hohen. Sei P der Mittelpunkt der Strecke C'A’. Die Umkreise
der Dreiecke AC'P und C'A’P haben aufler P einen weiteren gemeinsamen Punkt; wir
bezeichnen diesen Punkt mit (). Man beweise:

a) Der Punkt @ liegt auf dem Umbkreis des Dreiecks ABC.

b) Die Gerade PQ) geht durch den Punkt B.

_AQ AB
C) Es gllt @ = @
(Siehe Fig. G1.1.)




Fig. G1.1

’L('isung der Aufgabe Gl‘

(Siehe Fig. G1.2 und G1.3.) Da die Punkte A, C’, P und @ auf einem Kreis liegen,
ist das Viereck AC'P(Q ein Sehnenviereck; daher ist {AQP = 180° — LAC'P, also
LAQP = £BC'A’. Analog ist LCQP = £ BA'C’. Damit ist

LAQC = KLAQP+ LCQP = ABC'A"+ £BA'C'
= 180° — LC'BA’ (Winkelsumme im Dreieck BC'A")
180° — LABC.

Daher ist das Viereck ABC(Q ein Sehnenviereck, d. h. der Punkt @) liegt auf dem
Umkreis des Dreiecks ABC. Somit ist Aufgabe a) gelost.



Fig. G1.2
Da die Strecken C'C" und AA’ Hohen im Dreieck ABC sind, gilt £CC’A = 90° und
LCA'A =90°. Also liegen die Punkte C’ und A’ auf dem Thaleskreis iiber der Strecke
C'A; insbesondere ist also das Viereck AC' A’C' ein Sehnenviereck.
Daraus folgt L AC A" = 180° — L AC"A’. Andererseits haben wir laut dem Obigen
LAQP = £BC'A’. Damit ist

LAQP = £BC'A" = 180° — LAC'A' = LACA' = LACB.

Da der Punkt @ auf dem Umbkreis des Dreiecks ABC' liegt, ist nach dem Umfangswinkel-
satz LACB = £ AQB. Damit erhalten wir L AQP = £ AQB; folglich geht die Gerade
PQ durch den Punkt B, und die Aufgabe b) ist gelost.

Wir haben L AQP = £ BC'A’, also mit anderen Worten L AQB = £ PC'B. Ferner
ist trivialerweise £ AB(Q) = £ PBC’. Somit sind die Dreiecke AQB und PC'B zueinan-

- AQ AB AB o
der &hnlich; Cdzraus folgt PO = PR also AQ = PC'"- o5 Analog ergibt sich
CQ = PA - B Damit ist

AB

AQ PCpp  pPc AB
cQ ,, CB PA CB
PA - ——
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Nun ist P der Mittelpunkt der Strecke C’A’; also ist PC' = PA’ und damit A 1,
AB
und somit wird dies zu @ =B Damit ist auch Aufgabe c) gelost.
B; LT
A
Q:
; Fig. G1.3

Bemerkungen: 1. Wie die obige Losung zeigt, gilt die Aufgabe in einer etwas
allgemeineren Form: Die Punkte C” und A’ miissen nicht unbedingt Fufpunkte der
Hohen des Dreiecks ABC' sein; fiir die Aufgabe a) ist es vollig ausreichend, wenn die
Punkte C" und A’ einfach zwei willkiirliche Punkte auf den Geraden AB bzw. BC
sind, und fiir die Aufgaben b) und c) reicht es aus, wenn die Punkte C’ und A’ auf den
Geraden AB bzw. BC liegen und das Viereck AC'A’C' ein Sehnenviereck ist. Ferner
braucht fiir die Aufgaben a) und b) der Punkt P nicht unbedingt der Mittelpunkt der
Strecke C" A’ zu sein, sondern er kann ein beliebiger Punkt auf der Geraden C’ A’ sein;
nur fiir die Aufgabe c) ist es mafigeblich, dal P der Mittelpunkt der Strecke C'A’ ist.

2. Die Aufgabe entstammt der dreiecksgeometrischen Folklore und die Losung
verwendet typische Schluflweisen aus der Dreiecksgeometrie. An einigen Stellen kann
auch Trigonometrie angewandt werden.




Aufgabe G2

Sei ABC' ein Dreieck. Seien C" und A’ die Spiegelbilder der Punkte C' bzw. A an
der von B ausgehenden Hohe des Dreiecks ABC. Die Senkrechte zu der Geraden BA’
durch den Punkt C’ schneide die Gerade BC' in U; die Senkrechte zu der Geraden BC’
durch den Punkt A’ schneide die Gerade BA in V. Beweise: UV || C'A.

(Siehe Fig. G2.1.)

Fig. G2.1

Losung der Aufgabe G2‘

Wir werden drei verschiedene Losungen dieser Aufgabe vorstellen; sie alle haben
einen ersten Schritt gemeinsam (Fig. G2.2):

Sei H der Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABC. Dann gilt AH 1 BC.

Bei der Spiegelung an der von B ausgehenden Hohe des Dreiecks ABC' gehen die
Punkte C' und A in die Punkte C’ bzw. A’ iiber, und die Punkte B und H gehen in sich
selber iiber (denn sie liegen ja auf dieser Hohe). Da Geradenspiegelungen orthogonale
Geraden auf orthogonale Geraden abbilden, folgt aus AH L BC also A’H 1L BC'. Das
heifit, die Senkrechte zu der Geraden BC' durch den Punkt A’ geht durch den Punkt
H. Analog geht auch die Senkrechte zu der Geraden BA’ durch den Punkt C” durch




den Punkt H.

Fig. G2.2

Nun trennen sich die Losungswege:

Erste Losung: (Siehe Fig. G2.3.) Sei Y der Fulpunkt der von B ausgehenden Hohe
des Dreiecks ABC. Da diese Hohe senkrecht auf der Geraden C'A steht, ist dann der
Punkt Y der Fulpunkt des Lotes von dem Punkt C' auf diese Hohe. Andererseits ist
der Punkt C’ das Spiegelbild des Punktes C' an dieser Hohe; somit ist der Punkt C’
das Spiegelbild des Punktes C' an dem Punkt Y.

Sei andererseits Y’ das Spiegelbild des Punktes H an dem Punkt Y. Dann ist der
Punkt H das Spiegelbild des Punktes Y’ an dem Punkt Y; da ferner der Punkt C’ das
Spiegelbild des Punktes C' an dem Punkt Y ist, und da eine Punktspiegelung Geraden

in parallele Geraden tiberfiihrt, gilt somit C'H || C'Y’. Nach dem Strahlensatz gilt

B BH B BH B B
somit —U = -. Analog ist V_Z = -. Daher gilt U_g = V_Z’ und nach dem
Strahlensatz folgt daraus UV || C'A. Damit ist die Aufgabe gelost.




Fig. G2.3

Zweite Losung: Dies ist nur eine Variante der Ersten Losung, die den Satz von
Menelaos anstelle des Hilfspunktes Y’ verwendet.

(Siehe Fig. G2.3.) Wie in der Ersten Losung betrachten wir den FuBpunkt Y
der von B ausgehenden Hohe des Dreiecks ABC und zeigen, dafi der Punkt C’ das
Spiegelbild des Punktes C' an dem Punkt Y ist. Damit ist CC’" = 2-C"Y" (wir verwenden

!

ja keine orientierten Strecken), also —— = 2. Da die Punkte U, C' und H auf den

Seiten BC, C'Y bzw. Y B des Dreiecks BC'Y auf einer Geraden liegen, gilt nach dem
Satz von Menelaos

BU CC' YH BU , YH _

vc oy HB also ve Bt
Analog ist
BV, YH_
VA HB
. ., BU BV o
Somit ist oc - vA daraus folgt nach dem Strahlensatz UV || C'A. Somit ist die

Aufgabe gelost.



Dritte Lésung (von Katharina Jochemko): (Siehe Fig. G2.4.) Seien X, Y und Z
die FuBpunkte der von den Ecken A, B bzw. C ausgehenden Hohen des Dreiecks ABC.

Wie wir wissen, schneiden sich diese Hohen in dem Hohenschnittpunkt H des Dreiecks
ABC.

Da die Strecke BY eine Hohe im Dreieck ABC' ist, ist das Dreieck BY C' rechtwin-
klig; damit ist LY BC = 90° — LY CB. Analog ist {ZCB = 90° — £ ZBC.
Andererseits ist ABHC' = ABHC, denn der Punkt C’ ist das Spiegelbild des
Punktes C' an der von B ausgehenden Hohe des Dreiecks ABC, und die Punkte B und
H liegen auf dieser Hohe.
Damit haben wir
ABHU = 180° — ABHC'" =180°— £BHC
= AHBC+ LHCB (Winkelsumme im Dreieck BHC)
= AYBC+ £ZCB = (90° - £YCB) + (90° — LZBC)
= 180° - KLYCB — £ZBC = 180° — L{ACB — LABC
LCAB (Winkelsumme im Dreieck ABC').
Analog ist A{BHV = LACB. Damit ist
LUHV = ABHU+ ABHV = {CAB+ {ACB
= 180° — LABC (Winkelsumme im Dreieck ABC)
= 180° — LUBV.

Daher ist das Viereck UBV H ein Sehnenviereck, d. h. die Punkte U, B, V und H
liegen auf einem Kreis. Nach dem Umfangswinkelsatz gilt damit £ BVU = {BHU,
also ABVU = £CAB, und daraus folgt UV || C'A. Damit ist die Aufgabe erneut

;\‘4{

Bemerkung: Eine einfache Aufgabe, auch (und vor allem!) gegen den Sinussatz
hilflos.



Aufgabe G3 ‘

Sei ABC' ein Dreieck mit AB # CB. Sei €' ein Punkt auf dem Strahl AB, fiir
den AC" = CB gilt. Sei A’ ein Punkt auf dem Strahl C'B, fiir den C'A’ = AB gilt.
Die Umkreise der Dreiecke ABA’ und CBC’ haben aufler dem Punkt B noch einen
gemeinsamen Punkt (). Beweise: Die Gerade B(@) halbiert die Strecke C' A.

(Siehe Fig. G3.1.)

Fig. G3.1

’Lﬁsung der Aufgabe GS‘

Vorbemerkung: Die Strecken in der folgenden Losung konnen sowohl als gerichtet,
als auch als ungerichtet interpretiert werden; die Rechnungen sind in jedem Fall richtig.

(Siehe Fig. G3.2.) Sei U der von A verschiedene Schnittpunkt des Umkreises des
Dreiecks ABA’ mit der Geraden C'A (falls dieser Umbkreis die Gerade C'A im Punkt
A beriihrt, setze man einfach U = A). Entsprechend sei V' der von C' verschiedene
Schnittpunkt des Umbkreises des Dreiecks C'BC” mit der Geraden C'A.

Nach dem Sekantensatz gilt CU - CA = CB - CA’. Wegen CA" = AB ist also
CU-CA=CB-AB. Analog ist AV - AC = CB - AB. Damit ist CU -CA = AV - AC,
also CU -CA =V A-CA. Daraus folgt CU =V A.

Sei nun M der Mittelpunkt der Strecke C'A. Dann ist CM = M A. Daraus folgt
VM =VA—-MA=CU—-CM = MU. Also haben wir CM - VM = MA - MU. Mit
anderen Worten: MC' - MV = MA - MU.




Fig. G3.2

(Nun betrachte man Fig. G3.3; diese Figur ist absichtlich falsch gezeichnet, damit
man nicht sofort erkennt, da8 die Punkte U’ und V" iibereinstimmen.)

Sei nun U’ der von B verschiedene Schnittpunkt der Geraden BM mit dem Umbkreis
des Dreiecks ABA’ (wenn dieser Umkreis die Gerade BM im Punkt B beriihrt, setze
man U’ = B). Analog sei V' der von B verschiedene Schnittpunkt der Geraden BM
mit dem Umkreis des Dreiecks C'BC’. Dann gilt nach dem Sekantensatz MU’ - M B =
MA - MU und MV' - MB = MC - MV. Aus MC - MV = MA - MU wird also
MV'-MB = MU"- MB, und damit MV’ = MU’. Da die Punkte U’ und V' beide auf
der Geraden BM liegen, folgt hieraus, dafl diese Punkte iibereinstimmen, d. h. wir
haben U’ = V'. Da nun der Punkt U’ auf dem Umkreis des Dreiecks ABA’ und der
Punkt V' auf dem Umkreis des Dreiecks C'BC” liegt, ist somit der Punkt U’ = V' der
von B verschiedene gemeinsame Punkt der Umkreise der Dreiecke ABA’ und C'BC".
Das heifit, U’ = V' = ). Da wir aber wissen, dafl der Punkt U’ auf der Geraden BM
liegt, schlufolgern wir also, dafl der Punkt @) auf der Geraden BM liegt. Mit anderen
Worten: Die Gerade B(@) geht durch den Punkt M, also durch den Mittelpunkt der
Strecke C'A; das heifit, die Gerade B(@ halbiert die Strecke C'A. Damit ist die Aufgabe
gelost.
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Fig. G3.3 (absichtlich falsch dargestellt)

Bemerkung: Wer mit dem Begriff der Potenzgeraden vertraut ist, wird mit der
Gleichung MC-MV = MA-MU den Beweis als fast fertig ansehen, denn dann 148t sich
wie folgt argumentieren: Da —MC' - MV die Potenz des Punktes M in bezug auf den
Umbkreis des Dreiecks C BC" und —M A - MU die Potenz des Punktes M in bezug auf
den Umkreis des Dreiecks ABA’ ist, bedeutet die Gleichung MC - MV = MA - MU,
dafl der Punkt M gleiche Potenzen in bezug auf die Umkreise der Dreiecke C'BC’
und ABA’ hat. Das heifit, der Punkt M liegt auf der Potenzgeraden dieser beiden
Umkreise. Doch die Potenzgerade zweier sich schneidender Kreise ist die Verbindungs-
gerade ihrer Schnittpunkte; das heifit, der Punkt M liegt auf der Verbindungsgeraden
der Schnittpunkte der Umkreise der Dreiecke C BC'" und ABA’, also auf der Geraden
BQ. Mit anderen Worten: Die Gerade B(Q geht durch den Mittelpunkt M der Strecke
C'A; das heifit, sie halbiert die Strecke C'A. Damit ist die Aufgabe gelost.
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Aufgabe G4
Im folgenden steht die Abkiirzung gNhA fiir den Schnittpunkt zweier Geraden g und

h.
Sei ABCDE ein konvexes Fiinfeck. Sei

A" = BDNCE, B'=CENDA, (C'"=DANEB, D'=FEBNAC und E' = ACNBD.
Ferner sei
A" = AANEB, B" = BB'nAC, C"=0C'NnBD, D"=DDNCE und E’" = EE'NDA.

Man beweise:

EA/I AB// BC// CDI/ DE/I
A'"B B'C C"D D'E E'A

(Siehe Fig. G4.1.)

C

Fig. G4.1

Losung der Aufgabe G4‘

Nach dem Sinussatz im Dreieck FA” A’ ist
EA"  sin{EA'A"  sindFEA'A
A'A”  sinLA'EA"  sin {BEC
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Nach dem Sinussatz im Dreieck AA’E ist

sinFA'A FEA ) P , BEA EA
S AAEA — AL also sin{FA'A = SlnAAEA-AAI = SmL{AEC-AA/.
Damit ist
] EA
EA"  sindEAA  SMLAEC-ZFh pA L sin LAEC
A’A"  sin{BEC  sin{BEC = AA -sin{BEC’
Analog ist
BA" _ AB-sin{DBA
A'A"  AA’-sin {DBE’
Damit ist
EA" B EA" . BA" B FA- -sin{AEC . AB -sin£DBA
BA" — AAT T AA" AA -sindBEC T AA'-sin{DBE
B FA sinLAEC sin{DBFE
~ AB sindDBA sin{BEC’
Analog ist
AB" B AB sin£BAD sin AECA'
CB"  BC sin{ECB sin£CAD’
BC" B BC sin£L£CBE sinAADB.
DC" — CD sin£ADC sin{DBE’
cD” B CD sin{DCA sin LBEC_
ED” ~ DE sin{BED sin{ECA’
DE" B DE sinLEDB sin£CAD
AE"  FEA sindCAE sin£ADB’
Damit gilt
EAI/ AB// BO// OD// DEII
BA// CB// DC// ED// AE//
B FA sinLAFEC sin{DBFE AB sin{BAD sin{FECA
~ \AB sin£DBA sin£BEC BC sin£ECB sin {CAD
BC sin£CBE sin{LADB CD sinADCA sin{BEC
CD sindADC sin£DBFE DE sinABED sin{FECA
DE sinAEDB sin£LCAD
EFA sin{CAE sin£ADB )’

Nachdem sich die
iibrig:

EA/I ABII

BC//

OD//

DEI/

BA” ) CB" ) DCO" ’ ED" ’ AE"

sin {AEC

sin { BAD

sin {CBE

meisten Briiche in diesem Produkt gegenseitig wegkiirzen, bleibt

sin {DCA sin{EDB

sin {DBA
sin {AEC

sin{ECB
sin { BAD

" sinADC

sin {CBFE

sin{BED sin £CAE
sin{DCA sinEDB

sin {CAE

sin{DBA

sin{ECB
13

"sin {ADC sin {BED’



sin {AEC AC _ ‘ '
SnACAE — CE nach dem Sinussatz im Dreieck AC'E, und entsprechend

sin { BAD _ BD sin{CBE B CE sindDCA B DA sin{EDB _ EB

SuADBA ~ DA sudECB ~ EB sm<ADC — ac ™ Su<BED ~ BD'
Daher erhalten wir

Nun gilt

EA" AB" BC" CD" DE" AC BD CE DA EB
BA" CB" DC" ED" AE" CE DA EB AC BD
und die Aufgabe ist gelost.

Bemerkung: Die kiirzeste Losung dieser Aufgabe, die nur die Siitze von Ceva
und Menelaos verwendet, ist etwa 5 Seiten lang. Die Aufgabe scheint sich beharrlich
jeglichen nichttrigonometrischen Losungsversuchen zu widersetzen...

1
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