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HI������JF��K����L����M���KN��J��LOI�����9J��7�9�%K��PM���� OI��12�/�
�Q����RS�������N�����T�#��R���J���K����Q�������BUWV��!���WX/�Y�9RSR����
RSK���J��9���N�Z68���NM����[M���R

2005 × 2005
� 0 ��J��9��J������\�������S����KN��J����W4

']�\^]��K�R�_
`�acbedWfgaihgj
k�fSlnm9oph�qsrtrtfgbpupqsbwvyx z

−→ { xp|9fS}~fSo~��fg��uwa�fgl��p}wq�h�h�}~acf]�e�wa�fg�c�pv\owl��\��bZ�pfg�i}yz�bpq���uT�wfg�i}
{D� a�fguwfSbI��q\bwb����$�M�K���RS�ZOI��R�R��
�!�Z���F�Q�\^]��K�R�����X�M��\�8��KN��������^LK����������9��J�RS�LM�K��Z68����M����)M���R 0 ��J8�
��J@�������S��R�4
O��������B68���NM����S��^LK���MD��K��F�B����MB��R��P�����!���9��M����\�eX8M8�
R�RLR�KN�Z��KN��M����5��K���M�������J����QX��� ]KNM����/��K¡�
�8��K����S��^]����M����¢�9£!��������4WHZ�9RI67����M��9��1¤M���$¥M����I�K¡��������"������/�IM���RZ']�S���S��RI�NK����9�LR���Kt�¦-�X�-! \4
6	V��§�9�N���%68���NM����T������J/��R����\^T4��NK�����RT¨!�!�©�¦-�Xc-/ T����J�£9J��§����^T4����S��K���M���KN�9�ªR�K���J�M����T�@��(����S�
"��S�§68����M%��$«��KN��R�4�O��8�9���9�ª����J�£9J��)R�KN��JFM������/��(����S���8�9��J��9�Q���&����MF���S��K���M���KN�9� R�KN��JF�8�
��J
���/������4
HZ��M�K�� 0 ��$%$&�&��^)��K����PU��9J��N����X¬M�KN���9�51L��K�����$(©V��S12���]�!���!����V��#���S��KN���!����X�KN$&$%���>3�KNRS�
����M�M8�
R 0 "�K����N12���NMB�9��1

2 · 1001 + 1
68���NM����[�#���9����������K�Rg�eX��!KN�N�[M�K��yOI��R�R��
�!�9_

(x, y) −→ (x + n, y + m) ⇐⇒ |n| + |m| = 7; |x + n|, |y + m| ≤ 1001; x, y, n, m ∈ Z

HI������JB¨!�!�N��Rg���9��M�K��!��®¯��M����/��KN�!�BR��9���#�@���°�#��^LKN��RS���B^]����M�����X8M8�9RSR[$F�
��K��D�9�N�����
2n + 1×

2n+1
�g±Z�8�9M����
������X/12V���M�K��

n ≥ 6
�!KN�N� ����MBM8�9Rt68����M²��-�Xc-/ ¤M����S���°�K¡��������"������/�]M8�
��RS�����N�N�eX

�9�N���I67����M����[���S����KN��J������p�9����X8�!J����TM8�9R�±Z�8�9M����
�L���D¨!�����Y�
R�R�����4
6	V��

n = 6
J��9�Q�§K���J¢��K���� 0 �@KN�������9��R�OI�����9�!���¦OI���Y�9�!� N 4 N  �J�K��������!��12V��9�eXQM�K��>����KN�9�eX7^LK��

$&�9�D�9�N���y68���NM����t¨9�!����-�Xc-/ t�9��RLKN�°$&�p�Q4�³ 0 ��J��SKN�S�����°���S����K���J/�����²�p�9����4
O���Rt�8�
��J�RS����RL$´V�RSR����D^LK��t�9��R 0 �@$%�����SK����!��V���M����D�����[M�KN�Z������J����>�9�Q�����yµ¤���9�F�¦��K��

6× 6
�

±Z�8�9M����
���F^LK��BKN�¶OI�����9�!� N 4i+! s4¤6	V��§M�K���R��Dµ¤���9�°�p�9���·$F�
�¶�9���N���9���!������������M����¸68����M����
��������K���J�����X7^]�!�#��K������IM�KN�>�9�Q���¢����M¢�S����J/��RT�
���!������������M����¹67����M�����¨9�!��']��M����5�������BRSK���M
�2R�4�O����Y�
�!� N 4cº/ s4�µ¤R[K�Rg�t�N��K���J/�]���D���S�9����������X8M��9R�Rt$%KN�)�!�N��K���J����[°����J��5M�KN�&M����t�
�!$&"������S���
»��9��M���$½¼S��M���R

2n+1×2n+1
�g±Z�8�9M����
��M����¤�!���!���Q�������%µ¤K��9����RS��J8�
1������P�����S��KN��J��	^]����M����

�p�9���WX/�!J�����M8�9R]±Z�8�9M����
�)^)��K¡�����)�
��R M�����»��9��M&���&¨!�������9R�RS����4 0 �!$%KN� �p�9���%$&�9�&RSK���MF�9���N�
68���NM���� ��K�����R

2n+3× 2n+3
�g±Z�8�9M����
����R $&K¡��M����&�!���!���Q��������µ KN�!����R���J8�
1������������S��K���J��8�
��X

^)�����FM8�9R
2n+1× 2n+1

�¾±y���9M����p�]�
����JF��������K���J��8�9�)K�Rg�e4@HZ�ª^LKN� M�����®¯��M����/��KN�!��R��
��1¦�9���
RS��J��!�¿$%KN�ª��KN����$

13 × 13
�g±Z�8�9M����
�F�¦R�4�O����Y�9�9� N 4 N  y�!����K��NM����ªJ8�9�#���WX�RSK���M��9���N�&68����M����

¼S��M���R
2n + 1 × 2n + 1

�¾±Z�8�9M����
����Ry�����S��KN��J@���9��X�^)�����
n ≥ 6

����MÀM����ª�K¡��������"������/�TM���R
±Z�8�9M����
����R>��-�Xc-/ ]KNRS�e4
HZ�°M8�9R>K��ÀM����>OI��12�/�
�Q����RS�������N�����°�!���9���#�����

2005 × 2005
� 0 ��J8�9��J������\���´�9����J¿��K��

2n +
1× 2n + 1

�¾±Z�8�9M����
�]KNRS�Z�¦�8�
$&�NK���JP12V��
n = 1001

 sX�R�K���MB�9���N��67����M����]M�KN��RS��R 0 ��J��9��J������\������R
��������K���J��8�9�L����M�M�KN�y�!��KN�!�yOI��RSR��9�9�ªKNRS�L�#��^LKN��R�����4
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']��J8�9��"5��������_
∃m, n : a = m2 + 2n2; a, m, n ∈ Z� �!���9��RSR�������������_

3a = x2 + 2y2; a, x, y ∈ Z
� N  

']�\^]��K�R�_
O���R>� N  )12�!�N�9�[�N�!�!K�RS��J�_

x2 + 2y2 ≡ 0 (mod 3)
��+! 

µ¤K������	�9�#���N���I¨9���SM���������KN��J���X7M8�9R�R>��+! ]K��D�!���8�9�D12V���1	6n�9���N����^]�9J��LK�Rg�e_

x (mod 3) x2 (mod 3) y (mod 3) y2 (mod 3)

0 0 0 0
1 1 1 2
2 1 2 2

HIKN��RS�§.�6n�
������^]����M����²K��D�����@KN�!�����y�Y�9$%$%�����FM�������J��@��$&$%���SK����g�e_

[
N��

x ≡ 0 (mod 3) ∧ y ≡ 0 (mod 3)
[
+ �

x ≡ 1 (mod 3) ∧ y ≡ 1 (mod 3)
[
º �

x ≡ 2 (mod 3) ∧ y ≡ 2 (mod 3)
[
³ �

x ≡ 1 (mod 3) ∧ y ≡ 2 (mod 3)
[
. �

x ≡ 2 (mod 3) ∧ y ≡ 1 (mod 3)
®¯� M����¿���9��J�12�!�N�!����M����¿O���R��
��������^]����M������ ����M��F¼S�\^]��K���R>R�����RS��K¡����KN���g�e4�HIK���R>�9��R���J�K����
�9�51��y������M��Y�9�9�ZM�����»L��Rg�¯^]���S���>�Q��K¬HIKN¨@KNR�K��9�BM�������J

3
4

6	V��
	 N�� _
x :=3u; u ∈ Z
y :=3v; v ∈ Z
3a=x2 + 2y2

=(3u)2 + 2 · (3v)2

=9u2 + 18v2

a=3u2 + 6v2

=u2 − 4uv + 4v2 + 2u2 + 4uv + 2v2

=(u − 2v)2 + 2 · (u + v)2

m=u − 2v
n=u + v

6	V��
	�+ � _
x :=3u + 1; u ∈ Z
y :=3v + 1; v ∈ Z
3a=x2 + 2y2

=(3u + 1)2 + 2 · (3v + 1)2

=9u2 + 6u + 1 + 18v2 + 12v + 2
a=3u2 + 2u + 6v2 + 4v + 1
=u2 + 4uv + 4v2 + 2 · (u + 2v) + 1 + 2u2 − 4uv + 2v2

=(u + 2v + 1)2 + 2 · (u − v)2

m=u + 2v + 1
n=u − v

º
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6	V��
	cº � _
x :=3u + 2; u ∈ Z
y :=3v + 2; v ∈ Z
3a=x2 + 2y2

=(3u + 2)2 + 2 · (3v + 2)2

=9u2 + 12u + 4 + 18v2 + 24v + 8
a=3u2 + 4u + 6v2 + 8v + 4
=u2 + 4uv + 4v2 + 4 · (u + 2v) + 4 + 2u2 − 4uv + 2v2

=(u + 2v + 2)2 + 2 · (u − v)2

m=u + 2v + 2
n=u − v

6	V��
	 ³ � _
x :=3u + 1; u ∈ Z
y :=3v + 2; v ∈ Z
3a=x2 + 2y2

=(3u + 1)2 + 2 · (3v + 2)2

=9u2 + 6u + 1 + 18v2 + 24v + 8
a=3u2 + 2u + 6v2 + 8v + 3
=4v2 − 4uv + u2 + 2 · (2v − u) + 1 + 2u2 + 4uv + 2v2 + 4 (u + v) + 2

=(2v − u + 1)2 + 2 · (u + v + 1)2

m=2v − u + 1
n=u + v + 1

6	V��
	�. � _
x :=3u + 2; u ∈ Z
y :=3v + 1; v ∈ Z
3a=x2 + 2y2

=(3u + 2)2 + 2 · (3v + 1)2

=9u2 + 12u + 4 + 18v2 + 12v + 2
a=3u2 + 4u + 6v2 + 4v + 2
=u2 − 4uv + 4v2 + 2u2 + 4uv + 2v2 + 4 (u + v) + 2

=(u − 2v)2 + 2 · (u + v + 1)2

m=u − 2v
n=u + v + 1

HZ�ªM�K���R��L12V���1¬6	�9���N�L�9���N���£!�!�NK���J��
��KN�����%12V��)��K��%M����S��J
3
����KN���8�9�S��R �/�9������R

a
R�KN��M�X�R��@M8�9RSR

3a
K��%M����]67�9��$

x2 +2y2
$%KN���/�9��������U��9J��N���

x, y
M��9��Rg�����N���8�
�¤K�RS��X�����M�M�KN��']��J8�
��"��������

12V���¼S��M�����67�9���Q�Q�\^LK���R����°^L����M��9X7K�Rg���9����J°M�K�� �y��R��9$§���#��J��9��"��������%�Q�\^LK���RS����4

³
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HI��� 0 ��K¡�����
a
X
b
X
c
��K�����RTHI����K�������Ry�NK����9����M�KN�>(©KN���9���

α
X
β
X
γ
�!���9����V��#����4¬µ¤RZRS��K	12���������

3α + 2β = 180 ◦
4#��9���#��^)��KNR��
X8M8�9R�R�M8�9���

a2 + bc = c2
KNRS��4

']��J8�9��"5��������_
a2 + bc = c2

� �!���9��RSR�������������_
3α + 2β = 180 ◦

� N  
']�\^]��K�R�_
O���R>� N  )12�!�N�9�

β = 90 ◦ − 3

2
α
��+! s4

����M§�
��R)� N  WRS�w^LKN� M���$ ®¯�������/^LK����
���NR��
����12�!�N�9�
2α+β = γ

X�^]�9���9��R�$%KN����+! 
γ = 90 ◦+ 1

2
α�¦º/ )12�!���
�e4

( ��K¡�����SJ�K���12�9���9�L�
��RLM���$ 0 K�����R�R��
���
X���+! ]����M¿�¦º/ )12�!���
�e_

b

c
=

sin β

sin γ
=

sin
(

90 ◦ − 3

2
α
)

sin
(

90 ◦ + 1

2
α
) =

cos
(

3

2
α
)

cos
(

1

2
α
) (4)

�y��J/�[$&�9�B�����B¨!�!�°M����t^t�9J������DO���R�R��9�!�ª�9��R�X�M8�9RSR[��K����ªU��9J��W�9����KN��J�M����[�!����K���J����°U��9J��
KNRS�eX��9�!$%$§�L$&�9�B���°M�K���R����²��$%12�!�S$´�����9����_

4 cos3
α

2
− 2 cos

α

2
= 4 cos3

α

2
− 2 cos

α

2

cos
α

2
+

(

4 cos3
α

2
− 3 cos

α

2

)

= 2 cos
α

2

(

2 cos2
α

2
− 1

)

cos
α

2
+ cos

(

3

2
α

)

= 2 cos
α

2
2 cos α

1 +
cos

(

3

2
α
)

cos α

2

= 2 cosα

1 +
b

c
= 2 cosα

b + c = 2c cosα

b − 2c cosα = c

O[M�M�K¡��K��9��RS��J����!�S��$%�

�¦³� 

HIKN��R�6	V�J��S���T�
��R��P�����LOI��R��9�!�
−c = b − 2c cosα

��.! s4
0 �\���\��$&�9�D��������.! ]KN�°M������]�!R�KN�@��R�R��p���ª��K��WX����SJ8�9�N�L$&�9�DM�KN�T']��J8�
��"���������_

a2 = b2 + c2 − 2bc cos α

a2 = c2 − b (b − 2c cosα)

a2 = c2 + b (−c)

a2 + bc = c2

q.e.d

.
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���������
	���������������������! "�$#&%(')�+*-,��/.0�"1!2
n
���+23*54����"'6'/78���9��2+2:�/.0�"1!2:�)�

1, 2, 3, . . . n
'(%

�+�;�)�+�<�>=?�)�:1&�)��@�%"2A�!�CB��D�+�!�!�)�FE����&�G4����"'6'C���"'����D�+*+1!7C�)*H�:'(I61&�>JK�+*-*L�)2M��2+2:�)�8.0�"1!2:�)��#G�����N�
��O�'P�����6'(�)�Q=?�)�:1&�R�&��I61!*0 �S��:'(I61&�)�T�!�)�TB)�)�-�!�)�U#V2W��*: ����)�D*X�:')*�YMZL[)\
] ��^`_�a+bca-dV_�fe��D�+*51!7C�)*-�:'(I61&�6'QJK�+*H*g�)2h �SM�)���)�Q.0�"1!2:�)�

x, y := am(x, y)
] ��^`_�a+bca-dV_ji

Rx :=
�����k=?�)�:1&�)��@�%"2A�!�`@D�!�

n = 2x
7>�+*M�!�)�lZL[)\��)�5@D�!2+23*$S��+�m��Y

e/�������)�D*M%��!�)��7>O!23*H�n#V23�W ����)�D*�78���
Rx

��O!�6I61
+,−, ·,

%��!�)�
:
7>�+*X�)�+�<�)��.0�"1!2n4�'(%o'(%"2+2:�)�K��2+2:�

.0�"1!2:�)�9�+�&�<�)�61G��2WBo�!�)��=/�)�:1&�p7>�+*M�����6'(�)�Q.0�"1!2q���������)�D*�%��!�)�R7>O�23*-�n#V23�W ����)�D*$SM�)�r�!�)�VY
s �)�r�!�)�t �SM�)�u=?�)�:1&�)�v7>�+*

_
,��)�wB�O!�V�!�)�G4M'(%C'(%"2+2$�)�+�<�>�<�)O&�64������UB)�)�-�!�)�x=?�)�:1&�)�����<�)�+�&y

���V�!�)�p���G'(I61!23���-z��)�V�!��=?�)�:1&�{�)�&*+')*L�61&�)�VY
| �!}q�&��~qbc��_�	 6	V��L�9�N���

n = 2x; x ∈ Z
�!K��¡�T� N  \4 	 N��

� aH�5�g�������{�!a-�{�
HZ�
R&�
��KN��J�4¤°KN�������t��K��������!�����9M���� ����M ��K������������!�����9M����¸U��9J��t�����!KN������KN���D�!�������@��J������
U��9J���_
am(2n + 1, 2m) = 2n+1+2m

2
= n + m + 1

2� aH�5�g�������{�!a-� |
HZ�
R]�9�SKN��J�4@�KN�S�����8��^)��K������ �9���/�9���!�����/�9�������]U��9J��N���PK�Rg�)�9����KN��J&M���� � �!���/�
���!��� M���Rt�9�SKN��J�4
�K¡��������R]M����L��KN�!���/����K���J�����U��9J��N����_
am(n − 1, m − 1) = n−1+m−1

2
= n+m

2
− 1 = am(n, m) − 1� aH�5�g�������{�!a-�8�

HZ�
RI�9�SKN��J�47�K¡������� ��^)��KN����$&K¡�[��KN������U��9J�� $§���N��K�"��NK���KN���g������U��9J��N����X8KNRS�LK�$%$%���tM8�
RI�9�SKN��J�4
�K¡��������M����L��K��9���/���NK���J����²U��
J������°$§���N��K�"��NK���KN���g�)$%KN�tM����L�!�N��K���J�����U��9J���_
am(tn, tm) = nt+mt

2
= n+m

2
· t = am(n, m) · t

| ���{�!a-�o�Vdh_��5������q���"}j�VdV�H�-�wb(�&_���a-	�����_��0�q�<bca5dV_
�g�h�����V�H�-�(�
�6���G�-���G���
x = 0 ⇒ n = 20 = 1 ⇒ R0 = {1}µ¤RL�!K��5�L�9��RS�P��K����ªRS�!����J��>»L��KNJ����512�!���!�
4
�g�h�����V�H�-�(�
�� (�c¡6�G���)¢c�-£�������� 	 N�� �9K��N�)12V��

x = k�g�h�����V�H�-�(�
�m�D¤¦¥
¡m���m�m�
2 · Rk

���/��J8�
�N���9�N���Z"#�!R�K¡��¨9���°�!�����9M�����U��9J������D������K������[�!����K���J
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