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Einführung

In dieserNotiz gehtesum einespezielleArt vonorientiertenWinkeln, nämlichorientierte
(gerichtete) Winkel modulo 180°, auchKreuze oderKreiswinkel genannt. SolcheWinkel sindzwar
grundsätzlichnichtsNeues; siespielenschonseit langerZeit einewichtigeRolle in derAnalytischen
Geometrie. Jedochwurdensieerst1917 vonR. A. Johnsonin die Elementargeometrie” importiert” und
erwiesensichdort alsfruchtbar. EineguteEinführungin die TheoriedieserWinkel wurdein [7] gegeben;
in [8] wird dieseTheoriemit Bezugaufdie InversionamKreis fortgesetzt. Auch in dem(mir nicht
zugänglichen) Standardwerk[6] soll eineDarstellungdieserTheoriezu findensein. Trotz ihrer
NützlichkeitundEleganzwurdenKreuzeaberschnellwiedervergessenundtauchtennurabundzu in
ArbeitenzurAbbildungsgeometrieauf. Im ZugederRehabilitationderElementargeometriein denletzten
Jahrenist auchdie TheoriederKreuzevonvielenwiederentdecktworden; in [1] wurdenKreuzeals
Winkeltyp4 erwähntundin [4] verwendet.

Als ich begann, eineEinführungin die TheoriederKreuzezuschreiben([DerursprünglicheImpulszu
dieserArbeit war für mich die Lösungder WURZEL-Aufgabe� 22 vonWilfried Haag.]), wußteich
nochnichtsvon [7] und[8] - undmußtenachherfeststellen, daßTeile meinerDarstellungmit einigen
Abschnittenaus[7] merkbareÄhnlichkeitenaufwiesen. DerZugangzuderDefinition einesorientierten
Winkelsunterscheidetsichnurgeringfügigvondemin [7]. In derGeometrieläuft manimmerGefahr,
etwaszuentdecken, wasschonein Jahrhundertzuvorbekanntgewesenist. Wennsichalsodochalles, was
ich im folgendenschreibe, alsseit langembekanntherausstellt, sohoffe ich doch, daßmeineArbeit
zumindestzurWiederbelebungdiesesgeometrischenKonzeptsundallgemeinderElementargeometrie
förderlichseinwird. Ansonstenhabeich eineReihevonAufgabenausverschiedenstenQuellenundvon
verschiedenemSchwierigkeitsgradintegriert- derLeserwird vielleichteinigedavonkennen, einige
werdenihm neusein-, allesAufgaben, andenenderLeserseinegeometrischenErfahrungenund
Fertigkeitenbereichernkann.

Kreiswinkelsindnicht nur für die Kreisgeometriesehrgeeignet, sondernfür vielegeometrische
Beweise; sieersparenFallunterscheidungen, weil siekomplettanordnungsunabhängigsind, undmachenes
möglich, viele längereBeweisezumindestin derFormulierungzuverkürzen. Im folgendenversucheich,
diesenWinkeltyp in voller Ausführlichkeitzudefinieren, die meistenseinerHaupteigenschaften
nachzuweisenundeinigeAnwendungenaufzuführen. Darunterwerdenausführlichgelöste
Beispielaufgaben, eineneueLösungderin der WURZEL erschienenenAufgabe� 22 vonWilfried Haag
und, wie schongesagt, eineReihevonAufgabenzumselbstständigenLösensein.

Ein gewöhnlichergerichteterWinkel ASBist ein Winkel, dernachfolgenderRegelmit einem
Vorzeichenversehenist: DerWinkel ist positiv, wennseinUmlaufsinnpositiv (d. h. gegenden
Uhrzeigersinn) ist, undnegativ, wennseinUmlaufsinnnegativ(d. h. im Uhrzeigersinn) ist. Fürgerichtete
Winkel gilt also

�
ASB � � � BSA.

Nunwird jederWinkel � mit allendenjenigenWinkeln � identifiziert, für die derWinkel � � � ein
(positivesodernegatives) ganzzahligesVielfachesvon180° ist. Strenggenommenbetrachtetmanalso
nicht mehrdenorientiertenWinkel � selber, sonderndie Klasse
K 	 ...; 
 � 360°; 
 � 180°; 
 ; 
 � 180°;  � 360°; ... . DieseKlasseK � nennenwir dannorientierter
Winkel modulo 180°, oderKreuz, oderKreiswinkel zumorientiertenWinkel  . DerWinkel  sowie
jederandereWinkel ausseinerKlasseK � wird RepräsentantdesKreiswinkels K � genannt.

ManaddiertzweiKreiswinkel, indemmaneinenbeliebigenRepräsentantendeserstenmit einem
beliebigenRepräsentantendeszweitenaddiert; dasErgebnisist ein Kreiswinkel, dervonderkonkreten
WahlderRepräsentantenderKreiswinkelunabhängigist, dadie SummezweierVielfachenvon180°
wiederein Vielfachesvon180° ist. Genausoläßtsichdie SubtraktionzweierKreiswinkelerklärenunddie
Multiplikation mit einemganzzahligenFaktor.

Wie schongesagt, ist jederKreiswinkeleineKlassevonorientiertenWinkeln. Wir werdenjedochin
derZukunftKreiswinkelnicht mehrmit K � , sonderneinfachnurmit  bezeichnen, falls keine



Verwechselungzubefürchtenist. Fernerwerdenwir im folgendenz. B. voneinemKreiswinkel � ASB
sprechenunddabeidenKreiswinkelzumorientiertenWinkel � ASBmeinen.

Mit derIdentifikationjedesorientiertenWinkelsmit allenanderenorientiertenWinkeln, die sichvon
diesemum ein ganzahligesVielfachesvon180° unterscheiden, habenwir auch180° mit 0° gleichgesetzt.
Also gilt für jedenKreiswinkel � die nachbeidenSeitenunendlichfortsetzbareGleichung

... � � � 360° � � � 180° � � � � � 180° � � � 360° � ... .

Aus0° � 180° folgt auch90° � � 90°.
Jetztwerdenwir denerstenVorteil vonKreiswinkelnkennenlernen.
Betrachtenwir zweiGeradeng undh. SinddieseGeradennicht parallel, dannhabensieeinen

SchnittpunktS.
SeiA ein beliebigerPunktaufg undB ein beliebigerPunktaufh. Bezeichnenwir denKreiswinkel

� ASBmit � . SeinunA � ein andererbeliebigerPunktaufg undB � ein andererbeliebigerPunktaufh. Wir
werdenbeweisen, daßdann � ASB � � A � SB� ist. [Diesist eineeinzigartigeEigenschaftundnur
Kreiswinkelnzueigen! Würdenwir z. B. gewöhnliche(nicht orientierte, d. h. Euklidische) Winkel
betrachten, dannwäre � A � SB� vonderAnordnungderPunkteabhängig; z. B. wäreunterUmständen

� A � SB� � 180° � � ASB.]
Beweis: Wir macheneineFallunterscheidungdurch(vier Fälle):
ErsterFall (Fig. 1): Liegendie PunkteA undA � aufeinerSeitevonS, undliegendie PunkteB undB �

aufeinerSeitevonS, dannist offensichtlich � ASB � � A � SB� � � .
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ZweiterFall (Fig. 2): Liegendie PunkteA undA � aufeinerSeitevonS, undliegendie PunkteB undB �
aufverschiedenenSeitenvonS, dannist � B � SA� � 180° � � ASB(Nebenwinkel; die Winkel B � SA� und
ASBhabendengleichenUmlaufsinn). Also ist � B � SA� � 180° � � . Aberwegen � A � SB� � � � B � SA�
folgt daraus� A � SB� � � � 180° � � � � � � 180°. Wegen180° � 0° habenwir also  A ! SB! � � �  ASB.



A

S

B

B' A'

h

g

α

α−180°
   = α

Fig. 2

Dritter Fall (Fig. 3): Liegendie PunkteA undA " aufverschiedenenSeitenvonS, undliegendie
PunkteB undB " aufeinerSeitevonS, danngehtderBeweisgenausowie im ZweitenFall: Erstmalsist#

B " SA" $ 180° % #
ASB(Nebenwinkel; die Winkel B " SA" undASBhabendengleichenUmlaufsinn).

Also ist
#

B " SA" $ 180° % & . Aberwegen
#

A " SB" $ % #
B " SA" folgt daraus#

A " SB" $ % ' 180° % & ( $ & % 180°. Wegen180° $ 0° habenwir also
#

A " SB" $ & $ #
ASB.

A

S

B

B'

A'

h

g

α

α−180°
   = α

Fig. 3

Vierter Fall (Fig. 4): Liegendie PunkteA undA " aufverschiedenenSeitenvonS, undliegendie
PunkteB undB " aufverschiedenenSeitenvonS, dannist

#
A " SB" $ #

ASB $ & (alsScheitelwinkelmit
gleichemUmlaufsinn).
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Wir habenalsoimmer ) ASB * ) A + SB+ . Dasbedeutet: DerKreiswinkel ) ASBist für alle PunkteA
undB aufdenGeradeng bzw. h gleichgroß. In anderenWorten: DerWinkel ) ASBhängtnurvonden
Geradeng undh ab, nicht abervonderkonkretenLagederPunkteA undB aufdiesenGeraden.

Wir bezeichnendenWinkel ) ASBalsKreiswinkel zwischendenGeradeng und h undschreibenfür
ihn ) g; h . (SieheFig. 5.)

[EineBemerkung: Wir haben) g; h * ) AS; BS * ) ASB. MankanndenAusdruck
) AS; BS umschreibenzu ) AS; SB , ) SA; SB oderzu ) SA; BS , ohnedaßsichdie Größe
desWinkelsändert(dennASundSAist ja dieselbeGerade). Wennmanaberdie GeradenASundBS
vertauscht, dannverändertsichdasVorzeichen: ) BS; AS * , ) AS; BS .]

DerKreiswinkel ) g; h zwischendenGeradeng undh kannauchfolgendermaßengeometrisch
erklärtwerden: Esist derWinkel, um denmandie Geradeg drehenmuß(gegendenUmlaufsinn, falls der
Winkel positiv ist, undim Umlaufsinn, falls er negativist), sodaßdie Bildgeradezuh parallelist.
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Damit habenwir denKreiswinkelzwischenzweinicht parallelenGeradendefiniert. Definierenwir
auchnochdenKreiswinkelzwischenzweiparallelenGeraden: Sinddie Geradeng undh paralleloder
fallensiezusammen, dannsei - g; h . 0°.

FürzweibeliebigeGeradeng undh gilt - g; h . / - h; g .
Beweis: Sinddie Geradeng undh nicht parallel, dannhabensieeinenSchnittpunktS. Ist A ein

beliebigerPunktaufg undB ein beliebigerPunktaufh, dannist - g; h . - ASBund
- h; g . - BSA. Wegen - ASB . / - BSAist also - g; h . / - h; g .

Sinddie Geradeng undh parallel, dannist - g; h . 0° und - h; g . 0°, worausoffensichtlich
- g; h . / - h; g folgt.

Esseiangemerkt, daßein KreiswinkelzwischenzweiGeradengemessenwird undnicht zwischen
zweiHalbgeraden(wie z. B. gewöhnlicheEuklidischeWinkel).

Sindg undg 0 zweiparalleleGeradenundh einebeliebigeandereGerade, danngilt
- g; h . - g 0 ; h .

Beweis: Diesist nichtsanderesalsderStufenwinkelsatz(Fig. 6).
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Wegen 2 g; h 3 4 2 h; g und 2 g 5 ; h 3 4 2 h; g 5 ist alsoauch 2 h; g 3 2 h; g 5 .
Seieng undg 5 zweiparalleleGeradenundh undh 5 zweiparalleleGeraden. Danngilt

2 g; h 3 2 g 5 ; h 5 .
Beweis: Wegeng 6 g 7 undh 6 h 7 ist 8 g; h 9 8 g; h 7 9 8 g 7 ; h 7 .
Dasheißt: DerWinkel zwischenzweiGeradenist immergleichdemWinkel zwischenzwei jeweilszu

ihnenparallelenGeraden. Oder: Winkel mit parallelenSchenkelnsindgleichgroß.
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Jetztkommenwir zudenadditivenEigenschaftenvonKreiswinkeln. Kreiswinkelsindgerichtete
Winkel modulo180°; folglich gilt 8 A1SA2 ; 8 A2SA3 9 8 A1SA3 für beliebigePunkteA1, A2, A3 undS.



(SieheFig. 7.)
DurchmehrfacheAnwendungdieserGleichungbekommtman

<
A1SA2 = <

A2SA3 = ... = <
An> 1SAn ? @ A1SAn     (1)

für beliebigePunkteA1, A2, ..., An undS. Diesist einewichtigeEigenschaft, die wiederumnur
eingeschränktfür gewöhnlicheungerichteteWinkel gilt.

Wegen @ A1SAn ? A @ AnSA1 könnenwir unsereGleichungauchumschreibenzu

@ A1SA2 B @ A2SA3 B ... B @ An> 1SAn ? A @ AnSA1,

alsozu

@ A1SA2 B @ A2SA3 B ... B @ An> 1SAn B @ AnSA1 ? 0°.     (2)

Betrachtenwir jetzt n beliebigeGeradeng1, g2, ..., gn. Wir wollenzeigen:

@ g1; g2 B @ g2; g3 B ... B @ gn> 1; gn ? @ g1; gn     (3)

und

@ g1; g2 B @ g2; g3 B ... B @ gn> 1; gn B @ gn; g1 ? 0°.     (4)

Beweis: Habendie Geradeng1, g2, ..., gn einengemeinsamenPunktS, dannsinddieseGleichungen
offensichtlich, dennsindA1, A2, ..., An beliebigePunkteaufdenGeradeng1, g2, ..., gn, dannist

@ gk; gm ? @ AkSAm für beliebigek undm, unddie Gleichungen(3) und(4) sindnurUmschreibungen
derGleichungen(1) und(2).

Habendie Geradeng1, g2, ..., gn keinengemeinsamenPunkt, dannbetrachtenwir einenbeliebigen
PunktSunddie Parallelenh1,h2, ...,hn zudenGeradeng1, g2, ..., gn durchS. Die Geradenh1,h2, ...,hn

habeneinengemeinsamenPunkt; dahergilt für sie

@ h1; h2 B @ h2; h3 B ... B @ hn> 1; hn ? @ h1; hn

und

@ h1; h2 B @ h2; h3 B ... B @ hn> 1; hn B @ hn; h1 ? 0°.

Aberda @ gk; gm ? @ hk; hm für beliebigek undmgilt (denngk C hk undgm C hm), folgendaraus
die Gleichungen(3) und(4).

Damit sinddie Formeln(3) und(4) bewiesen.
Bemerkung: Fürn ? 3 bedeutetdie Gleichung(4), daßdie SummederWinkel (Kreiswinkel) eines

Dreiecksgleich0° ist (Fig. 8).
DiesenSatzkannmanauchin derfolgendenFormschreiben: FürKreiswinkelgilt: Die Winkelsumme

in einemDreieckist 0°, d. h. für drei beliebigePunkteA, B undC gilt @ CAB B @ ABC B @ BCA ? 0°.
Beweis: Wir haben@ CAB B @ ABC B @ BCA ? @ CA; AB B @ AB; BC B @ BC; CA ? 0°.
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Drei PunkteA, B undC liegengenaudannaufeinerGeraden, wenn E ABC F 0° ist.
Esist bekannt, daß(wie jederTyp vongerichtetenWinkeln) Kreiswinkelbei einerGeradenspiegelung

ihr Vorzeichenändern. Dasheißt: SindA, B undSdrei Punkte, undA G , B G undSG ihre Spiegelbilderan
irgendeinerGeraden, danngilt E A G SG B G F H E ASB.

Kreiswinkel und Kreise

Jetztkommenwir zuderwichtigstenEigenschaftenvonKreiswinkeln, die ihnenauchdenNamen
gegebenhat: derUmfangswinkelsatzfür Kreiswinkel.
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SeienA undB zweiPunkte, undseiein beliebigerWinkel I gegeben. Die Mengealler PunkteX, für
die derEuklidische, nicht gerichteteWinkel AXBgleich I ist, ist bekanntlichdie Vereinigungzweier
Kreisbögendurchdie PunkteA undB. FürKreiswinkelgilt: Die Mengealler PunkteX, für die der
KreiswinkelAXBgleich I ist, ist ein Kreisdurchdie PunkteA undB. [Dabeischließenwir die PunkteA
undB aus; derUmfangswinkelsatzgilt aberin derFormdesSehnentangentenwinkelsatzesauchfür sie.
Sieheweiterunten.] (SieheFig. 9.)

Beweis: Wir haben, im Grundegenommen, folgendeszubeweisen: SindX undX J zweiPunkte, dann
gilt K AXB L K AXJ B genaudann, wenndie PunkteA, B, X undX J aufeinemKreis liegen.

Wir führeneineeinfacheFallunterscheidungdurch:
ErsterFall: Die PunkteX undX J liegenin einerHalbebenederGeradenAB. Die Winkel AXBund

AXJ B sindgenaudanngleichgroßundgleichorientiert, wenndie PunkteA, B, X undX J aufeinemKreis
liegen. (Umfangswinkelsatzmit Umkehrung.)

ZweiterFall: Die PunkteX undX J liegenin verschiedenenHalbebenenderGeradenAB. Die
(Euklidischen, nicht gerichteten) Winkel AXBundBXJ A sindgenaudanngleichorientiertundergänzen
sichzu180°, wenndie PunkteA, B, X undX J aufeinemKreis liegen. (Sehnenviereckssatzmit
Umkehrung.) In anderenWorten: K AXB M K BXJ A L 180° gilt genaudann, wenndie PunkteA, B, X und
X J aufeinemKreis liegen. Aberwegen180° L 0° (dennwir rechnenmit Kreiswinkeln) und

K BXJ A L N K AXJ B ist K AXB M K BXJ A L 180° äquivalentzu K AXB N K AXJ B L 0°, alsozu
K AXB L K AXJ B. Also gilt auchdiesmal K AXB L K AXJ B genaudann, wenndie PunkteA, B, X undX J
aufeinemKreis liegen.

Damit ist derUmfangswinkelsatzfür Kreiswinkelbewiesen.
Bemerkung: Wir habengeradebewiesen, daßdie Mengealler PunkteX, für die K AXB L I ist, ein

KreisdurchA undB ist. Die Mengealler PunkteY, für die K BYA L I ist, ist dannfolglich dasSpiegelbild
diesesKreisesanderGeradenAB (denn K BYA L N K AYB).

Essoll nochkurzgezeigtwerden, daßauchein Sehnentangentenwinkelsatzfür Kreiswinkelgilt:
Fürvier PunkteA, B, X undX J , die aufeinemKreis liegen, gilt nachdemUmfangswinkelsatz

K AXB L K AXJ B. In demGrenzfallX J L B gibt eszwarkeinenWinkel K AXJ B mehr, abermankannsich
darunterdenWinkel K AXJ ; X J B L K AB; BB vorstellen, wobeidie GeradeBB alsdie Tangentean



denKreis in demPunktB zuverstehenist. (SieheFig. 10.)
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Genausowie für gewöhnlicheEuklidischeWinkel gilt für KreuzederSatzvonThales: Sindzwei
PunkteA undB gegeben, dannist die Mengealler PunkteC, für die O ACB P 90° gilt, derKreismit dem
DurchmesserAB. In derTat ist derKreiswinkel O ACBgenaudanngleich90°, wennderEuklidische
Winkel O ACBgleich90° ist (d. h., wennAC Q BC ist), sodaßwir einfachnurdenaltbekanntenSatzvon
Thalesin die Kreiswinkel-Sprache”übersetzt” haben.
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Kommenwir nunzudemMittelpunktswinkelsatzfür Kreiswinkel(Fig. 11): SeienA, B undX drei
PunkteaufeinemKreisundM derMittelpunkt diesesKreises. Sei R AXB S T . Danngilt R AMB S 2T ,

R BAM S 90° U T und R MBA S 90° U T .
DerBeweisvondiesemSatzseihier aufgeführt, weil er sichvoneinigenBeweisenfür Euklidische

Winkel unterscheidet. [In derTat wird in einigenBeweisendesMittelpunktswinkelsatzesfür Euklidische
Winkel sogarzuerstderWinkel R AMB S 2T berechnet, unddannwird mithilfe desgleichschenkligen
DreiecksAMB derWinkel R BAM als 1

2 V 180° U R AMBW gewonnen. Diesist aberfür Kreiswinkel
unzulässig, weil mansienicht teilenkann!] SeiA X derPunkt, deraufunseremKreisdemPunktA diametral
gegenüberliegt. NachdemSatzvonThalesgilt dann R A X BA S 90°; nachdemUmfangswinkelsatzist
andererseitsR AAX B S R AXB; somitfolgt ausderWinkelsummeim DreieckAAX B schließlich

R BAAX Y R AAX B Y R A X BA S 0°,

also R BAAX S U R AAX B U R A X BA S U R AXB U 90° S 90° U R AXB(denn90° S U 90°). Daaberder
PunktA X demPunktA diametralgegenüberliegt, liegendie PunkteA, M undA X aufeinerGeraden, undes
folgt R BAM S 90° U R AXB. Analogist R ABM S 90° U R BXA, also

R MBA S U R ABM S U V 90° U R BXAW S U V 90° Y R AXBW S U 90° U R AXB S 90° U R AXB(denn
wiederum90° S U 90°). Mit derBezeichnungR AXB S T ist also R BAM S 90° U T und

R MBA S 90° U T .
NachderWinkelsummeim DreieckABM gilt nun R AMB Y R MBA Y R BAM S 0°, also

R AMB S U R MBA U R BAM S U V 90° U T W U V 90° U T W S U 180° Y 2T S 2T ,

womit derMittelpunktswinkelsatzbewiesenist.
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Kreiswinkelerlaubenein einfachesKriterium für gleichsinnigundgegensinnigähnlicheDreiecke:
Zwei DreieckeABCundA Z B Z C Z sindgleichsinnigähnlich, wenn [ CAB \ [ C Z A Z B Z ,

[ ABC \ [ A Z B Z C Z und [ BCA \ [ B Z C Z A Z ist.
Zwei DreieckeABCundA Z B Z C Z sindgegensinnigähnlich, wenn [ CAB \ ] [ C Z A Z B Z ,

[ ABC \ ] [ A Z B Z C Z und [ BCA \ ] [ B Z C Z A Z ist.
Bevorwir nunzudenAnwendungenvonKreiswinkelnkommen, zeigenwir nochzweiNachteile

diesesWinkeltypsauf:
ErstenskannmanzwarTangenseundKotangensevonKreiswinkelnnehmen(denntanundcot haben

die Periode180°), aberkeineSinuseundKosinuse(dennsin90° ist nicht sin270°).
Ein andererNachteilwiegt schwerer: MankannKreiswinkelnicht gescheitdividieren. Für jeden

Kreiswinkel ^ gibt esgenauzweiWinkel _ , für die 2_ ` a ist. Soist beispielsweise2 b 0° c 0° und
2 b 90° c 0°. Damit zusammenhängendsoll nochangemerktwerden, daßKreuzekeineOrdnungsrelation
zulassen, d. h. sind d und e zweiKreuze, dannkannmankeinesinnvolleDefinition geben, wann d f g
undwann h i j ist. DeshalbsindKreuzemeistsehrungeeignetfür geometrischeUngleichungen; was
ansonstenschondeshalbklar ist, weil derSinnvonKreuzendarinbesteht, sichbei geometrischen
ÜberlegungenmöglichstwenigaufAnordnungsbeziehungenberufenzumüssen, dochUngleichungensind
immeranAnordnungsbeziehungengebunden.

Beispielaufgaben

Jetztwerdenwir einigeBeispielaufgabenausderDreiecksgeometriemit Hilfe vonKreiswinkeln
durcharbeiten.

Aufgabe1: SeiH derHöhenschnittpunkteinesDreiecksABC. Manbeweise, daßdie SpiegelbilderA k ,
B k undC k desPunktesH andenDreiecksseitenBC, CA bzw. AB aufdemUmkreisdesDreiecksABC
liegen.
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Lösung: DaderPunktH derHöhenschnittpunktdesDreiecksABC ist, gilt AH l BC, BH l CA und
CH l AB. Damit ist

m
BHC n m

BH; CH n m
BH; CA o m

CA; AB o m
AB; CH

n 90° o m
CA; AB o 90° n 180° o m

CA; AB n m
CA; AB n m

CAB.

DaaberderPunktA p dasSpiegelbilddesPunktesH anderSeiteBC ist (unddie PunkteB undC jeweils
die Spiegelbildervonsichselbstsind), gilt

m
BAp C n q m

BHC, also
m

BAp C n q m
CAB n m

BAC. Also
liegendie PunkteA, B, C undA p aufeinemKreis. Dasheißt, derPunktA p liegt aufdemUmkreisdes
DreiecksABC. Analogzeigtman, daßdie PunkteB p undC p aufdemUmkreisdesDreiecksABC liegen.
Damit ist die Aufgabegelöst.

Wir bemerken, wastypischfür BeweiseunterVerwendungvonKreiswinkelnist: DerBeweisbenötigt
keineZeichnung(Fig. 13 warzumVerständnisdesSatzeshilfreich, abernicht zumBeweisnötig), under
gilt für spitzwinkligeundstumpfwinkligeDreieckegleichermaßen. [DieserBeweisdeckttrotzdemnicht
alle Fälle. Grenzfällesindim allgemeineneinfacherzuzeigen. (Ein Grenzfallbei dieserAufgabewäre
beispielsweisederFall einesrechtwinkligenDreiecksABC; derHöhenschnittpunktH wäredanndie Ecke
mit demrechtenWinkel.)] DiessindsehrmächtigeVorteilegegenüberderVerwendungvonEuklidischen
Winkeln.

Gehenwir zurnächstenAufgabeüber:
Aufgabe2: SeiP ein Punktin derEbeneeinesDreiecksABC. Die FußpunktederLotevondemPunkt

P aufdie GeradenBC, CA undAB seienX, Y bzw. Z. Manbeweise: Die PunkteX, Y undZ liegengenau
dannaufeinerGeraden, wennderPunktP aufdemUmkreisdesDreiecksABC liegt.
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Lösung: Wegen r PXC s 90° und r PYC s 90° liegendie PunkteX undY aufdemKreismit dem
DurchmesserPC (SatzvonThales). Dasheißt, die PunkteP, C, X undY liegenaufeinemKreis; nachdem
Umfangswinkelsatzgilt somit r PXY s r PCY, also r PXY s r PCA. Analogist r PXZ s r PBA.
Darausfolgt r ZXY s r ZXP t r PXY s u r PXZ t r PXY s u r PBA t r PCA. Folglich liegendie
PunkteX, Y undZ genaudannaufeinerGeraden, wenn r ZXY s 0° gilt, d. h. wenn
u r PBA t r PCA s 0° ist, d. h. wenn r PBA s r PCA ist, d. h. wenndie PunkteA, B, C undP auf
einemKreis liegen, d. h. wennderPunktP aufdemUmkreisdesDreiecksABC liegt. Damit ist die
Aufgabegelöst.

WennderPunktP aufdemUmkreisdesDreiecksABC liegt, heißtdie GeradeXYZdie Simsongerade
desPunktesP in bezugaufdasDreieck. [Statt”Simsongerade” wird öftersderhistorischkorrekteBegriff
”Wallacegerade” verwendet.] Der folgendeLemoinesatz(nach[5]) liefert einedervielenbesonderen
EigenschaftenvonSimsongeraden:

Aufgabe3: Angenommen, derPunktP in Aufgabe2 liegeaufdemUmkreisdesDreiecksABC. Seid
derAbstandvonP zuderSimsongeradenXYZ. Manbeweisedie Gleichung

PA v PX s PB v PY s PC v PZ s 2rd,

wobeir derUmkreisradiusdesDreiecksABC ist.
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Lösung: StattdertrigonometrischenLösungin [5] gebenwir hier einenetwaskürzerensynthetischen
Beweis. In derLösungdervorigenAufgabehattenwir w PXY x w PCAgefunden. DaderPunktP auf
demUmkreisdesDreiecksABC liegt, gilt nun w PCA x w PBA(Umfangswinkel), unddaher

w PXY x w PBA. Analogist w PYX x w PAB, also w XYP x w BAP. Mithin sinddie DreieckePXYund
PBAähnlich(undzwargleichsinnigähnlich, wasfür unsabernicht vonBedeutungseinwird). Ausdieser
Ähnlichkeit folgt, daßsichderUmkreisdurchmesserdesDreiecksPXYzumUmkreisdurchmesserdes
DreiecksPBAgenausoverhältwie die vonP ausgehendeHöhedesDreiecksPXYzudervonP
ausgehendenHöhedesDreiecksPBA.

Daaberdie PunkteX undY aufdemKreismit demDurchmesserPC liegen, ist PC der
UmkreisdurchmesserdesDreiecksPXY. DerUmkreisdurchmesserdesDreiecksPBA ist natürlich2r (denn
derUmkreisdesDreiecksPBA ist gleichzeitigUmkreisdesy ABC). Die vonP ausgehendeHöhedes
DreiecksPXYist d, unddie vonP ausgehendeHöhedesDreiecksPBA ist PZ. Damit ist

PC
2r z d

PZ
,

alsoPC { PZ z 2rd. Analogist PA { PX z 2rd undPB { PY z 2rd. Damit ist die Aufgabevollständig
gelöst.

Die nächsteAufgabewird eineVariationvonAufgabe2 sein:
Aufgabe4: SeiP ein PunktaufdemUmkreisdesDreiecksABC. Die SpiegelbildervonP anden

SeitenBC, CA bzw. AB seienX | , Y| bzw. Z | . Manbeweise: Die PunkteX | , Y| undZ | undder
HöhenschnittpunktH desDreiecksABC liegenaufeinerGeraden.



A

B

C

P

X'

Y'

Z'

H

Fig. 16

Lösung: Wir müssenhier die Kollinearitätvonvier Punktenbeweisen. Beginnenwir erstmalsmit den
PunktenH, Y} undZ } .

Erinnernwir uns, daßdie SpiegelbilderB } undC } desPunktesH andenDreiecksseitenCA bzw. AB
aufdemUmkreisdesDreiecksABC liegen(Aufgabe1). Die PunkteY} , H undB } sinddie Spiegelbilder
derPunkteP, B } bzw. H anderGeradenCA; alsoist ~ Y} HB } � � ~ PB} H, oder

~ Y} HB } � � ~ PB} B � � ~ PAB(denn ~ PB} B � ~ PABalsUmfangswinkel). Genausofindetman
~ Z } HC } � � ~ PAC. Nun ist

~ Y} HZ } � ~ Y} HB } � ~ B } HC } � ~ C } HZ } � ~ Y} HB } � ~ BHC � ~ Z } HC }
� � ~ PAB � ~ BHC � � � ~ PAC� � ~ BHC � � ~ PAB � ~ PAC�
� ~ BHC � ~ CAB.

AberausderLösungderAufgabe1 wissenwir, daß ~ BHC � ~ CAB ist. Also ist ~ Y} HZ } � 0°, unddie
PunkteH, Y} undZ } liegenaufeinerGeraden. Ebensoliegendie PunkteH, Z } undX } aufeinerGeraden.
Also liegenalle vier PunkteX } , Y} , Z } undH aufeinerGeraden, unddie Aufgabeist gelöst.
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Die GeradeHX � Y� Z � heißtdie SteinergeradedesPunktesP in bezugaufdasDreieckABC.
Manerkenntleicht, daßdie Simsongeradeunddie SteinergeradeeinesPunktesP sehrengmiteinander

verknüpftsind: Überlagernwir die ZeichnungenFig. 14 undFig. 16, sehenwir, daßdie PunkteX, Y undZ
die MittelpunktederStreckenPX� , PY� bzw. PZ� sind. Dasheißt, die Simsongerade(die durchdie Punkte
X, Y undZ geht) ist dasBild derSteinergerade(durchdie PunkteX � , Y� undZ � ) bei derzentrischen
Streckungmit demZentrumP unddemFaktor 1

2 . Dahersinddie Simsongeradeunddie Steinergerade
einesPunktesP stetszueinanderparallel. Außerdemwissenwir, daßderHöhenschnittpunktH aufder
Steinergeradenliegt, undschließendaraus, daßderMittelpunkt derStreckePH aufderSimsongeraden
liegt. DiesesErgebnisformuliertmanoft folgendermaßen:

Die SimsongeradeeinesaufdemUmkreisdesDreiecksABC liegendenPunktesP halbiertdie Strecke
PH, wobeiH derHöhenschnittpunktdes� ABC ist.



A

B

C

P
Z

X

Y
X'

Y'

Z'

H

Fig. 18

Die letzteAufgabebetrifft wiederLotfußpunkte:
Aufgabe5: SeiP ein beliebigerPunktin derEbenedesDreiecksABC, abernicht aufdemUmkreis.

Die FußpunktederLotevonP aufdie GeradenBC, CA undAB seienX, Y bzw. Z. Die GeradenAP, BP
undCP schneidendenUmkreisdesDreiecksABCzumzweitenMal in denPunktenD, E bzw. F. Man
zeige: Die DreieckeXYZundDEF sindgleichsinnigähnlich.
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Lösung: Wegen � PXC � 90° und � PYC � 90° liegendie PunkteX undY aufdemThaleskreisüber
derStreckePC; alsoliegendie PunkteP, C, X undY aufeinemKreis, undnachdemUmfangswinkelsatz
folgt � PXY � � PCY, also � PXY � � FCA. Analogist � PXZ � � EBA. Nunhabenwir

� ZXY � � ZXP � � PXY � � � PXZ � � PXY � � � EBA � � FCA

� � � EDA � � FDA (Umfangswinkel)

� � FDA � � ADE � � FDE.

Genausozeigtman � XYZ � � DEF und � YZX � � EFD. Dahersinddie DreieckeXYZundDEF
gleichsinnigähnlich, waszubeweisenwar.

Lösungder WURZEL -Aufgabe � 22 von Wilfried Haag

UnsereletzteBeispielaufgabewird die WURZEL-Aufgabe� 22 vonWilfried Haagsein, die in [9]
mithilfe vonkomplexenZahlengelöstwurde(Fig. 20):

Aufgabe6: Gegebenseiendrei unterschiedlichgroßeKreise, die einengemeinsamenSchnittpunktS
haben. Im Übrigenschneidensichdie Kreisepaarweisein S23, S31 undS12. Die MittelpunkteM1, M2 und
M3 derKreisewerdenandenGeradenS31S12, S12S23 bzw. S23S31 gespiegelt.

Manbeweise, daßdasDreieckausdengespiegeltenMittelpunktenzumDreieckM1M2M3 ähnlichist.
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Hier ist einekürzeresynthetische(d. h. rein-geometrische) Lösung: Im folgendenwird derKreisdurch
drei PunkteP1, P2 undP3 immereinfachals”KreisP1P2P3” bezeichnet.

Wir bezeichnendie SpiegelbilderderKreismittelpunkteM1, M2 undM3 andenGeradenS31S12,
S12S23 bzw. S23S31 alsN1, N2 bzw. N3. Dannhabenwir zubeweisen, daßdie DreieckeN1N2N3 und
M1M2M3 ähnlichsind.

Wir werdensogarzeigen, daßdiesebeidenDreieckegegensinnigähnlichsind.
Wir beginnenmit einemHilfssatz(Fig. 21):
Hilfssatz: SeiABCein DreieckundA � , B � undC � beliebigePunkte, die derfolgendenBedingung

genügen:
�

BA� C � �
CB� A � �

AC� B � 0°.

Danngilt:
a) Die KreiseA � BC, B � CA undC � AB habeneinengemeinsamenPunkt.
b) SindX, Y undZ die MittelpunktedieserKreise, danngilt:

�
ZXY � �

BA� C;
�

XYZ � �
CB� A;

�
YZX � �

AC� B.
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DieserHilfssatzist bekannt(siehebeispielsweise[2] und[3]), dochwir wolleneinenBeweismithilfe
vonKreiswinkelnderVollständigkeithalberundalszusätzlichesBeispielfür derenAnwendungführen:

SeiP dervonA verschiedeneSchnittpunktderKreiseB � CA undC � AB (falls sichdieseKreise
berühren, seiP � A). Danngilt nachdemUmfangswinkelsatzfür Kreiswinkel: � CPA � � CB� A und

� APB � � AC� B. Aberwegen

� BA� C � � CB� A � � AC� B � 0° und

� BPC � � CPA � � APB � 0°

folgt darausauch � BPC � � BA� C. NachderUmkehrungdesUmfangswinkelsatzesfür Kreiswinkelliegt
alsoderPunktP aufdemKreisA � BC. D. h., derPunktP ist ein gemeinsamerPunktderKreiseA � BC,
B � CA undC � AB. Damit ist derTeil a) desHilfssatzesbewiesen.

Dadie ZentralezweierKreisestetssenkrechtaufdergemeinsamenSehnesteht, gilt ZX � BP und
XY � CP. Dasheißt, � ZX; BP � 90° und � CP; XY � 90°. Also ist

� ZXY � � ZX; XY � � ZX; BP � � BP; CP � � CP; XY

� 90° � � BPC � 90° � 180° � � BPC � � BPC � � BA� C.

Analoggilt � XYZ � � CB� A und � YZX � � AC� B. Hiermit ist auchTeil b) desHilfssatzes
nachgewiesen.

Jetztkommenwir zurLösungderAufgabe6 (Fig. 20). Wendenwir denHilfssatz(Teil b)) erstmalsauf
die PunkteA � S23, B � S31, C � S12, A � � B � � C � � SundX � M1, Y � M2, Z � M3 an(esgilt
nämlich � S31SS12 � � S12SS23 � � S23SS31 � 0°), soerhaltenwir



�
M3M1M2 � �

S31SS12;�
M1M2M3 � �

S12SS23;�
M2M3M1 � �

S23SS31.

    (5a)

    (5b)

    (5c)

SeiennunS1, S2 undS3 die SpiegelbildervonSandenGeradenS31S12, S12S23 bzw. S23S31. DerPunkt
M1 ist derMittelpunkt desKreisesSS31S12; dabei derSpiegelunganderGeradenS31S12 die PunkteM1,
S, S31 undS12 jeweilsin N1, S1, S31 undS12 übergehen, ist alsoN1 derMittelpunkt desKreisesS1S31S12.
Analogist N2 derMittelpunkt desKreisesS2S12S23 undN3 derMittelpunkt desKreisesS3S23S31. Wegen

�
S31S1S12 � � �

S31SS12;�
S12S2S23 � � �

S12SS23;�
S23S3S31 � � �

S23SS31

(aufgrundderSpiegelung) folgt aus
�

S31SS12 � �
S12SS23 � �

S23SS31 � 0° sofort�
S31S1S12 � �

S12S2S23 � �
S23S3S31 � 0°. Also könnenwir denHilfssatz(Teil b)) aufdie Punkte

A � S23, B � S31, C � S12, A � � S1, B � � S2, C � � S3 undX � N1, Y � N2, Z � N3 anwenden; damit
erhaltenwir

�
N3N1N2 � �

S31S1S12;�
N1N2N3 � �

S12S2S23;�
N2N3N1 � �

S23S3S31,

also
�

N3N1N2 � � �
S31SS12;�

N1N2N3 � � �
S12SS23;�

N2N3N1 � � �
S23SS31.

Vergleichmit (5a), (5b) und(5c) ergibt
�

N3N1N2 � � �
M3M1M2,

�
N1N2N3 � � �

M1M2M3 und�
N2N3N1 � � �

M2M3M1. Also sinddie DreieckeN1N2N3 undM1M2M3 gegensinnigähnlich, waszu
beweisenwar.
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Bemerkung: Wir habenin demBeweisimmernurdenTeil b) desHilfssatzesbenutzt. DerTeil a)
wurdenuralsHilfsresultatin demBeweisvonTeil b) verwendet. Wir könnenjetzt denTeil a) des
Hilfssatzesaufdie PunkteA � S23, B � S31, C � S12, A � � S1, B � � S2, C � � S3 undX � N1, Y � N2,
Z � N3 anwenden; wir erhaltendann, daßdie KreiseS1S31S12, S2S12S23 undS3S23S31 einengemeinsamen
Punkthaben. In Wirklichkeit gilt sogarmehr: Die KreiseS1S31S12, S2S12S23 undS3S23S31 undS1S2S3

habeneinengemeinsamenPunkt. DerLeserkanndiesunschwerbeweisen(Aufgabe9 a) unten).
ZumSchlußgebeich eineAufgabeandenLeserweiter, vonderich im MomentkeineLösungweiß.

Undzwarvermuteich, daßdie SummederorientiertenFlächeninhaltederDreieckeM1M2M3 und
N1N2N3 gleichdemorientiertenFlächeninhaltdesDreiecksS23S31S12 ist. Ein Beweis(mit komplexen
Zahlenwie in [9] odermit orientiertenWinkeln) wärewillkommen.

Aufgabenzum selbstständigenLösen

Dasfolgendeist nunderVersucheinerSammlungvonAufgaben, die mithilfe vonKreiswinkelngelöst
werdenkönnen. Dabeiist zubedenken, daßKreiswinkelnicht einekonkreteLösungsstrategiesind,
sondernnureineLösungshilfe, eineSprache, mit dermanoft Fallunterscheidungenvermeidenund
Rechnungenübersichtlicherdarstellenkann(z. B. spartmanviele180°- und360°-Winkel, dennsiesind
� 0°); mansoll sichvondiesenWinkelndeshalbauchkeineWundererhoffen: EineschwierigeAufgabe
wird dadurchnicht einfacher, die Lösungkannhöchstensetwaskürzerformuliertwerden. Ausdiesem
Grundwerdeich im folgendenzudenmeistenAufgabenauchLösungshinweiseangeben.

KeinederfolgendenAufgabenist vonmir erfundenworden, allerdingsbin ich nicht derSuchenach
denErstentdeckernnachgegangen, weil siein einemForschungsfeldwie derDreiecksgeometriezuweilen
ein aussichtslosesUnterfangenist: GewisseAufgabensindheuteeinfachFolkloreunddie Suchenach
derenAutorenwürdein schwerzugänglichenPublikationendes19. Jahrhundertsenden; anderesind
einfach”herrenlose” Aufgaben. Nur in Ausnahmefällen, wo die Aufgabedirekt einerPublikation



entnommenist, nenneich kurzdenAutor.
Ansonstensoll nochbemerktwerden, daßdie Aufgabennicht nachsteigendemSchwierigkeitsgrad

angeordnetsind; die Reihenfolgeist ehersogewählt, daßdie erstenAufgaben(7 bis13) andie Aufgabe6
unddenin ihrer LösungverwendetenHilfssatzanschließen.

In einemkürzlich in der WURZEL erschienenArtikel [10] vonPeterGallin wird die Aussagevon
Aufgabe9 undeinezuAufgabe11 äquivalenteAussagebewiesen; dajedochdie dortigenBeweisekeine
orientiertenWinkel verwenden, sindsieanZeichnungengebunden, welcheaufgrunddergroßenZahl von
PunktenundKreisensehrunübersichtlichundchaotischwirken. Wennmandie Überlegungenin die
SprachederorientiertenWinkel übersetzt, erhältmanvöllig zeichnungsfreieundkürzereBeweise.

Ich kürzewieder”Kreisdurchdrei PunkteP1, P2 undP3” durch”KreisP1P2P3” ab.
Aufgabe7: SeienA, B, C, A � , B � undC � sechsPunkteeinerEbene. Manbeweise: Die KreiseA � BC,

B � CA undC � AB habengenaudanneinengemeinsamenPunkt, wenndie KreiseAB� C � , BC� A � undCA� B �
einengemeinsamenPunkthaben.

Aufgabe8: SeienA, B, C, A � , B � undC � sechsPunkteeinerEbene. Manbeweise: Die KreiseA � BC,
B � CA, C � AB undA � B � C � habengenaudanneinengemeinsamenPunkt, wenndie KreiseAB� C � , BC� A � ,
CA� B � undABCeinengemeinsamenPunkthaben.

Aufgabe9: SeienA � , B � undC � die SpiegelbildereinesPunktesP andenSeitenBC, CA bzw. AB
einesDreiecksABC. Manweisenach:

a) Die KreiseA � BC, B � CA, C � AB undA � B � C � habeneinengemeinsamenPunkt.
b) Die KreiseAB� C � , BC� A � , CA� B � undABChabeneinengemeinsamenPunkt.
Bemerkung: DieseEigenschaftenwurdenvonM. S. Longuet-Higginsentdeckt.
Aufgabe10: SeienA � , B � undC � die UmkreismittelpunktederDreieckeBPC, CPAbzw. APB, wobei�

ABC ein DreieckundP ein Punktist. Manweisenach:
a) Die KreiseA � BC, B � CA, C � AB undA � B � C � habeneinengemeinsamenPunkt.
b) Die KreiseAB� C � , BC� A � , CA� B � undABChabeneinengemeinsamenPunkt.
Aufgabe11: SeienA � , B � undC � die SpiegelbilderdreierPunkteA, B bzw. C aneinemPunktP. Man

weisenach:
a) Die KreiseA � BC, B � CA, C � AB undA � B � C � habeneinengemeinsamenPunkt.
b) Die KreiseAB� C � , BC� A � , CA� B � undABChabeneinengemeinsamenPunkt.
Bemerkung: DiesesErgebnisstammtvonS. N. Collings.
Aufgabe12: Auf denSeitenBC, CA undAB einesDreiecksABCwerdengleichseitigeDreiecke

BA� C, CB� A undAC� B nachaußenaufgesetzt. Zeige:
a) Die KreiseA � BC, B � CA undC � AB habeneinengemeinsamenPunkt.
b) Die KreiseAB� C � , BC� A � undCA� B � habeneinengemeinsamenPunkt.
Bemerkung: DergemeinsamePunktin a) ist derbekannteFermatpunkt desDreiecksABC, der

ebenfallsaufdendrei GeradenAA� , BB� undCC� liegt. DergemeinsamePunktin b) ist anscheinendneu.
Aufgabe13: Auf denSeitenBC, CA undAB einesDreiecksABCwerdengleichseitigeDreieckenach

außenaufgesetzt; die MittelpunktediesergleichseitigenDreieckeseienA � , B � bzw. C � . Zeige:
a) DasDreieckA � B � C � ist gleichseitig.
Bemerkung: Diesist dersogenannteSatzvon Napoleon.
b) Die KreiseA � BC, B � CA, C � AB undA � B � C � habeneinengemeinsamenPunkt.
c) Die KreiseAB� C � , BC� A � , CA� B � undABChabeneinengemeinsamenPunkt.
Aufgabe14: SindU derUmkreismittelpunktundX, Y undZ die FußpunktedervonA, B bzw. C

ausgehendenHöhendesDreiecksABC, dannzeigemanYZ � AU, ZX � BU undXY � CU.
Aufgabe15: Gegebenseiein DreieckABC. Die MittelsenkrechtederSeiteBC schneideCA in Ya und

AB in Za. Die MittelsenkrechtederSeiteCA schneideBC in Xb undAB in Zb. Manbeweise, daßdie
PunkteYa, Za, Xb undZb aufeinemKreis liegen.

Bemerkung: DiesesErgebnisist sehrjung; eswurde, soweitich weiß, zumerstenMal 2000 vonFred
Langerwähnt.

Aufgabe16: Vier Geraden, vondenenkeinedrei sichin einemPunktschneidenundkeinezwei
parallelsind, begrenzenimmervier Dreiecke. Manzeige, daßdie Umkreisedieservier Dreieckeeinen
gemeinsamenPunkthaben.

Bemerkung: DieseEigenschaftist unterverschiedenenNamenwie Satzvon Miquel , Satzvon
Steiner, Satzvon Clifford u. a. bekannt.

Aufgabe17: Manbeweisezusätzlich: Die Höhenschnittpunktedervier DreieckeausAufgabe16
liegenaufeinerGeraden.

Aufgabe18: Gegebenist ein DreieckABC; wir zeichnendenKreis, derdurchB undC gehtunddie



GeradeCA im PunktC berührt. (LeichteFrage: Wie konstruierenwir diesenKreis?) Fernerzeichnenwir
denKreis, derdurchC undA gehtunddie GeradeAB in A berührt, unddenKreis, derdurchA undB geht
unddie GeradeBC in B berührt. Beweise, daßdie drei KreiseeinengemeinsamenPunkthaben.

Bemerkung: Die Aufgabeist offensichtlichnicht symmetrisch: genausohabenderKreisdurchB und
A, derdie GeradeAC in A berührt, derKreisdurchC undB, derdie GeradeBA in B berührt, undderKreis
durchA undC, derdie GeradeCB in C berührt, aucheinengemeinsamenPunkt. DieserPunktundder
gemeinsamePunktvorhinheißenerster Brocardpunkt undzweiter Brocardpunkt desDreiecksABC,
allerdingsnicht immerin dieserReihenfolge; die Reihenfolgeist leidervonBuchzuBuchverschieden.

Aufgabe19: Manzeige: SindA � , B � undC � drei PunkteaufdenSeitenBC, CA bzw. AB eines
DreiecksABC, dannhabendie KreiseAB� C � , BC� A � undCA� B � einengemeinsamenPunkt.

Bemerkung: DieserPunktheißtMiquelpunkt derPunkteA � , B � undC � in bezugaufdasDreieckABC.
Aufgabe20: SeiP dergemeinsamePunktausAufgabe19 undX ein beliebigerPunktin derEbene.

Die GeradenAX, BX undCX schneidendie KreiseAB� C � , BC� A � bzw. CA� B � außerdenPunktenA, B bzw.
C in drei weiterenPunkten. Manweisenach, daßdiesedrei Punktezusammenmit denPunktenP undX
aufeinemKreis liegen.

Aufgabe21: SindD, E undF die MittelpunktederKreiseAB� C � , BC� A � bzw. CA� B � ausAufgabe19,
dannsinddie DreieckeABCundDEF gleichsinnigähnlich.

Aufgabe22: SindX, Y undZ die FußpunktederLotevoneinemPunktP aufdie SeitenBC, CA bzw.
AB einesDreiecksABC, dannbeweiseman � ZXY   � BAC ¡ � BPC, � XYZ   � CBA ¡ � CPAund

� YZX   � ACB ¡ � APB.
Aufgabe23: Inwiefernist Aufgabe22 eineVerallgemeinerungvonAufgabe2?
Aufgabe24: EineGerade, die durchdenHöhenschnittpunkteinesDreiecksgeht, werdeandendrei

Dreiecksseitengespiegelt. Manzeige, daßdie drei Spiegelbildersichin einemPunktschneiden, unddieser
PunktaufdemUmkreisdesDreiecksliegt.

Aufgabe25: WeisedenfolgendenSatzvonV. Protassovnach: WennABCDein ViereckundP ein
Punktist, dannberührensichdie KreisePABundPCDgenaudann, wenn � BPC   � PDC ¡ � PAB ist.

Aufgabe26: Von demSchnittpunktP derDiagonalenAC undBD einesVierecksABCD fällt man
Loteaufdie SeitenAB, BC, CD undDA; die FußpunktedieserLoteseienX, Y, Z bzw. W. Manzeige, daß
dasViereckXYZWgenaudannein Sehnenviereckist, wennAC ¢ BD gilt.

Aufgabe27: Manzeige: SindA � , B � undC � die MittelpunktederSeitenBC, CA bzw. AB eines
DreiecksABC, sindX, Y undZ die FußpunktedervonA, B bzw. C ausgehendenHöhen, undsindD, E
undF die MittelpunktederStreckenAH, BH bzw. CH, wobeiH derHöhenschnittpunktdes£ ABC ist,
dannliegendie PunkteA � , B � , C � , X, Y, Z, D, E undF aufeinemKreis.

Bemerkung: DieserKreisheißtFeuerbachkreisoderNeunpunktekreisdesDreiecksABC.
Aufgabe28: Gegebenseienvier PunkteA, B, C undD. Manzeige: Die FeuerbachkreisederDreiecke

ABC, BCD, CDAundDAB schneidensichin einemPunkt.
Aufgabe29: Gegebenseiein ViereckABCD. SeienA � undC � die FußpunktederLotevonA bzw. C

aufdie DiagonaleBD, undseienB � undD � die FußpunktederLotevonB bzw. D aufdie DiagonaleAC.
Zeige, daßdie ViereckeABCDundA � B � C � D � gegensinnigähnlichsind.

Aufgabe30: Liegendrei PunkteA, B undC aufeinerGeradenundP außerhalbdieserGeraden, und
sindD, E undF die MittelpunktederKreisePBC, PCAbzw. PAB, dannist zuzeigen, daßdie PunkteP,
D, E undF aufeinemKreis liegen.

Aufgabe31: Aufgabe2 ausder1. RundedesBundeswettbewerbsMathematik1985:
Manbeweise: ProjiziertmandenFußpunkteinerHöheeinesDreieckssenkrechtaufdie beiden

anderenHöhenunddie zugehörigenDreiecksseiten, soliegendie vier BildpunkteaufeinerGeraden.
Aufgabe32: SeienABCundA � B � C � zweigegensinnigähnlicheDreiecke. Manbeweise:
a) Die SenkrechtenzudenGeradenBC, CA undAB durchdie PunkteA � , B � bzw. C � schneidensichin

einemPunktaufdemUmkreisdesDreiecksA � B � C � .
b) Die ParallelenzudenGeradenBC, CA undAB durchdie PunkteA � , B � bzw. C � schneidensichin

einemPunktaufdemUmkreisdesDreiecksA � B � C � .
Aufgabe33: SeienA, B undC drei Punkte, die nicht aufeinerGeradenliegen, undk1 undk2 zwei

Kreise, sodaßderKreisk1 die GeradeAB in B berührt, derKreisk2 die GeradeAC in C berührt, unddie
beidenKreisek1 undk2 sichauchgegenseitigberühren. SeiD derBerührpunktderKreisek1 undk2. Man
beweise, daßderMittelpunkt desKreisesBCDaufdemKreisABC liegt.

Aufgabe34: SindA, B, C, D, E undF sechsPunkteaufeinemKreis (in beliebigerReihenfolge!),
dannbesagtderSatzvonPascal: DerSchnittpunktG derGeradenAB undDE, derSchnittpunktH der
GeradenBC undEF, undderSchnittpunktK derGeradenCD undFA liegenaufeinerGeraden. Man



beweisediesenSatz, indemmandenvonD verschiedenenSchnittpunktderKreiseBDGundFDK mit Z
bezeichnetundzeigt, daßdie vier PunkteZ, G, H undK aufeinerGeradenliegen.

Hinweisezu denAufgabenzum selbstständigenLösen

zuAufgabe7: DerHilfssatzin derLösungvonAufgabe6 kannhier mit Erfolg angewandtwerden.
Manmußnurzeigen, daßdie Bedingungen¤ BA¥ C ¦ ¤ CB¥ A ¦ ¤ AC¥ B § 0° und

¤ B ¥ AC¥ ¦ ¤ C ¥ BA¥ ¦ ¤ A ¥ CB¥ § 0° äquivalentsind.
zuAufgabe8: MachezweimalGebrauchvonAufgabe7, undzwareinmalangewandtaufdie PunkteA,

B, C, A ¥ , B ¥ undC ¥ , daszweiteMal angewandtaufdie PunkteA, B ¥ , C ¥ , A ¥ , B undC (manachteaufdie
Reihenfolge!).

zuAufgabe9: a) Die MittelpunkteA ¥ ¥ , B ¥ ¥ undC ¥ ¥ derStreckenPA¥ , PB¥ bzw. PC¥ sinddie Fußpunkte
derLotevonP aufBC, CA bzw. AB. SeiQ dervonA ¥ verschiedeneSchnittpunktderKreiseA ¥ BC und
A ¥ B ¥ C ¥ . Danngilt nachdemUmfangswinkelsatzfür Kreiswinkel ¤ BQA¥ § ¤ BCA¥ und

¤ A ¥ QC¥ § ¤ A ¥ B ¥ C ¥ , also ¤ BQC¥ § ¤ BCA¥ ¦ ¤ A ¥ B ¥ C ¥ . Manzeigenun ¤ BCA¥ § ¤ PB¥ ¥ A ¥ ¥ und
¤ A ¥ B ¥ C ¥ § ¤ A ¥ ¥ B ¥ ¥ C ¥ ¥ ; dannerhältman ¤ BQC¥ § ¤ PB¥ ¥ C ¥ ¥ . Wiederumist unschwereinzusehen, daß
¤ PB¥ ¥ C ¥ ¥ § ¤ BAC¥ ist; damitist ¤ BQC¥ § ¤ BAC¥ , undderPunktQ liegt aufdemKreisC ¥ AB und
analogaufdemKreisB ¥ CA.

b) NachAufgabe8 sinddie Punktea) undb) zueinanderäquivalent. Esgibt natürlichauchdirekte
Beweise.

zuAufgabe10: Aufgabe10 a) undb) sindäquivalentzuAufgabe9 b) bzw. a), in dieserReihenfolge.
Warum? (MandenkeanMittelsenkrechten.)

zuAufgabe11: a) SeiQ dervonA ¥ verschiedeneSchnittpunktderKreiseA ¥ BC undA ¥ B ¥ C ¥ . Dannist
¤ B ¥ QA¥ § ¤ B ¥ C ¥ A ¥ und ¤ A ¥ QC § ¤ A ¥ BC. Damit wird

¤ B ¥ QC § ¤ B ¥ C ¥ A ¥ ¦ ¤ A ¥ BC § ¤ BCA ¦ ¤ A ¥ BC § ¤ BCA ¦ ¨ ¤ A ¥ BA ¦ ¤ ABC© .
Dochdurchdie PunktspiegelungentstehenvieleparalleleGeradenunddamitu. a. dasParallelogramm
ABA¥ B ¥ ; damitist ¤ A ¥ BA § ¤ B ¥ AB, unddarauswird dann

¤ B ¥ QC § ¤ BCA ¦ ¨ ¤ B ¥ AB ¦ ¤ ABC© § ... § ¤ B ¥ AC, undQ liegt aufdemKreisB ¥ CA. Analogliegt Q
aufdemKreisC ¥ AB.

b) Die Punktea) undb) sindtrivialerweiseäquivalent.
zuAufgabe12: NachAufgabe7 sinddie Punktea) undb) zueinanderäquivalent. Benutzeden

Hilfssatzin derLösungvonAufgabe6 für denBeweisvona).
zuAufgabe13: Hier mußmanaufAufgabe12 a) zurückgreifen. NachAufgabe8 sinddie Punkteb)

undc) zueinanderäquivalent.
zuAufgabe14: In derFigurerkenntmanThaleskreiseundfernerläßtsichderMittelpunktswinkelsatz

für Kreiswinkelanwenden.
zuAufgabe17: WendeAufgabe4 aufdengemeinsamenPunktin Aufgabe16 an.
zuAufgabe18: ManbenutzedenSehnentangentenwinkelsatz.
zuAufgabe19: Wermit Inversionsgeometrievertrautist, wird dieseAufgabealsGrenzfallvon

Aufgabe7 ansehen, denndie KreiseA ¥ BC, B ¥ CA undC ¥ AB entartenzuGeradenundhabeneinen
gemeinsamenPunkt(denuneigentlichenPunkt). AberauchohneInversionist die Aufgabenahezutrivial.

zuAufgabe21: Ist M dergemeinsamePunktderKreiseAB¥ C ¥ , BC¥ A ¥ undCA¥ B ¥ , dannist EF ª MA ¥ ,
FD ª MB ¥ undDE ª MC ¥ .

zuAufgabe22: BenutzedenLösungsansatzvonAufgabe5 (Thaleskreise).
zuAufgabe24: Die LösungmachtGebrauchvonAufgabe1.
zuAufgabe25: Die beidenUmkreiseberührensichgenaudann, wennsiein P einegemeinsame

Tangentehaben. Manberechneim Allgemeinfall denWinkel zwischendenTangentenandie zwei
Umkreiseim PunktP mit Hilfe desSehnentangentenwinkelsatzes.

zuAufgabe26: Mithilfe vonThaleskreisenzeigtmanleicht, daßdasViereckXYZWgenaudannein
Sehnenviereckist, wenn ¤ APB § « ¤ APB, alsowenn2 ¬ ¤ APB § 0° ist. Dasbedeutet, daß ¤ APB
entweder0° oder90° ist, jedochist ¤ APB § 0° ausgeschlossen.

zuAufgabe27: EigentlichbrauchtmandazugarkeineorientiertenWinkel: Als Mittelparallelensind
EC¥  AH undB ¥ C ¥  BC, also ¤ EC¥ B ¥ § ¤ EC¥ ; B ¥ C ¥ § ¤ AH; BC § 90°. Also liegt C ¥ auf
demThaleskreisüberEB¥ . Analogliegt A ¥ aufdiesemKreisundY sowieso. Also liegendie PunkteE, B ¥ ,



C ® , A ® undY aufeinemKreis. AnalogfindetmanzweiweitereKreise, die auchdurchB ® , C ® undA ® gehen
unddeshalbmit diesemKreisübereinstimmen; alsoliegenalle neunPunkteA ® , B ® , C ® , X, Y, Z, D, E und
F aufeinemKreis.

zuAufgabe28: ErsteLösung: SeienMa, Mb, Mc, Md, Me undMf die MittelpunktederStreckenAB,
BC, CD, DA, AC bzw. BD. Die FeuerbachkreisederDreieckeABC, BCD, CDAundDAB sinddanndie
KreiseMaMbMe, MbMcMf, McMdMe bzw. MdMaMf. Ein PunktP werdedefiniertalsdervonMb

verschiedeneSchnittpunktderKreiseMaMbMe undMbMcMf, alsoderFeuerbachkreisederDreieckeABC
undBCD; dannist ¯ MePMb ° ¯ MeMaMb und ¯ MbPMc ° ¯ MbMfMc. Man formedieseWinkel um,
ohnedabeidie vielenMittelparallelenausdenAugenzuverlieren; nacheinigenSchrittenerhältmandann

¯ MePMc ° ¯ MeMdMc. Also liegt P aufdemKreisMcMdMe, d. h. aufdemFeuerbachkreisdesDreiecks
CDA. Analogliegt P aufdemFeuerbachkreisdesDreiecksDAB.

ZweiteLösung: Wir wählendie Bezeichnungengenausowie bei dererstenLösung. Bekanntlich
schneidensichdie StreckenMaMc, MbMd undMeMf in einemPunktSundwerdenin diesemPunkt
halbiert. (Diesfolgt ausdemVarignonparallelogramm, angewandteinmalaufdasViereckABCD, dann
aufdasViereckACBD; mankannauchmit Vektorenargumentieren. DerPunktSheißtSchwerpunkt des
VierecksABCD.) Nunheißtdas, daßdie PunkteMc, Md undMf die SpiegelbilderderPunkteMa, Mb bzw.
Me andemPunktP sind. JetztwendemanAufgabe11 b) an.

zuAufgabe29: Um zuzeigen, daßzweiViereckegegensinnigähnlichsind, reichtdie Gleichheit
entsprechenderWinkel natürlichnicht aus. Zwei Viereckesindaberstetsgegensinnigähnlich, wennsiein
gleicherWeiseausähnlichenTeildreieckenzusammengesetztsind. Um die gegensinnigeÄhnlichkeit der
ViereckeABCDundA ® B ® C ® D ® nachzuweisen, müssenwir alsonurnachprüfen, daß± PAB ² ³ PA ´ B ´ ,
³ PBC ² ³ PB ´ C ´ , ³ PCD ² ³ PC ´ D ´ und ³ PDA ² ³ PD ´ A ´ ist, wobeidie Ähnlichkeitenalle gegensinnig
sindundP derSchnittpunktvonAC undBD ist. Hier helfenaberdie ThaleskreiseüberAB, BC, CD und
DA.

zuAufgabe30: DerMittelpunktswinkelsatzfür Kreiswinkelist hier ganzangemessen.
zuAufgabe31: Sei ³ ABC dasDreieck, H seinHöhenschnittpunktundA ´ , B ´ undC ´ die Fußpunkteder

HöhenvonA, B bzw. C aus. Die ProjektionenvonA ´ aufdie HöhenBB́ undCĆ seienY bzw. Z, unddie
ProjektionenvonA ´ aufdie SeitenCA undAB seienÝ bzw. Z ´ . Ein Thaleskreisergibtµ

A ´ YŹ ¶ µ
A ´ BŹ ¶ µ

CBAundein anderer
µ

A ´ YZ ¶ µ
A ´ HZ ¶ ... ¶ µ

CBA. Also istµ
A ´ YŹ ¶ µ

A ´ YZ, unddie PunkteY, Z undZ ´ liegenaufeinerGeraden. GenausoY, Z undÝ . Folglich
liegenalle vier PunkteaufeinerundderselbenGeraden. Und in denBWM-Lösungsbeispielenwurdenfünf
Fälleunterschieden!

zuAufgabe32: a) SeiP derSchnittpunktderSenkrechtenzuBC durchA ´ mit demUmkreisdes
³ A ´ B ´ C ´ . Manzeige, daßP dannauchaufdenbeidenanderenSenkrechtenliegt.

b) Beweisanalogzua). Im übrigenkönnenSenkrechtenundParallelendurchGeraden, die die
GeradenBC, CA undAB untereinemgleichenWinkel schneiden, ersetztwerden.

zuAufgabe33: DieseAufgabeist sinngemäßdie Aufgabe2 der2. KlausurdesAuswahlwettbewerbs
zur InternationalenMathematik-Olympiade2003 (derUnterschiedbestehtnurdarin, daßin der
KlausuraufgabenocheinigeunnötigeAnordnungsbedingungenaufgestelltwurden). Merkwürdigerweise
wardie vorgeschlageneLösungrechtumständlich; mit Kreiswinkelngehteseinfacherundkürzer:

Ist P derMittelpunkt desKreisesBCD, dannist zubeweisen, daß
µ

BPC ¶ µ
BAC ist. Nun istµ

BPC ¶ 2 · µ
BDC.

Ist t die gemeinsameTangentederKreisek1 undk2 in D, danngilt
µ

BD; t ¶ µ
AB; BD undµ

CD; t ¶ µ
AC; CD , also

µ
BDC ¶ µ

BD; t ¸ µ
CD; t ¶ µ

AB; BD ¸ µ
AC; CD .

NacheinerkurzenUmformungwird daraus
µ

BDC ¶ µ
AB; AC ¹ µ

CD; BD ¶ µ
BAC ¹ µ

CDB,

und2 · µ
BDC ¶ µ

BAC, also
µ

BPC ¶ µ
BAC, waszubeweisenwar.

zuAufgabe34: MehrmaligeAnwendungdesUmfangswinkelsatzesliefert
µ

BZF ¶ µ
BZD ¹ µ

DZF ¶ µ
BGD ¹ µ

DKF ¶ µ
AB; DE ¹ µ

CD; FA

¶ ... ¶ µ
AB; FA ¹ µ

DE; CD ¶ µ
FAB ¹ µ

EDC ¶ µ
FCB ¹ µ

EFC

¶ µ
FC; BC ¹ µ

EF; FC ¶ µ
BC; EF ¶ µ

BHF,



undderPunktZ liegt folglich aufdemKreisBFH. DerUmfangswinkelsatzliefert weiterhin
º

GZH » º
GZD ¼ º

DZF ¼ º
FZH » º

GBD ¼ º
DKF ¼ º

FBH

» º
ABD ¼ º

DKF ¼ º
FBC » º

AFD ¼ º
DKF ¼ º

FDC

» º
FA; FD ¼ º

CD; FA ¼ º
FD; CD » 0°,

undgenauso
º

KZH » 0°, unddie PunkteZ, G, H undK liegenaufeinerGeraden.
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