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EinfUhrung

In dieserNotiz gehtesum einespezielleArt von orientiertenWinkeln, namlichorientierte
(gerichtete) Winkel modulo 180°, auchKreuze oderKreiswinkel genanntSolcheWinkel sindzwar
grundsatzlicmichtsNeues sie spielenschonseitlangerZeit einewichtige Rolle in der Analytischen
GeometrieJedochwurdensieerst1917 von R. A. Johnsorin die Elementargeometri@mportiert’ und
erwiesersichdortalsfruchtbar Eine guteEinfiilhrungin die TheoriedieserWinkel wurdein [7] gegeben
in [8] wird dieseTheoriemit Bezugauf die InversionamKreis fortgesetztAuch in dem(mir nicht
zuganglichepStandardwerk6] soll eineDarstellungdieserTheoriezu findensein Trotzihrer
Nutzlichkeitund EleganzwurdenKreuzeaberschnellwiedervergessemndtauchtemurabundzuin
Arbeitenzur Abbildungsgeometriauf. Im ZugederRehabilitationder Elementargeometri@ denletzten
Jahrerist auchdie TheoriederKreuzevon vielenwiederentdeckivorden in [1] wurdenKreuzeals
Winkeltyp 4 erwéahntundin [4] verwendet

Als ich beganneineEinfuhrungin die TheoriederKreuzezu schreiber([Der urspriinglichdmpulszu
dieserArbeit war fur mich die Losungder yWURZEL -Aufgabek 22 von Wilfried Haag]), wul3teich
nochnichtsvon[7] und[8] - undmuf3tenachhefeststellendal3Teile meinerDarstellungmit einigen
Abschnitteraus[7] merkbareAhnlichkeitenaufwiesenDer Zugangzu der Definition einesorientierten
Winkelsunterscheidesich nur geringfuigigvon demin [7]. In der Geometridauft manimmer Gefaht
etwaszu entdeckenwasschonein Jahrhunderzuvorbekannigewesenst. Wennsichalsodochalles was
ich im folgendenschreibealsseitlangembekanntherausstelltsohoffe ich doch dalRmeineArbeit
zumindestur WiederbelebungliesesgeometrischeiKonzeptsund allgemeinder Elementargeometrie
forderlichseinwird. Ansonsterhabeich eineReihevon AufgabenausverschiedensteQuellenundvon
verschiedenerBchwierigkeitsgradhtegriert- derLeserwird vielleicht einigedavonkenneneinige
werdenihm neusein-, allesAufgaben andenenderLeserseinegeometrischekrfahrungerund
Fertigkeiterbereicherrkann

Kreiswinkelsindnicht nurfur die Kreisgeometriesehrgeeignetsonderrfir viele geometrische
Beweise sieersparertallunterscheidungemveil siekomplettanordnungsunabhéngsind undmacheres
maoglich viele langereBeweisezumindesin der Formulierungzu verkiirzenIm folgendenversuchech,
diesenWinkeltypin voller Ausfuhrlichkeitzu definieren die meistenseinerHaupteigenschaften
nachzuweisenndeinigeAnwendungeraufzufihrenDarunterwerdenausfihrlichgeldste
BeispielaufgabereineneueLdsungderin der /WURZEL erschieneneAufgabex 22 von Wilfried Haag
und, wie schongesagteineReihevon Aufgabenzumselbststandigebhdsensein

Ein gewohnlichegerichteteWinkel ASBist ein Winkel, dernachfolgenderRegelmit einem
Vorzeicherverseherst: Der Winkel ist positiv, wennseinUmlaufsinnpositiv (d. h. gegenden
Uhrzeigersiniist, und negatiy wennseinUmlaufsinnnegativ(d. h. im Uhrzeigersinhist. Fur gerichtete
Winkel gilt also A ASB= —A BSA

Nunwird jederWinkel ¢ mit allendenjenigenVinkeln g identifiziert, fur die derWinkel g — a ein
(positivesodernegativey ganzzahlige¥ielfachesvon 180° ist. Strenggenommebetrachtetnanalso
nichtmehrdenorientiertenWinkel a selber sonderrdie Klasse
Ke{...; @ —360°% a—180°% a; a+180° a+360°% ...}.DieseKlasseK, nennerwir dannorientierter
Winkel modulo 180°, oderKreuz, oderKreiswinkel zumorientiertenWinkel a. Der Winkel o sowie
jederanderéWinkel ausseinerKlasseK, wird ReprasentantdesKreiswinkels K, genannt

Man addiertzwei Kreiswinkel indemmaneinenbeliebigenReprasentantetheserstenmit einem
beliebigenReprasentantetieszweitenaddier; dasErgebnisst ein Kreiswinkel dervon derkonkreten
Wahl derReprasentanteter Kreiswinkelunabhangigdst, dadie SummezweierVielfachenvon 180°
wiederein Vielfachesvon 180° ist. Genausdalitsichdie SubtraktionzweierKreiswinkelerklarenunddie
Multiplikation mit einemganzzahligeraktor.

Wie schongesagtist jederKreiswinkeleineKlassevon orientiertenwWinkeln. Wir werdenjedochin
derZukunft Kreiswinkelnicht mehrmit K,,, sonderreinfachnur mit @ bezeichnepfalls keine



Verwechselungu befirchtenst. Fernerwerdenwir im folgenderz. B. von einemKreiswinkel A ASB
sprecherunddabeidenKreiswinkelzumorientiertenWinkel A ASBmeinen

Mit derldentifikationjedesorientiertenwWinkelsmit allenandererorientiertenWinkeln, die sichvon
diesemum ein ganzahlige¥ielfachesvon 180° unterscheiderhaberwir auch180° mit 0° gleichgesetzt
Also gilt fur jedenKreiswinkel die nachbeidenSeitenunendlichfortsetzbaresleichung

.=0—-360°=a-180°=a =a+180°=a+360° = ... .

Aus 0° = 180° folgt auch90° = —90°.

Jetztwerdenwir denerstenVorteil von Kreiswinkelnkennenlernen

Betrachterwir zwei Geraderg undh. SinddieseGerademicht paralle| dannhabensieeinen
SchnittpunkiS,

SeiA einbeliebigerPunktauf g undB ein beliebigerPunktaufh. Bezeichnemwir denKreiswinkel
A ASBmit a. SeinunA’ einanderebeliebigerPunktaufg undB’ ein anderebeliebigerPunktauf h. Wir
werdenbeweisendaldannA ASB= A A'SB ist. [Diesist eineeinzigartigeEigenschafund nur
Kreiswinkelnzueigeh Wurdenwir z. B. gewohnlichgnicht orientierte d. h. Euklidischg Winkel
betrachtendannware A A'SB von der Anordnungder Punkteabhangig z. B. wareunterUmsténden
AA'SB = 180° — A ASB]

Beweis Wir machereineFallunterscheidundurch(vier Falle):

ErsterFall (Fig. 1): Liegendie PunkteA undA’ aufeinerSeitevon S, undliegendie PunkteB und B’
aufeinerSeitevon S, dannist offensichtlichA ASB= A A'SB = a.

Fig. 1

ZweiterFall (Fig. 2): Liegendie PunkteA undA’ aufeinerSeitevon S, undliegendie PunkteB und B’
aufverschiedeneBeitenvon S, dannist A B'SA = 180° — A ASB(Nebenwinkel die Winkel B'SA und
ASBhabendengleichenUmlaufsinr). Alsoist A B'SA = 180° — a. AberwegenA A'SB = —A B'SA
folgt darausA A'SB = —(180° — @) = a — 180°. Wegenl180° = 0° habernwir also A A'SB = a¢ = A ASB



Fig. 2

Dritter Fall (Fig. 3): Liegendie PunkteA undA’ aufverschiedeneBeitenvon S, undliegendie
PunkteB undB' aufeinerSeitevon S, danngehtder Beweisgenausavie im ZweitenFall: Erstmalsist
A B'SA = 180° — A ASB(Nebenwinkel die Winkel B'SA und ASBhabendengleichenUmlaufsinr).
Alsoist A B'SA = 180° — a. AberwegenA A'SB = —A B'SA folgt daraus
AA'SB = —(180° —a) = a — 180°. Wegenl80° = 0° haberwir also A A'SB = a = A ASB

Fig. 3

Vierter Fall (Fig. 4): Liegendie PunkteA undA" aufverschiedene&eitenvon S, undliegendie
PunkteB undB' aufverschiedeneBeitenvon S dannist A A'SB = A ASB= « (als Scheitelwinkemit
gleichemUmlaufsinr).



Fig. 4

Wir habenalsoimmer A ASB= A A'SB. DasbedeutetDer Kreiswinkel A ASBist flr alle PunkteA
undB aufdenGeraderg bzw. h gleichgrol? In anderenNorten Der Winkel A ASBhéngtnurvonden
Geraderg undh ab, nichtabervon derkonkretenLagederPunkteA und B aufdiesenGeraden

Wir bezeichnemlenWinkel A ASBalsKreiswinkel zwischenden Geradeng und h undschreiberfur
ihn A (g; h). (SieheFig. 5.)

[EineBemerkungWir habenA (g; h) = A (AS BS) = A ASB MankanndenAusdruck
A (AS BS) umschreiberzu A (AS SB), A (SA SB) oderzu A (SA BS), ohnedaBsichdie GréRe
desWinkelsandert(dennASund SAist ja dieselbeGerad¢. Wennmanaberdie GerademPASundBS
vertauschtdannverandersichdasVorzeichen A (BS AS) = -4 (AS BS) ]

DerKreiswinkel A (g; h) zwischendenGeraderg undh kannauchfolgendermalRegeometrisch
erklartwerden Esist derWinkel, um denmandie Geradey drehemrmul3(gegendenUmlaufsinn falls der
Winkel positivist, undim Umlaufsinn falls er negativist), sodaldie Bildgeradezu h parallelist.



Fig. 5

Damithabenwir denKreiswinkel zwischerzwei nicht parallelenGeraderdefiniert Definierenwir
auchnochdenKreiswinkelzwischerzwei parallelenGeradenSinddie Geraderg undh paralleloder
fallen siezusammendannsei A (g; h) = 0°.

Fiir zwei beliebigeGeraderg undh gilt 4 (g; h) = -A (h; g).

Beweis Sinddie Geraderg undh nicht paralle| dannhabersie einenSchnittpunkiS. Ist A ein
beliebigerPunktaufg undB ein beliebigerPunktaufh, dannist A (g; h) = A ASBund
A& (h; g) = ABSAWegenA ASB= -ABSAistalsoA (g; h) = -4 (h; g).

Sinddie Geraderg undh paralle| dannist A (g; h) = 0°und A (h; g) = 0°, worausoffensichtlich
& (g h) =-4(h; g) folgt.

Esseiangemerktdaliein Kreiswinkelzwischenzwei Geradergemessewird undnicht zwischen
zweiHalbgeraderfwie z. B. gewdhnlicheEuklidischeWinkel).

Sindg undg’ zwei paralleleGeraderundh einebeliebigeandereGeradedanngilt
A (g h)=4(d; h).

Beweis Diesist nichtsanderesls der Stufenwinkelsat£Fig. 6).



Fig. 6

Wegen4 (g; h) = -4 (h; g) undA (g’; h) = -4 (h; ¢') istalsoauchA (h; g) = A (h; ¢').
Seieng undg’ zwei paralleleGeraderundh undh’ zweiparalleleGeradenDanngilt
A (g h)y=4(d; n).
BeweisWegeng || g’ undh || h'ist A (g; h) = A (g h') = A(d; h').
Dasheil3t Der Winkel zwischerzwei Geradenst immergleichdemWinkel zwischerzwei jeweilszu
ihnenparallelenGeradenOder. Winkel mit parallelenSchenkelrsindgleichgrof3

A2

.Al

Fig. 7

Jetztkommenwir zu denadditivenEigenschafteron Kreiswinkeln Kreiswinkelsindgerichtete
Winkel modulo180°; folglich gilt A A1SA + A A2SAs = A A1SAs fur beliebigePunkteAs, Az, Az undS



(SieheFig. 7.)
DurchmehrfacheAnwendungdieserGleichungbekommtman

AAISA + AASA + ..+ AAISA = AAISA, 1)

fur beliebigePunkteA:, Az, ..., An undS Diesist einewichtige Eigenschaftdie wiederumnur
eingeschrankiiir gewohnlicheungerichtetaVinkel gilt.
WegenA A1SA, = —A AnSA kdnnenwir unsereGleichungauchumschreiberzu

AAISA + AASA+ ...+ AA1SA = —A AnSA,

alsozu
AAISA + AASAs + ...+ AA1SA + AASA = 0°. 2
Betrachterwir jetztn beliebigeGeraderyi, gz, ..., gn. Wir wollen zeigen
A (91 92) + A (92 G3) + ..+ A (On1; On) = A (015 On) 3
und
Aoy 02) + A (02 93) + oot A(Gn1; On) + A (On; 01) = 0°, (%)

Beweis Habendie Geradergs, gy, ..., On €inengemeinsameRunktS dannsinddieseGleichungen
offensichtlich dennsind A1, Ao, ..., An beliebigePunkteaufdenGeradergs, g, ..., s, dannist
A& (g Om) = AASA fiir beliebigek undm, unddie Gleichunger(3) und(4) sindnur Umschreibungen
derGleichungen(1) und(2).

Habendie Geradergs, g2, ..., gn keinengemeinsameRunkt dannbetrachtemwir einenbeliebigen
PunktSunddie Parallelerhy, h, ..., h, zudenGeradery:, gz, ..., gn durchS. Die Geraderhy, ha, ..., hy
habeneinengemeinsameRunkt dahergilt fir sie

A (hy; h2) + A (hz; h3) +..+ A (hes; hn) = A (hg; hn)
und
A& (hy; h2) + & (h2; hg) + ..+ A (hog; hn) + A (hn; h1) = 0°

AberdaA (g gm) = A (h; hm) fir beliebigek undmgilt (denngk || hk undgm || hm), folgendaraus
die Gleichungen(3) und(4).

Damitsinddie Formeln(3) und(4) bewiesen

BemerkungFurn = 3 bedeutetlie Gleichung(4), dalRdie SummederWinkel (Kreiswinke)) eines
Dreiecksgleich0° ist (Fig. 8).

DiesenSatzkannmanauchin derfolgendenFormschreibenFir Kreiswinkelgilt: Die Winkelsumme
in einemDreieckist 0°, d. h. fur dreibeliebigePunkteA, B undC gilt A CAB+ A ABC+ ABCA= 0°.

Beweis Wir habenA CAB+ A ABC+ ABCA= A (CA AB) + A (AB; BC) + A (BC; CA) = 0-.



J3

Fig. 8

Drei PunkteA, B undC liegengenaudannaufeinerGeradenwenn A ABC = 0° ist.

Esist bekanntdal3(wie jederTyp von gerichteteiVinkeln) Kreiswinkelbei einerGeradenspiegelung
ihr Vorzeicherdndern Dasheif3t SindA, B undSdrei Punkte undA’, B’ undS ihre Spiegelbilderan
irgendeineiGeradendanngilt A A'SB’' = —A ASB

Kreiswinkel und Kreise

Jetztkommenwir zu derwichtigstenEigenschaftewon Kreiswinkeln die ihnenauchdenNamen
gegeberhat derUmfangswinkelsatfir Kreiswinkel



Fig. 9

SeienA undB zwei Punkte undseiein beliebigerWinkel ¢ gegebenDie Mengealler PunkteX, fur
die derEuklidische nicht gerichteteWinkel AXBgleich ¢ ist, ist bekanntlichdie Vereinigungzweier
Kreisbégerdurchdie PunkteA undB. Fiur Kreiswinkelgilt: Die Mengealler PunkteX, fur die der
Kreiswinkel AXBgleichg ist, ist ein Kreis durchdie PunkteA undB. [DabeischlieRerwir die PunkteA
undB aus derUmfangswinkelsatgilt aberin der FormdesSehnentangentenwinkelsatzeshfir sie
Sieheweiterunten] (SieheFig. 9.)

Beweis Wir habenim Grundegenommenfolgendeszu beweisenSind X und X' zwei Punkte dann
gilt AAXB= A AX'Bgenaudann wenndie PunkteA, B, X undX' aufeinemKreisliegen

Wir fihreneineeinfacheFallunterscheidundurch

ErsterFall: Die PunkteX und X’ liegenin einerHalbebenaler GerademB. Die Winkel AXBund
AX'B sindgenaudanngleichgroBundgleichorientiert wenndie PunkteA, B, X undX' aufeinemKreis
liegen (Umfangswinkelsatmit Umkehrung)

ZweiterFall: Die PunkteX und X’ liegenin verschiedenehialbebenenler GerademB. Die
(Euklidischennicht gerichteteh Winkel AXBundBX A sindgenaudanngleichorientiertund erganzen
sichzu 180°, wenndie PunkteA, B, X undX' aufeinemKreis liegen (Sehnenviereckssatait
Umkehrung) In anderenVorten A AXB+ A BX'A = 180° gilt genaudann wenndie PunkteA, B, X und
X' aufeinemKreis liegen Aberwegen180° = 0° (dennwir rechnemit Kreiswinkelr) und
ABXA=-AAXBist AAXB+ A BXA = 180° aquivalenzu A AXB— A AX'B = 0°, alsozu
AAXB= AAXB. Also gilt auchdiesmalA. AXB= A AX'B genaudann wenndie PunkteA, B, X undX’
aufeinemKreisliegen

Damitist derUmfangswinkelsatfiir Kreiswinkelbewiesen

BemerkungWir habengeradebewiesendal3die Mengealler PunkteX, fir die A AXB = ¢ ist, ein
KreisdurchA undB ist. Die Mengealler PunkteY, fur die ABYA= ¢ ist, ist dannfolglich dasSpiegelbild
dieseXKreisesanderGeraderAB (dennA BYA= —A AYB.

Essoll nochkurz gezeigtwerden daf3auchein Sehnentangentenwinkelsdir Kreiswinkelgilt:

Firvier PunkteA, B, X undX’, die aufeinemKreis liegen gilt nachdemUmfangswinkelsatz
AAXB= AAXB. IndemGrenzfallX' = B gibt eszwarkeinenWinkel A AX'B mehr, abermankannsich
daruntedenWinkel A (AX; X'B) = A (AB; BB) vorstellen wobeidie GeradeBB alsdie Tangentean



denKreisin demPunktB zu verstehenst. (SieheFig. 10.)

Fig. 10

Genausavie fur gewohnlicheEuklidischeWinkel gilt fir Kreuzeder Satzvon Thales Sindzwei
PunkteA und B gegebendannist die Mengealler PunkteC, fir die A ACB = 90° gilt, derKreis mit dem
DurchmesseAB. In derTatist derKreiswinkel A ACBgenaudanngleich90°, wennderEuklidische
Winkel A ACBgleich90° ist (d. h., wennAC L BCist), sodalwir einfachnur denaltbekanntersatzvon

Thalesin die KreiswinkelSpraché€ tibersetZt haben



Fig. 11

Kommenwir nunzu demMittelpunktswinkelsatZiir Kreiswinkel(Fig. 11): SeienA, B undXdrei
Punkteauf einemKreis undM derMittelpunkt dieseKreises Sei A AXB = ¢. Danngilt A AMB = 2¢,

A BAM = 90° — ¢ und A MBA = 90° — ¢.

Der Beweisvon diesemSatzseihier aufgefuhrf weil er sichvon einigenBeweiserfur Euklidische
Winkel unterscheide{In derTatwird in einigenBeweiserdesMittelpunktswinkelsatzegir Euklidische
Winkel sogarzuerstderWinkel A AMB = 2¢ berechnetunddannwird mithilfe desgleichschenkligen
DreiecksAMB derWinkel A BAM als +(180° — A AMB) gewonnenDiesist aberfiir Kreiswinkel
unzulassigweil mansienichtteilenkanr] SeiA’ derPunkt deraufunserenKreis demPunktA diametral
gegeniberliegiNachdemSatzvon Thalesgilt dannA A'BA = 90°; nachdemUmfangswinkelsatist
andererseit&. AAB = A AXB, somitfolgt ausder Winkelsummem DreieckAA'B schlieBlich

ABAA + AAAB+ AABA= 0,

alsoABAA = —AAAB- AA'BA=—-AAXB-90° = 90° — A AXB(denn90° = —90°). Daaberder
PunktA’ demPunktA diametralgegeniberliegliegendie PunkteA, M undA’" aufeinerGeradenundes
folgt A BAM = 90° — A AXB. Analogist A ABM = 90° — A BXA also
AMBA=-AABM = —(90° - ABXA) = —(90° + A AXB) = —-90° — A AXB = 90° — A AXB(denn
wiederum90° = —90°). Mit derBezeichnungA. AXB = ¢ istalso A BAM = 90° — ¢ und
AMBA = 90° — ¢.

NachderWinkelsummeam DreieckABM gilt nun A AMB+ A MBA+ A BAM = 0°, also

AAMB = -AMBA- ABAM = —(90° — ¢) — (90° — ) = —180° + 2¢ = 20,

womit der Mittelpunktswinkelsatbewieserist.



Fig. 12

Kreiswinkelerlauberein einfacheXriterium fur gleichsinnigundgegensinnigihnlicheDreiecke

Zwei DreieckeABCundA'B’'C’ sindgleichsinnigahnlich wenn A CAB= A C'A'B/,
AABC= AAB'C und ABCA= AB'CA'ist.

Zwei DreieckeABCundA'B’'C’ sindgegensinnigihnlich wenn A CAB= -A C'A'B/,
AABC=-AABC und ABCA=-AB'CA'ist.

Bevorwir nunzudenAnwendungervon Kreiswinkelnkommen zeigenwir nochzwei Nachteile
diesesWinkeltypsauf:

Erstenkannmanzwar Tangenseind Kotangenseon Kreiswinkelnnehmendenntanund cot haben
die Periodel80°), aberkeineSinuseund Kosinuse(dennsin90° ist nicht sin270°).

Ein andereNachteilwiegt schwerer Man kannKreiswinkelnicht gescheitdividieren Furjeden
Kreiswinkelg gibt esgenawzweiWinkel y, fir die 2y = ¢ ist. Soist beispielsweis@ « 0° = 0° und
2+ 90° = 0°. Damit zusammenhangersbll nochangemerkiverden da3KreuzekeineOrdnungsrelation
zulassend. h. sinda und 8 zwei Kreuze dannkannmankeinesinnvolleDefinition gebenwanna <
undwannea > f ist. Deshalbsind Kreuzemeistsehrungeeignetir geometrisché&ingleichungenwas
ansonsteschondeshallklar ist, weil der Sinnvon Kreuzendarinbestehtsichbei geometrischen
Uberlegungemaoglichstwenigauf Anordnungsbeziehungdserufenzu miissendochUngleichungersind
immeranAnordnungsbeziehungeyebunden

Beispielaufgaben

Jetztwerdenwir einigeBeispielaufgabeausderDreiecksgeometriait Hilfe von Kreiswinkeln
durcharbeiten

Aufgabe 1: SeiH derHohenschnittpunktinesDreiecksABC. Man beweisedaRdie Spiegelbilde®’,
B’ undC’ desPunktesH andenDreiecksseiteBC, CAbzw. AB aufdemUmkreisdesDreiecksABC
liegen



Fig. 13

Ldsung DaderPunktH derHohenschnittpunkiesDreiecksABCist, gilt AH .+ BC, BH .. CAund
CH 1 AB. Damitist

ABHC= A (BH; CH) = &4 (BH; CA) + A (CA AB) + A (AB; CH)
=90°+ A (CA, AB) +90° = 180°+ A (CA; AB) = A (CA AB) = ACAB

DaaberderPunktA’ dasSpiegelbilddesPunktesH ander SeiteBC ist (unddie PunkteB und C jeweils
die Spiegelbildenvon sichselbstsind), gilt A BA'C = —A BHC, alsoABA'C = -A CAB= A BAC. Also
liegendie PunkteA, B, CundA’ aufeinemKreis. Dasheil3t derPunktA’ liegt aufdemUmkreisdes
DreiecksABC. Analogzeigtman daRdie PunkteB’ undC’ aufdemUmkreisdesDreiecksABCliegen
Damitist die Aufgabegelost

Wir bemerkenwastypischfir BeweiseunterVerwendungvon Kreiswinkelnist: Der Beweisbendtigt
keineZeichnung(Fig. 13 war zumVerstandniglesSatzedilfreich, abernicht zumBeweisndtig), under
gilt fur spitzwinkligeund stumpfwinkligeDreieckegleichermalRer] DieserBeweisdeckttrotzdemnicht
alle Falle Grenzfallesindim allgemeinereinfacherzu zeigen (Ein Grenzfallbei dieserAufgabeware
beispielsweiseler Fall einesrechtwinkligenDreiecksABC, derHo6henschnittpunkii waredanndie Ecke
mit demrechtenWinkel.)] DiessindsehrméachtigeVorteile gegentibederVerwendungvon Euklidischen
Winkeln.

Gehenwir zur nachsterAufgabetber

Aufgabe 2: SeiP ein Punktin derEbeneeinesDreiecksABC. Die Fu3punkteder Lote von demPunkt
P aufdie GeraderBC, CAundAB seienX, Y bzw. Z. Man beweise Die PunkteX, Y undZ liegengenau
dannaufeinerGeradenwennderPunktP aufdemUmkreisdesDreiecksABCliegt.



Fig. 14

Lésung WegenA PXC = 90° und A PYC= 90° liegendie PunkteX undY aufdemKreis mit dem
DurchmessePC (Satzvon Thaleg. Dasheil3t die PunkteP, C, X undY liegenauf einemKreis; nachdem
Umfangswinkelsatgilt somit A PXY = A PCY, also A PXY= APCA Analogist A PXZ= APBA
Daraudolgt A ZXY= AZXP+ APXY=-APXZ+ APXY=-APBA+ APCA Folglichliegendie
PunkteX, Y undZ genaudannaufeinerGeradenwenn A ZXY = 0° gilt, d. h. wenn
—-APBA+ APCA=0°ist,d. h.wenn A PBA= A PCA.Iist, d. h. wenndie PunkteA, B, C undP auf
einemKreisliegen d. h. wennderPunktP aufdemUmkreisdesDreiecksABCliegt. Damitist die
Aufgabegeldst

WennderPunktP aufdemUmkreisdesDreiecksABCliegt, heil3tdie GeradeXYZdie Simsongerade
desPunktesP in bezugauf dasDreieck [Statt” Simsongeradewird 6ftersder historischkorrekteBegriff
"Wallacegeradeverwendei DerfolgendeLemoinesatz(nach[5]) liefert einedervielenbesonderen
Eigenschafteron Simsongeraden

Aufgabe 3: AngenommenderPunktP in Aufgabe? liege aufdemUmkreisdesDreiecksABC. Seid
derAbstandvon P zu der SimsongeradeKYZ Man beweisedie Gleichung

PAe« PX=PBePY=PCePZ=2rd,

wobeir derUmkreisradiusiesDreiecksABCist.



Fig. 15

Ldsung Stattdertrigonometrischeh.dsungin [5] gebenwir hier einenetwaskirzerensynthetischen
Beweis In derLésungdervorigenAufgabehattenwir A PXY = A PCAgefundenDaderPunktP auf
demUmkreisdesDreiecksABCliegt, gilt nun A PCA= A PBA(Umfangswinke), unddaher
A PXY= APBA Analogist APYX= A PAB, also A XYP= A BAP. Mithin sinddie DreieckePXYund
PBAA&hnlich(undzwargleichsinnigéhnlich wasfir unsabernicht von Bedeutungeinwird). Aus dieser
Ahnlichkeit folgt, daRsichderUmkreisdurchmesselesDreiecksPXY zumUmkreisdurchmessefes
DreiecksPBAgenauswerhaltwie die von P ausgehendeléhedesDreiecksPXYzu dervon P
ausgehendeHohedesDreiecksPBA

Daaberdie PunkteX undY aufdemKreis mit demDurchmessePC liegen ist PC der
UmkreisdurchmessetesDreiecksPXY. Der UmkreisdurchmessetesDreiecksPBAist natirlich2r (denn
derUmkreisdesDreiecksPBAist gleichzeitigumkreisdesAABC). Die von P ausgehendeldhedes
DreiecksPXYistd, unddie von P ausgehendel6hedesDreiecksPBAist PZ Damitist

PC _ d
2r Pz’
alsoPCe« PZ = 2rd. Analogist PA« PX = 2rd undPB e« PY = 2rd. Damitist die Aufgabevollstandig

gelost

Die nachsteAufgabewird eineVariationvon Aufgabe2 sein

Aufgabe 4: SeiP ein PunktaufdemUmkreisdesDreiecksABC. Die Spiegelbildewon P anden
SeitenBC, CAbzw. AB seienX’, Y' bzw. Z'. Man beweise Die PunkteX’, Y undZ’ undder
Hohenschnittpunkitl desDreiecksABCliegenaufeinerGeraden



Fig. 16

Losung Wir musserhier die Kollinearitatvon vier PunkterbeweisenBeginnernwir erstmalamit den
PunktenH, Y undZ'.

Erinnernwir uns daRdie SpiegelbildeB’ undC’' desPunktesH andenDreiecksseiteiCA bzw. AB
aufdemUmkreisdesDreiecksABCliegen(Aufgabel). Die PunkteY’, H undB’ sinddie Spiegelbilder
derPunkteP, B' bzw. H anderGeraderCA; alsoist A Y'HB' = -4 PB'H, oder
AYHB = -APBB=-APAB(dennA PB'B = A PABalsUmfangswinke). Genausdindetman
AZ'HC' = —A PAC. Nunist

AYHZ = AY'HB + AB'HC' + AC'HZ = AY'HB' + ABHC- A Z'HC
= —APAB+ ABHC- (-APAC) = ABHC- (APAB- APAC)
= ABHC- A CAB
Aber ausderLosungder Aufgabel wissenwir, daR A BHC = A CABist. Alsoist A Y'HZ' = 0°, unddie

PunkteH, Y’ undZ liegenaufeinerGeradenEbensdiegendie PunkteH, Z' und X’ aufeinerGeraden
Also liegenalle vier PunkteX’, Y', Z' undH aufeinerGeradenunddie Aufgabeist gelost



Fig. 17

Die GeradeHX'Y'Z' heiRtdie SteinergeradedesPunktesP in bezugauf dasDreieck ABC.

Man erkenntleicht, dal3die Simsongeradanddie SteinergeradeinesPunktes? sehrengmiteinander
verknupftsind Uberlagernwir die ZeichnungerfFig. 14 undFig. 16, seherwir, daRdie PunkteX, Y undZ
die Mittelpunkteder StreckerPX/, PY' bzw. PZ sind Dasheil3t die Simsongeradédie durchdie Punkte
X, YundZ geh) ist dasBild derSteinergeradéurchdie PunkteX’, Y' undZ') beiderzentrischen
Streckungmit demZentrumP unddem Faktor%. Dahersinddie Simsongeradanddie Steinergerade
einesPunktesP stetszueinandeparallel Aul3erdemwissenwir, daRderHohenschnittpunkitl auf der
Steinergeradeliegt, undschlieRerdarausdal3derMittelpunkt der StreckePH aufder Simsongeraden
liegt. DiesesErgebnisformuliert manoft folgendermal3en

Die Simsongeradeinesauf demUmkreisdesDreiecksABC liegenderPunktesP halbiertdie Strecke
PH, wobeiH derH6henschnittpunktlesAABC ist.



Fig. 18

Die letzte Aufgabebetrifft wiederLotful3punkte

Aufgabe 5: SeiP einbeliebigerPunktin derEbenedesDreiecksABC, abernichtaufdemUmkreis
Die FuBpunktederLote von P aufdie GeraderBC, CAundAB seienX, Y bzw. Z. Die GeraderAP, BP
und CP schneiderdenUmkreisdesDreiecksABC zumzweitenMal in denPunktenD, E bzw. F. Man
zeige Die DreieckeXYZundDEF sindgleichsinnigahnlich



Fig. 19

Losung WegenA PXC = 90° und A PYC= 90° liegendie PunkteX undY aufdemThaleskreidiber
der StreckePC; alsoliegendie PunkteP, C, X undY aufeinemKreis, undnachdemUmfangswinkelsatz
folgt APXY= APCY, alsoAPXY= A FCA Analogist A PXZ= A EBA Nunhabenwir

AZXY = AZXP+ APXY=—-APXZ+ APXY=-AEBA+ AFCA
—A EDA+ AFDA (Umfangswinkel
A FDA+ A ADE = A FDE.

GenausaeigtmanA XYZ= ADEFund AYZX= A EFD. Dahersinddie DreieckeXYZundDEF
gleichsinnigahnlich waszu beweisenwar.

Lésungder yWURZEL -Aufgabex 22 von Wilfried Haag

UnserdetzteBeispielaufgabevird die yWURZEL -Aufgabex 22 von Wilfried Haagsein diein [9]
mithilfe von komplexenZahlengeléstwurde(Fig. 20):

Aufgabe 6: Gegeberseiendrei unterschiedliclgroReKreise die einengemeinsame®chnittpunkiS
habenIm Ubrigenschneidersichdie Kreisepaarweisén Sy3, Sz undSy,. Die MittelpunkteM, M, und
M3 derKreisewerdenandenGeraderS Sio, Si2Sxs bzw. Sx3Ss1 gespiegelt

Man beweisedal3dasDreieckausdengespiegelteiMittelpunktenzumDreieckM1M2M3 ahnlichist.



Fig. 20

Hier ist eineklrzeresynthetischéd. h. reinrgeometrischeLdsung Im folgendenwird derKreis durch
drei PunkteP1, P> undP3; immereinfachals”Kreis P1P,P3” bezeichnet

Wir bezeichnemlie SpiegelbildederKreismittelpunkteM1, M2 undM3; andenGeraderss; Sz,
S12S3 bzw. S;3Ss1 alsN1, N2 bzw. Ns. Dannhabenwir zu beweisendalidie DreieckeN1N2N3 und
M1M2M3 &hnlichsind

Wir werdensogarzeigen daf3diesebeidenDreieckegegensinnigihnlichsind

Wir beginnemit einemHilfssatz(Fig. 21):

Hilfssatz: SeiABCein DreieckundA’, B’ undC’ beliebigePunkte die derfolgendenBedingung
geniligen

ABAC+ ACBA+ AACB = 0°.

Danngilt:
a) Die KreiseA'BC, B'CAundC’'AB habeneinengemeinsameRunkt
b) SindX, Y undZ die MittelpunktedieserKreisg danngilt:

AZXY= ABAC; AXYZ= ACBA AYZX= AACB.



DieserHilfssatzist bekannt(siehebeispielsweis§¢2] und[3]), dochwir wollen einenBeweismithilfe
von KreiswinkelnderVollstandigkeithalberundals zusatzliche8eispielfir derenAnwendungfihren

SeiP dervon A verschieden&chnittpunkiderKreiseB'CA und C'AB (falls sichdieseKreise
bertihrenseiP = A). Danngilt nachdemUmfangswinkelsatfiir Kreiswinket A CPA= A CB'Aund
AAPB= A ACB. Aberwegen

ABAC+ ACBA+ AACB = 0° und
A BPC+ ACPA+ AAPB=0°

folgt darausauchA. BPC = A BA'C. NachderUmkehrungdesUmfangswinkelsatzefir Kreiswinkelliegt
alsoderPunktP aufdemKreis A'BC. D. h., derPunktP ist ein gemeinsamelPunktderKreise A'BC,
B'CAundC’AB. Damitist der Teil a) desHilfssatzeshbewiesen

Dadie ZentralezweierKreisestetssenkrechauf dergemeinsamefehnesteht gilt ZX 1 BP und
XY L CP. Dasheift A (ZX; BP) = 90° und A (CP; XY) = 90°. Also ist

AZXY= A (ZX XY) = A (ZX BP) + A (BP; CP) + A (CP; XY)
= 90° + ABPC+90° = 180° + ABPC= ABPC= ABAC,

Analoggilt AXYZ= ACBAundAYZX= A ACB. HiermitistauchTeil b) desHilfssatzes
nachgewiesen

Jetztkommenwir zur L6sungder Aufgabe6 (Fig. 20). Wendernwir denHilfssatz(Teil b)) erstmalsauf
die PunkteA = Sy3, B = Sg1, C = Spp, A = B' = C' = SundX = M3, Y = M, Z = M3 an(esgilt
namlich A.-Sz1SS2 + A S12SSs + A S3SS: = 0°), soerhaltenwir



AM3MiM; = A 5:1SSp; (5a)

AMiMoM3 = A 512SS53; (5b)

AMoM3M1 = A S535S;. (5C)

SeiennunS;, S, undS; die Spiegelbildevon SandenGeraderSz Siz, S12Ss bzw. Sp3Ss:. Der Punkt

M; ist derMittelpunkt desKreisesS$:1Si2; dabeider SpiegelunganderGeraderts; Si» die PunkteMy,
S, Sz und Sy jeweilsin N1, Si, Sz1 und Sy, Gibergehenist alsoN; derMittelpunkt desKreisesS; Ss1 Sio.
Analogist N2 derMittelpunkt desKreisesS;S12S3 und Nz der Mittelpunkt desKreisesSs S Sz Wegen

A S51SS12 = —A S51S32;

A S1pSS3 = —A 512593,

A S$3S5S5 = —A S3SS
(aufgrundder Spiegelunyfolgt aus A S31SS2 + A S12SSs + A $:35S1 = 0° sofort
A S5SISi2 + A S12SSs + A S:3S3Ss = 0°. Also kénnenwir denHilfssatz(Teil b)) aufdie Punkte
A=S3B=S,C=5, A =5,B =%, C' =S undX = Ng, Y= N, Z= Nz anwendendamit
erhaltenwir

AN3NiN2 = A S515,Sp;

ANiN2N3g = A 512553;

A N2N3N1 = A 535S,
also

A N3NiN2 = —A $31SSp;

ANiN2N3 = —A 512SS3;

A NoN3Ni = —A S3SS;.

Vergleichmit (561), (5b) und (50) ergibtANgNlNz = —A_MleMz, A_NlNst = —-AMiMoM3 und
A N2N3Njp = —A M2M3M1. Also sinddie DreieckeN;1N2Nsz undM1M2>M3 gegensinnigihnlich waszu
beweiserwar.



Fig. 22

BemerkungWir habenin demBeweisimmernurdenTeil b) desHilfssatzesdbenutzt Der Teil a)
wurdenur alsHilfsresultatin demBeweisvon Teil b) verwendetWir kénnenjetztdenTeil a) des
Hilfssatzesaufdie PunkteA = Sy, B= S5, C=S1p, A =5, B' =S, C' = SsundX = Ny, Y= Ny,

Z = N3 anwendenwir erhaltendann dal3die Kreise$1S31S12, $:S12S3 und S3S3Ss1 einengemeinsamen
PunkthabenIn Wirklichkeit gilt sogamehr. Die Kreise$1S31S12, $:S12S3 und S3S3Ss und $1$,Ss
habeneinengemeinsameRunkt Der Leserkanndiesunschwetbeweiser(Aufgabe9 a) unter).

Zum Schlul3gebeich eineAufgabeandenLeserweiter, vonderich im MomentkeineLdsungweili
Und zwarvermuteich, daRdie Summeder orientiertenFlacheninhalteler DreieckeM1M2>M3 und
N1N2N3 gleichdemorientiertenFlacheninhaltiesDreiecksSys Sz Siz ist. Ein Beweis(mit komplexen
Zahlenwie in [9] odermit orientiertenWinkeln) warewillkommen

Aufgaben zum selbststandigen_osen

Dasfolgendeist nunderVersucheinerSammlungvon Aufgaben die mithilfe von Kreiswinkelngeldst
werdenkdnnen Dabeiist zu bedenkendaRKreiswinkelnicht einekonkreteL dsungsstrategisind,
sondermur eineL6sungshilfe eine Sprachemit dermanoft Fallunterscheidungevermeiderund
Rechnungeiiibersichtlichedarstellerkann(z. B. spartmanviele 180°- und 360°-Winkel, dennsiesind
= 0°); mansoll sichvon diesenWinkeln deshalbauchkeineWundererhoffen Eine schwierigeAufgabe
wird dadurchnicht einfacher die Lésungkannhéchstengtwaskurzerformuliert werden Aus diesem
Grundwerdeich im folgendenzu denmeistenAufgabenauchLdsungshinweisangeben

KeinederfolgendenAufgabenist von mir erfundernworden allerdingsbin ich nichtder Suchenach
denErstentdeckernachgegangenveil siein einemForschungsfelavie der Dreiecksgeometriguweilen
einaussichtslosegnterfangernst: GewisseAufgabensind heuteeinfachFolklore unddie Suchenach
derenAutorenwuirdein schwerzuganglicherPublikationerdes19. Jahrhundertenden anderesind
einfach” herrenlos& Aufgaben Nur in Ausnahmeféllepwo die Aufgabedirekt einerPublikation



entnommenst, nenneich kurz denAutor.

Ansonstersoll nochbemerktwerden dalRdie Aufgabennicht nachsteigendenschwierigkeitsgrad
angeordnesind die Reihenfolgest ehersogewahlt dafl3die erstenAufgaben(7 bis 13) andie Aufgabe6
unddenin ihrer LosungverwendeterHilfssatzanschlieRen

In einemkirzlichin der yWURZEL erschienerrtikel [10] von PeterGallin wird die Aussagevon
Aufgabe9 undeinezu Aufgabell aquivalenteAussagebewiesendajedochdie dortigenBeweisekeine
orientiertenWinkel verwendensind sie an Zeichnungergebundenwelcheaufgrunddergrof3enZahl von
PunktenundKreisensehruniibersichtlichund chaotischwirken. Wennmandie Uberlegungeiin die
SprachealerorientiertenWinkel Ubersetzterhaltmanvoéllig zeichnungsfreieindkirzereBeweise

Ich kiirzewieder” Kreis durchdrei PunkteP1, P> undP3” durch”Kreis P1P2P3” ah.

Aufgabe 7: SeienA, B, C, A, B' undC' sechsPunkteeinerEbene Man beweiseDie KreiseA'BC,
B'CA undC’'AB habengenaudanneinengemeinsameRunkt wenndie KreiseAB'C', BC'A’ undCA'B’
einengemeinsame®unkthaben

Aufgabe 8: SeienA, B, C, A', B’ undC' sechsPunkteeinerEbene Man beweise Die KreiseA'BC,
B'CA C'ABundA’B'C’ habengenaudanneinengemeinsameRunkt wenndie KreiseAB'C', BC'A/,
CA'B’ undABCeinengemeinsameRunkthaben

Aufgabe 9: SeienA’, B’ undC' die SpiegelbildereinesPunktesP andenSeitenBC, CAbzw. AB
einesDreiecksABC. Manweisenach

a) Die KreiseA'BC, B'CA, C'ABundA'B'C’' habeneinengemeinsameRunkt

b) Die KreiseAB'C’, BC'A’, CA'B’' und ABChabenreinengemeinsameRunkt

BemerkungDieseEigenschaftemvurdenvon M. S. LonguetHigginsentdeckt

Aufgabe 10: SeienA’, B' undC' die Umkreismittelpunkteler DreieckeBPC, CPAbzw. APB, wobei
AABC ein DreieckundP ein Punktist. Manweisenach

a) Die KreiseA'BC, B'CA, C'ABundA’'B’'C’ habereinengemeinsameRunkt

b) Die KreiseAB'C', BC'A’, CA'B' und ABChabeneinengemeinsameRunkt

Aufgabe 11: SeienA’, B' undC’ die SpiegelbildedreierPunkteA, B bzw. C aneinemPunktP. Man
weisenach

a) Die KreiseA'BC, B'CA, C'ABundA’'B’'C’ habereinengemeinsameRunkt

b) Die KreiseAB'C', BC'A’, CA'B' und ABChabeneinengemeinsameRunkt

BemerkungDiesesErgebnisstammtvon S. N. Collings

Aufgabe 12: Auf denSeitenBC, CAundAB einesDreiecksABCwerdengleichseitigeDreiecke
BA'C, CB'A undAC'B nachauReraufgesetztZeige

a) Die KreiseA'BC, B'CA undC'AB habereinengemeinsameRunkt

b) Die KreiseAB'C’, BC'A' undCA'B' habeneinengemeinsameRunkt

BemerkungDer gemeinsam@unktin a) ist derbekannté-ermatpunkt desDreiecksABC, der
ebenfallsauf dendrei GerademAA’, BB’ undCC' liegt. Der gemeinsam®@unktin b) ist anscheinendeu

Aufgabe 13: Auf denSeitenBC, CAundAB einesDreiecksABCwerdengleichseitigeDreieckenach
auRBeraufgesetztdie MittelpunktediesergleichseitigerDreieckeseienA’, B bzw. C'. Zeige

a) DasDreieckA'B'C' ist gleichseitig

BemerkungDiesist dersogenannt&atzvon Napoleon

b) Die KreiseA'BC, B'CA, C'ABundA’'B’'C’ habeneinengemeinsameRunkt

c) Die KreiseAB'C’', BC'A’, CA'B' und ABChabeneinengemeinsameRunkt

Aufgabe 14: SindU derUmkreismittelpunkund X, Y undZ die Ful3punktedervon A, B bzw. C
ausgehendeHohendesDreiecksABC, dannzeigemanYZ 1 AU, ZX 1 BUundXY L CU.

Aufgabe 15: Gegeberseiein DreieckABC. Die Mittelsenkrechtealer SeiteBC schneideCAin Y, und
ABin Z,. Die Mittelsenkrechtaler SeiteCA schneideBCin X, undAB in Z,. Man beweisedaldie
PunkteYa, Za, Xp undZ, aufeinemKreisliegen

BemerkungDiesesErgebnisist sehrjung; eswurde soweitich weil3 zumerstenMal 2000 von Fred
Langerwéhnt

Aufgabe 16: Vier Geradenvon denerkeinedreisichin einemPunktschneiderundkeinezwei
parallelsind begrenzemmmervier Dreiecke Man zeige daf3die Umkreisedieservier Dreieckeeinen
gemeinsameRunkthaben

BemerkungDieseEigenschaftst unterverschiedeneMamenwie Satzvon Miquel, Satzvon
Steiner, Satzvon Clifford u. a. bekannt

Aufgabe 17: Man beweisezusatzlich Die Hohenschnittpunktedervier DreieckeausAufgabel6
liegenaufeinerGeraden

Aufgabe 18: Gegebenst ein DreieckABC, wir zeichnerdenKreis, derdurchB undC gehtunddie



GeradeCAim PunktC berihrt (LeichteFrage Wie konstruiererwir diesenKreis?) Fernerzeichnenwir
denKreis, derdurchC und A gehtunddie GeradeAB in A berthri unddenKreis, derdurchA undB geht
unddie GeradeBCin B beruihrt Beweise dal3die drei KreiseeinengemeinsameRunkthaben

BemerkungDie Aufgabeist offensichtlichnicht symmetrischgenausdabenderKreis durchB und
A, derdie GeradeACin A bertuhrt derKreis durchC undB, derdie GeradeBAin B berihrt undderKreis
durchAundC, derdie GeradeCB in C beruhrt aucheinengemeinsameRunkt DieserPunktundder
gemeinsam®@unktvorhin heil3enerster Brocardpunkt undzweiter Brocardpunkt desDreiecksABC,
allerdingsnichtimmerin dieserReihenfolge die Reihenfolgast leidervon Buchzu Buchverschieden

Aufgabe 19: Man zeige SindA’, B’ undC' drei PunkteaufdenSeitenBC, CAbzw. AB eines
DreiecksABC, dannhabendie KreiseAB'C’', BC'A' und CA'B’ einengemeinsameRunkt

BemerkungDieserPunktheiRtMiquelpunkt derPunkteA’, B' undC' in bezugauf dasDreieck ABC.

Aufgabe 20: SeiP dergemeinsam@unktausAufgabel9 und X ein beliebigerPunktin derEbene
Die GerademX, BXundCX schneidertie KreiseAB'C’, BC'A' bzw. CA'B' auRerdenPunktenA, B bzw.
C in dreiweiterenPunkten Man weisenach daf3diesedrei Punktezusammemit denPunktenP und X
aufeinemKreisliegen

Aufgabe 21: SindD, E undF die MittelpunktederKreiseAB'C’, BC'A’ bzw. CA'B’ ausAufgabe1l9,
dannsinddie DreieckeABCund DEF gleichsinnigahnlich

Aufgabe 22: Sind X, Y undZ die Fu3punktederLote von einemPunktP aufdie SeitenBC, CA bzw.
AB einesDreiecksABC, dannbeweisemanA ZXY= A BAC- ABPC, AXYZ= A CBA- A CPAund
AYZX= AACB- AAPB

Aufgabe 23: Inwiefernist Aufgabe22 eineVerallgemeinerungon Aufgabe2?

Aufgabe 24: Eine Geradedie durchdenHohenschnittpunkeinesDreiecksgeht werdeandendrei
DreiecksseiteigespiegeltMan zeige dal3die drei Spiegelbildersichin einemPunktschneidenunddieser
PunktaufdemUmkreisdesDreiecksliegt.

Aufgabe 25: WeisedenfolgendenSatzvonV. Protassowmwach WennABCDein ViereckundP ein
Punktist, dannberthrersichdie KreisePABund PCD genaudann wenn A BPC = A PDC- A PABist.
Aufgabe 26: Von demSchnittpunktP derDiagonalenAC undBD einesVierecksABCDféllt man
Lote aufdie SeitenAB, BC, CD undDA,; die Fu3punktedieserLote seienX, Y, Z bzw. W. Man zeige daf3

dasViereckXYZWgenaudannein Sehnenviereclkst, wennAC 1 BD gilt.

Aufgabe 27: Man zeige SindA’, B’ undC’ die Mittelpunkteder SeitenBC, CAbzw. AB eines
DreiecksABC, sindX, Y undZ die FuRBpunktedervon A, B bzw. C ausgehendeH6hen undsindD, E
undF die Mittelpunkteder StreckenAH, BH bzw. CH, wobeiH derHohenschnittpunkdesAABC ist,
dannliegendie PunkteA’, B', C', X, Y, Z, D, E undF aufeinemKreis.

BemerkungDieserKreis heil3tFeuerbachkreisoderNeunpunktekreis desDreiecksABC.

Aufgabe 28: Gegeberseienvier PunkteA, B, C undD. Man zeige Die FeuerbachkreisderDreiecke
ABC, BCD, CDAundDAB schneidersichin einemPunkt

Aufgabe 29: Gegeberseiein Viereck ABCD. SeienA’ undC’ die FuBpunktederLote von A bzw. C
aufdie DiagonaleBD, undseienB’ undD’ die FuRRpunkteder Lote von B bzw. D auf die DiagonaleAC.
Zeige daRdie ViereckeABCDundA'B’'C'D’ gegensinnigihnlichsind

Aufgabe 30: Liegendrei PunkteA, B undC aufeinerGeraderundP aul3erhalldieserGeradenund
sindD, E undF die MittelpunktederKreisePBC, PCAbzw. PAB, dannist zu zeigen dafl3die PunkteP,
D, EundF aufeinemKreisliegen

Aufgabe 31: Aufgabe? ausder 1. RundedesBundeswettbewerlidathematik1985:

Man beweise ProjiziertmandenFul3punkieinerHoheeinesDreieckssenkrechauf die beiden
andererHOhenunddie zugehdrigerDreiecksseitepsoliegendie vier Bildpunkteauf einerGeraden

Aufgabe 32: SeienABCundA’B’'C’ zweigegensinnigihnlicheDreiecke Man beweise

a) Die Senkrechtezu denGeraderBC, CAundAB durchdie PunkteA’, B’ bzw. C’' schneidersichin
einemPunktauf demUmkreisdesDreiecksA’'B'C'.

b) Die ParallelerzudenGeraderBC, CAundAB durchdie PunkteA’, B bzw. C’' schneidersichin
einemPunktauf demUmkreisdesDreiecksA’'B'C'.

Aufgabe 33: SeienA, B undC drei Punkte die nicht auf einerGeraderiiegen undk; undk, zwei
Kreise sodalderKreisk; die GeradeAB in B beriihrt derKreisk; die GeradeACin C berihrf unddie
beidenKreisek; undk; sichauchgegenseitideriihrenSeiD derBerlUhrpunkiderKreisek; undk;. Man
beweisedalRderMittelpunkt desKreisesBCD auf demKreis ABCliegt.

Aufgabe 34: SindA, B, C, D, E undF sechsPunkteaufeinemKreis (in beliebigerReihenfolgé),
dannbesagder Satzvon Pascal Der SchnittpunkiG derGeraderAB und DE, der SchnittpunktH der
GeraderBC undEF, undderSchnittpunktK derGeraderCD undFA liegenaufeinerGeradenMan



beweisediesenSatz indemmandenvon D verschiedeneBSchnittpunkider KreiseBDG und FDK mit Z
bezeichnetindzeigt dal3die vier PunkteZ, G, H undK aufeinerGeraderiiegen

Hinweise zu den Aufgaben zum selbststandigern_dsen

zuAufgabe7: Der Hilfssatzin derLdsungvon Aufgabe6 kannhier mit Erfolg angewandtverden
Man muf3nur zeigen dafl3die Bedingungens BAC + A CB' A+ AAC'B = 0° und
AB'AC + AC'BA + AA'CB = 0° aquivalentsind

zuAufgabe8: MachezweimalGebrauchvon Aufgabe7, undzwareinmalangewandauf die PunkteA,
B, C, A', B' undC', daszweiteMal angewandaufdie PunkteA, B’, C', A’, BundC (manachteaufdie
Reihenfolgé).

zuAufgabe9: a) Die MittelpunkteA”, B” undC” derStreckerPA’, PB' bzw. PC' sinddie FuBpunkte
derLotevon P aufBC, CAbzw. AB. SeiQ dervon A’ verschieden&chnittpunkiderKreiseA'BC und
A'B'C'. Danngilt nachdemUmfangswinkelsatfiir Kreiswinkel A BQA = A BCA und
AAQC = AAB'C/, alsoABQC = ABCA + AA'B'C'. Manzeigenun A BCA = A PB"A” und
AAB'C' = AA'B"C"; dannerhaltman ABQC = A PB"C". Wiederumist unschwerinzusehendafi
APB'C" = ABAC ist; damitist A BQC = A BAC, undderPunktQ liegt auf demKreis C'AB und
analogaufdemKreis B'CA.

b) NachAufgabe8 sinddie Punktea) undb) zueinandeéquivalent Esgibt natirlichauchdirekte
Beweise

zuAufgabelO: Aufgabel0 a) undb) sindaquivalentzu Aufgabe9 b) bzw. a), in dieserReihenfolge
Warunf (Man denkean Mittelsenkrechter)

zuAufgabell: a) SeiQ dervon A’ verschieden&chnittpunkider KreiseA’'BC und A'B'C’. Dannist
ABQA = AB'C'A und A A'QC = A A'BC. Damitwird

AB'QC= AB'CA'+ AABC= ABCA+ AABC= ABCA+ (AABA+ AABC).

Dochdurchdie Punktspiegelungntstehewiele paralleleGeraderunddamitu. a. dasParallelogramm
ABAB’; damitist A A’'BA = A B'AB, unddarauswird dann
AB'QC= ABCA+(AB'AB+ AABC) = ... = AB'AC, undQ liegt aufdemKreis B'CA. Analogliegt Q
aufdemKreis C'AB.

b) Die Punktea) undb) sindtrivialerweiseaquivalent

zuAufgabel2: NachAufgabe7 sinddie Punktea) undb) zueinandeg&quivalent Benutzeden
Hilfssatzin derLdsungvon Aufgabe6 fir denBeweisvon a).

zuAufgabel3: Hier muRmanauf Aufgabel2 a) zuriickgreifenNachAufgabe8 sinddie Punkteb)
undc) zueinande&quivalent

zuAufgabel4: In derFigur erkenntmanThaleskreiseindfernerlaf3tsichderMittelpunktswinkelsatz
fur Kreiswinkelanwenden

zuAufgabel7: WendeAufgabe4 auf dengemeinsameRunktin Aufgabel6 an

zuAufgabel8: Man benutzedenSehnentangentenwinkelsatz

zuAufgabel9: Wer mit Inversionsgeometrieertrautist, wird dieseAufgabeals Grenzfallvon
Aufgabe7 ansehendenndie KreiseA'BC, B'CA undC'AB entarterzu Geraderund habeneinen
gemeinsamePRunkt(denuneigentlicherPunk). Aber auchohnelnversionist die Aufgabenahezurivial.

zuAufgabe2l: Ist M dergemeinsam@unktderKreiseAB'C’, BC'A’ undCA'B’, dannist EF 1 MA/,
FD 1+ MB' undDE 1 MC'.

zuAufgabe22: BenutzedenLdsungsansatzon Aufgabe5 (Thaleskreise

zuAufgabe24: Die LésungmachtGebrauchvon Aufgabel.

zuAufgabe25: Die beidenUmkreiseberthrersichgenaudann wennsiein P einegemeinsame
Tangentehaben Man berechnem Allgemeinfall denWinkel zwischendenTangenterandie zwei
Umkreiseim PunktP mit Hilfe desSehnentangentenwinkelsatzes

zuAufgabe26: Mithilfe von Thaleskreisezeigtmanleicht, da3dasViereck XYZWgenaudannein
Sehnenviereclst, wenn A APB = —A APB, alsowenn2 e A APB = 0° ist. DasbedeutetdalRA APB
entwede0° oder90° ist, jedochist A APB = 0° ausgeschlossen

zuAufgabe27: EigentlichbrauchtmandazugarkeineorientiertenWinkel: Als Mittelparallelensind
EC | AHundB'C' | BC, alsoAEC'B' = A (EC’; B'C') = A (AH; BC) = 90°. Also liegt C' auf
demThaleskreidiberEB'. Analogliegt A’ aufdiesemKreis undY sowieso Also liegendie PunkteE, B,



C’, A" undY aufeinemKreis. Analogfindet manzweiweitereKreisg die auchdurchB’, C' undA’ gehen
unddeshallmit diesenmKreis tibereinstimmenalsoliegenalle neunPunkteA’, B', C', X, Y, Z, D, Eund
F aufeinemKreis.

zuAufgabe28: ErsteLdsung SeienMa, My, M¢, My, Me und M+ die Mittelpunkteder StreckenrAB,
BC, CD, DA, ACbzw. BD. Die FeuerbachkreisderDreieckeABC, BCD, CDA undDAB sinddanndie
KreiseMaMpMe, MpMcMs, McMgMe bzw. MgMaMs. Ein PunktP werdedefiniertalsdervon My,
verschieden&chnittpunkiderKreiseMaMpMe undMy,M:Ms, alsoderFeuerbachkreisger DreieckeABC
undBCD; dannist A MePMp = A MeMaMp und A MpPMe = A MpMtM¢. Man formedieseWinkel um,
ohnedabeidie vielenMittelparallelenausdenAugenzu verlieren nacheinigenSchrittenerhaltmandann
AMPM: = AMcMgMc. Also liegt P aufdemKreis McMgMe, d. h. aufdemFeuerbachkreidesDreiecks
CDA Analogliegt P aufdemFeuerbachkreidesDreiecksDAB.

ZweiteL6sung Wir wahlendie Bezeichnungegenausavie beiderersten_ésung Bekanntlich
schneidersichdie StreckerM M., MpMg undMeM; in einemPunktSundwerdenin diesemPunkt
halbiert (Diesfolgt ausdemVarignonparallelogramprangewandeinmalaufdasViereck ABCD, dann
aufdasViereck ACBD;, mankannauchmit VektorenargumentiererDer PunktSheil3tSchwerpunkt des
VierecksABCD.) Nun heif3tdas dalRdie PunkteM., M4 undM; die SpiegelbildederPunkteM,, My bzw.
Me andemPunktP sind JetztwendemanAufgabell b) an

zuAufgabe?9: Um zu zeigen dal3zwei Viereckegegensinnigihnlichsind reichtdie Gleichheit
entsprechendatinkel natirlichnichtaus Zwei Viereckesind aberstetsgegensinnigihnlich wennsiein
gleicherWeiseausahnlichenTeildreieckerzusammengesetgind Um die gegensinnigé\hnlichkeitder
ViereckeABCDundA'B'C'D’ nachzuweisemmisserwir alsonur nachpriifendaBAPAB ~ APA'B’,
APBC ~ APB'C', APCD ~ APC'D' undAPDA ~ APD'A’ ist, wobeidie Ahnlichkeitenalle gegensinnig
sindundP der Schnittpunktvon AC undBD ist. Hier helfenaberdie ThaleskreiséiberAB, BC, CD und
DA.

zuAufgabe30: Der Mittelpunktswinkelsat4tir Kreiswinkelist hierganzangemessen

zuAufgabe3l: SeiAABC dasDreieck H seinHohenschnittpunkindA’, B’ undC’ die FuBpunkteder
Hohenvon A, B bzw. C aus Die Projektionenvon A’ aufdie HohenBB' undCC' seienY bzw. Z, unddie
Projektionervon A’ aufdie SeitenCA und AB seienY’ bzw. Z'. Ein Thaleskreisrgibt
AAYZ = AANBZ = ACBAundeinandererA A'YZ= AA'HZ = ... = ACBA Alsoist
AAYZ = AAYZ unddie PunkteY, ZundZ' liegenaufeinerGeradenGenausdr, ZundY’. Folglich
liegenalle vier PunkteaufeinerundderselberGeradenUndin denBWM-L&sungsbeispielewurdenfinf
Falleunterschieden

zuAufgabe32: a) SeiP derSchnittpunktder Senkrechtezu BC durchA’ mit demUmkreisdes
AA'B'C'. Man zeige daRRP dannauchaufdenbeidenandererSenkrechtetiegt.

b) Beweisanalogzu a). Im tbrigenkdnnenSenkrechtenind ParallelerdurchGeradendie die
GeraderBC, CAundAB untereinemgleichenWinkel schneidepersetztwerden

zuAufgabe33: DieseAufgabeist sinngeméaflie Aufgabe2 der 2. KlausurdesAuswahlwettbewerbs
zur InternationalerMathematikOlympiade2003 (der Unterschiedestehnur darin, daf3in der
Klausuraufgab@ocheinigeunnétigeAnordnungsbedingungeaufgestellivurder). Merkwirdigerweise
war die vorgeschlagenkdsungrechtumstandlich mit Kreiswinkelngehteseinfachemundkirzer.

Ist P der Mittelpunkt desKreisesBCD, dannist zubeweisendaRA BPC = A BACist. Nunist
ABPC= 2+ ABDC.

Istt die gemeinsam@angentederKreisek; undk in D, danngilt A (BD; t) = A (AB; BD) und

4 (CD; t) = A (AC; CD), also
ABDC= 4 (BD; t) - A(CD; t) = A (AB; BD) — A (AC; CD).
NacheinerkurzenUmformungwird daraus

ABDC= A (AB; AC) + A (CD; BD) = ABAC+ A CDB,

und2e« ABDC = ABAC, also ABPC= ABAC, waszubeweiserwar.
zuAufgabe34: MehrmaligeAnwendungdesUmfangswinkelsatzegefert

ABZF= ABZD+ ADZF = ABGD+ ADKF = A (AB; DE) + A (CD; FA)
= ..= A (AB; FA) + 4 (DE; CD) = AFAB+ AEDC= AFCB+ AEFC
4 (FC; BC) + A (EF; FC) = A (BC; EF) = ABHF,



undderPunktZ liegt folglich auf demKreis BFH. Der Umfangswinkelsatfiefert weiterhin

AGZH= AGZD+ ADZF+ AFZH = A GBD+ A DKF + A FBH
AABD+ ADKF + AFBC = AAFD + ADKF + AFDC
4 (FA; FD) + A (CD; FA) + A (FD; CD) = 0°,

undgenausod KZH = 0°, unddie PunkteZ, G, H undK liegenaufeinerGeraden
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