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Vorwort bzgl. Hilfsmittel

Bei der Bearbeitung der Aufgaben bediente ich mich des Buches 'Problem-Solving Strategies’
von Arthur Engel. Fiir die Losungsfindung des Geometrie-Problemes benutzte ich das Geometrie-
Programm Geonext. Fiir meine Versuche zur Losung der Zahlentheorie-Aufgabe verwendete ich
einen Taschenrechner (TI89), Computersoftware wie MuPad und zum Finden von Losungstri-
peln die Interpretersprache Python; letztenendes halfen diese Hilfsmittel allerdings nicht beim
Finden der Losung. 'Hilfsmittel’ bei der Losung von Aufgabe 1 war zudem mein heiB-geliebtes
Schachbrett.
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Aufgabe 1

Zwei Spieler A und B haben auf einem 100 x 100 - Schachbrett je einen Stein. Sie ziehen
abwechselnd ihren Stein, wobei jeder Zug aus einem Schritt senkrecht oder waagerecht auf
ein Nachbarfeld besteht und A den ersten Zug ausfiihrt. Zu Beginn liegt der Stein von A in
der linken unteren Ecke und der Stein von B in der rechten unteren Ecke.

Man beweise: Der Spieler A kann unabhingig von den Spielziigen des Spielers B stets nach
endlich vielen Ziigen das Feld erreichen, auf dem Gerade der Stein von B steht.

Losung: Es werden im Folgenden haufig einige Annahmen gemacht werden, die die All-
gemeinheit der Ausfithrung nicht beschranken, fiir welche dies allerdings nicht unbedingt offen-
sichtlich ist. Diese Annahmen begriinden sich dadurch, dass das Spielbrett symmetrisch und die
Spielziige in alle Richtungen auf gleiche Weise durchfiihrbar sind. Als Beispiel sei Lemma 2 ge-
nannt: dort wird angenommen werden, dass Spieler B weiter rechts und weiter oben von Spieler
A steht. Dies beschrankt die Allgemeinheit nicht; stiinde B z.B. weitere links und weiter unten,
so miisste man in der gesamten Folgeargumentation lediglich Schritte nach rechts durch solche
nach links und Schritte nach oben durch solche nach unten ersetzen und umgekehrt. Ebenso
verhdlt es sich bei den librigen Moglichkeiten fiir die Position von Spieler B. Dies rechtfertigt
die Annahme einiger Tatsachen, die die Losung des Problemes einfacher gestalten und erklart,
warum sie die Allgemeinheit nicht einschranken.

Lemma 1
Ist Spieler A am Zug, so stehen A und B auf verschiedenfarbigen Feldern des Schachbrettes.

Beweis:  Das Spielfeld in der unteren, linken Ecke sei mit (1, 1) bezeichnet, die erste Koordi-
nate stehe fiir die X-Position, die zweite fiir die Y-Position; das Feld in der oberen, rechten Ecke
ist insbesondere (100, 100).

Es sei 0.B.d.A. das Startfeld von A weiB gefarbt. Dann sind die Felder (1,2),(1,4),...,(1,100)
schwarz gefarbt; insbesondere steht B also auf einem schwarzen Feld. Mit jedem Zug eines
Spielers verandert sich ferner die Farbe des Spielfeldes, auf welchem er . Fiihren A und B zwei
Ziige durch, so hat sich die Farbe der Felder, auf denen sie stehen, fiir beide gedndert. Da A
und B zu Beginn auf verschiedenfarbigen Feldern stehen, tuen sie dies demnach auch, wenn eine
endliche Anzahl von Zugpaaren durchgefiihrt wurde und Spieler A wieder an der Reihe ist. O

Fiir jede natiirliche Zahl n € Ng seien A, = (xa(n), ya(n)) € {1,2, ..., 100}? und B,(xg(n), ys(n)) €
{1,2,...,100}? die Positionen von Spieler A und Spieler B (in dieser Reihenfolge) nach den er-
sten n Ziigen (hier sind nicht Zugpaare gemeint). Insbesondere ist nach Voraussetzung Ag =
(1,1), Bop = (100, 1). Ferner seien
di(n) = llxa(n) = xg(n)| — |ya(n) — ys(n)l|
und
da(n) = [xa(n) — xg(n)] + |ya(n) — ys(n)].

Fiir den Spieler A sei nun folgende Zugstrategie definiert:
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Strategie 1
Nach 2n — 1, n € N vergangenen Ziigen zieht der Spieler A so, dass der Wert von d1(2n) +
d>(2n) minimal wird. Sind mehrere Ziige moglich, so wird ein beliebiger von ihnen gewéhlt.

Die Ziige von A sind folglich stets darauf ausgerichtet, sowohl den Wert von di, als auch den
von dy, moglichst klein werden zu lassen. Anschaulich bedeutet dies folgendes: die Minimalitat
von d, bedeutet die Minimalitat des Abstandes zwischen Spieler A und B; je kleiner ferner d;
wird, desto mehr dhnelt das Rechteck

((xa(n), ya(n)), (xg(n), ya(n)), (xg(n), yg(n)). (xa(n). ys(n)))

einem Quadrat. Genau dann ist di(n) = 0, wenn A und B nach dem n-ten Zug auf einer
gemeinsamen Diagonalen stehen. A ist also einerseits bestrebt, den Abstand zu B, andererseits
dabei aber auch den Unterschied zwischen den Koordinatendifferenzen zu verringern.

Lemma 2

Zieht Spieler A ausschlieBlich nach der gegebenen Strategie, so verringert sich der Wert von
d> nach endlich vielen Ziigen. Insbesondere nimmt er nach endlich vielen Ziigen den Wert 0
an.

Beweis:  Betrachten wir die Spielstellung nach 2n —1, n € N Ziigen; Spieler B ist folglich am
Zuge. Ferner sei d>(2n — 1) # 0, da sonst nichts mehr zu zeigen ist. O.B.d.A. (s.0.) diirfen wir
annehmen, dass xa(2n — 1) < xg(2n — 1) und ya(2n — 1) < yg(2n — 1) gilt. Es seien nun zwei
Falle unterschieden:

1. xg(2n—=1) — xa(2n—1),y8(2n—1) —ya(2n—1) #0:
Soll vermieden werden, dass d kleiner wird, so muss Spieler B im nachsten Zug seine x-
oder y-Koordinate erhohen. Tut B dies namlich nicht, so ist entweder

|xa(2n) — xg(2n + 1)| = |xa(2n—1)—xg(2n—1)|—1 und
lya(2n) —ys(2n+1)] = |aa(2n—1) —ag(2n—1)|

oder
[xa(2n) = xg(2n+1)] = |xa(2n—1)—xg(2n—1)| und
lya(2n) —ys(2n+1)] = |aa(2n—1) —ag(2n—1)| - 1.

In beiden Fallen folgt
d2(2n) = [xa(2n) — xg(2n)| + |ya(2n) — ys(2n)| = d2(2n — 1) — 1,

insbesondere verringert sich also der Wert von d>.

Soll dy nicht kleiner werden, so muss folglich B seine x- oder seine y-Koordinate erhohen.
Ist dies nicht moglich, so folgt der eben beschrieben Fall und d>(2n) = do(2n—1) — 1.
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Ist dies hingegen mdglich und fiihrt B einen solchen Schritt durch, so sei der darauf folgende
Zug von A betrachtet. Da nach Voraussetzung xa(2n — 1) < xg(2n — 1), ya(2n—1) <
ye(2n — 1) und xg(2n — 1) — xa(2n — 1), yg(2n — 1) — ya(2n — 1) # 0, d.h. xa(2n —
1) < xg(2n—1), ya(2n —1) < yg(2n — 1) gilt, gilt ebenso x4(2n) < xg(2n), ya(2n) <
ys(2n) nach dem Zug von B, da B seine Koordinaten nicht verringert hat. Weiter noch
ist wenigstens eine der Koordinatendifferenzen xg(2n) — xa(2n), yg(2n) — ya(2n) nach
dem Zug von B groBer gleich 2, da die Differenzen vor dem Zug von B wenigstens 1
betragen haben und durch den Zug von B eine von ihnen um 1 erhdht wurde. GemaB der
Zugstrategie von A verringert A nun die groBere der beiden Koordinatendifferenzen zu B,
wobei die veranderte Koordinatendifferenz weiterhin groBer gleich 1 bleibt, da sie, wie eben
begriindet, nach dem Zug von B wenigstens 2 betragen hat.

Nach den Ziigen von A und B erhalten wir also die gleiche Situation wie zuvor: es ist
xa(2n+1) < xg(2n+1), ya(2n+ 1) < yg(2n+ 1) und B muss im ndchsten Zug seine
x- oder seine y-Koordinate erhohen, damit dy nicht kleiner wird; A zieht gemaB seiner
Zugstrategie nach und die Prozedur wiederholt sich so lange, wie es B moglich ist, seine
x- oder y Koordinate zu erhohen. Nach endlich vielen Schritten allerdings wird B so auf
das Feld (100, 100) gedrangt werden; in diesem Fall kann B keiner der Koordinaten mehr
erhOhen, sodass im nachsten Schritt in jedem Falle d verringert werden wird.

2. xg(2n —1) = x4(2n — 1) oder yg(2n — 1) = ya(2n—1):

O.B.d.A. sei yg(2n — 1) = ya(2n — 1). Soll d> nicht verringert werden, so muss B ent-
weder die x-Koordinate erhohen oder in y-Richtung ziehen. Nehmen wir an, B erhoht
seine x-Koordinate. Dann ist |xa(2n) — xg(2n)| > 1 und A erhoht gemaB seiner Zugstra-
tegie im nachsten Zug folglich seine x-Koordinate, da |ya(2n) — yg(2n)] = 0 < 1 <
|xa(2n) — xg(2n)] gilt und die x-Koordinate von B groBer der von A ist. Es ergibt sich
die gleiche Situation; soll dy nicht verringert werden, erhoht B seine x-Koordinate oder
zieht in y-Richtung. Da B seine x-Koordinate nur endlich oft erhohen kann, sei nun der
Fall betrachtet, in dem B in y-Richtung zieht. O.B.d.A. erhdhe B seine y-Koordinate.
Dann ist |ya(2n) — yg(2n)| = 1 und |xa(2n) — xg(2n)| > 1, letzteres gilt, da an-
derenfalls Spieler A und B vor dem Zug von Spieler B auf dem selben Feld gestan-
den hatten, was der Voraussetzung d»(2n — 1) # 0 widerspricht. Weiter noch muss
|xa(2n) — xg(2n)| > 2 gelten, da sonst |xa(2n) — xg(2n)| = |ya(2n) — yg(2n)| = 1
gelten wiirde; A und B stiinden in diesem Falle auf einem gleichfarbigen Feld, Spieler A
ware an der Reihe; dies widerspricht Lemma 1. Folglich ist |xa(2n) — xg(2n)| > 2 und
A wird gemaB seiner Zugstrategie seine x-Komponente erhohen. Nach diesem Zug tritt
wegen xg(2n+ 1) — xa(2n+1),ys(2n+ 1) — ya(2n+ 1) # 0 Fall (1) ein.

Da in jeder Situation irgendwann Fall (1) eintritt und aus diesem eine Verringerung von d, folgt,
ist der Satz beweisen. O

Dass nach Lemma 2 die Differenz der Spieler A und B nach endlich vielen Ziigen 0 betragt,
bedeutet, dass A nach endlich vielen Ziigen auf dem gleichen Feld wie Spieler B steht. Damit
ist die Aufgabe gel0Ost. O
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Aufgabe 2
Es sei x eine rationale Zahl.
Man beweise: Es gibt nur endlich viele Tripel (a, b, ¢) ganzer Zahlen mit

a<0 wund b?—4ac=5,

fiir die
ax’ + bx+ ¢

positiv ist.

Losung:

Vorbemerkungen: Spreche ich im folgenden von einer unendlichen Menge an Losungstripeln,
so ist stets von einer abzahlbaren Menge die Rede; andere unendliche Losungsmengen kann es
nicht geben, da dies Teilmengen der abzihlbaren Menge Z2 sind. Dies rechtfertigt, dass eine
unendliche Losungsmenge abgezahlt und als {(a,, bs, ¢») € Z3},en angegeben werden kann.

Lemma 1

In einer unendlichen Menge {(an, bn, ¢n) € Z3}nen Tripel ganzer Zahlen, die den in der
Aufgabenstellung gestellten Bedingungen geniigen, ist die Menge {|b,|}nen nach oben un-
beschrankt.

Beweis:  Zuerst sei bemerkt, dass in jedem Losungstripel (a, b, ¢) € Z3 stets a, ¢ # 0 gelten
muss, da sonst b? = 5 folgte, was in den ganzen Zahlen nicht |osbar ist.
Nehmen wir an, die Menge {|b,|}sen Sei nach oben beschrankt und bmax := max ({|bn|}nen).
Waren dies auch die Mengen {|an|}nen und {|cn|}neny Mit amax := max ({|an|}nen) Und Cmax :=
max ({|cal}nen), dann wiare die Menge der Losungstripel Teilmenge von

{(a.b,¢) € Z* — amax < @ < amax, —bmax < b < bmax, —Cmax < € < Cmax} »

es gabe also hochstens (2amax + 1)(2bmax + 1)(2Cmax + 1), insbesondere also nur eine endliche
Anzahl an Losungstripeln, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

Es muss also entweder {|a,|}nen oder {|cnl}nen unbeschrankt sein. In beiden Fallen ist dann
wegen ap, ¢, # 0 fiir alle n € N auch {|5 + 4ancn|}nen und somit auch {b2},en nach oben
unbeschrankt; letzteres widerspricht allerdings der Beschranktheit von {|b,|}qen; folglich muss
bei einer unendlichen Anzahl von Losungstripeln die Menge {|b,|}nen unbeschréankt sein, was zu
zeigen war. O

Lemma 2
Fiir fast alle Lésungstripel (a, b, ¢) € Z3 ist ¢ negativ.
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Beweis: Ist ¢ positiv und nach Voraussetzung a < —1, so ist
5=05b%—4ac> b’ —4(-1)1> b+ 4 b*> < 1.

Es folgt b € {—1,0,1}. Da nach vorangegangenem Lemma in einer unendlichen Menge von
Lésungstripeln (an, by, ¢,) € Z3 die Menge {|b,|}nen unbeschrinkt ist, folgt aus b € {—1,0, 1}
im Umkehrschluss, dass die Menge der Lésungstripel (a, b, ¢) € Z3 mit ¢ > 0 nicht unendlich
sein kann, was zu zeigen war. O

Korollar 1 (Hauptsatz fiir x=0)
Fiir x = Q gibt es nur endlich viele Lésungstripel.

Beweis: Betrachten wir nun den Fall x = 0: ist x = 0, so sind die Losungstripel genau die
Tripel (a, b, ¢) mit a < 0, b> —4ac = 5 und ax? + bx+ ¢ = ¢ > 0. Nach dem vorangegangenen
Lemma kann es allerdings fiir alle x nur endlich viele Losungstripel (a, b, ¢) mit positivem ¢
geben; damit ist der Hauptsatz fiir x = 0 bewiesen. O

Existiert nun eine unendliche Menge an Losungstripeln, so existiert nach vorangegangenem Lem-
ma eine ebenfalls unendliche Teilmenge {(an, bn, ¢n)}nen von Lsungstripeln mit ¢, < 0 fiir alle
neN.

Da der Satz fiir x = 0 nun bereits bewiesen ist, darf im Folgenden x # 0 angenommen werden.
Wir fiihren nun die Annahme, dass es unendliche viele Losungstripel (a,, by, ¢1) € Z3, 0.B.d.A.
mit ¢, < 0, n € N, gabe, zu einem Widerspruch:

Satz 1
In einer unendlichen Menge {(an, bn, ¢n) € Z3}nen von Lésungstripeln mit ¢, < 0 fiir alle
n € N existiert ein C € Q mit |b,| < C fiir alle n € N.

Beweis: Essei x = g mit ganzen, teilerfremden, ganzen Zahlen p, q.
[a] x ist positiv:

Sei nun (a, b, ¢) ein Losungstripel mit b > 0 > a, ¢. Dann gilt mit positiven a’ = —a, ¢’ =
—c:

ax?>+ bx+c¢ >0

2
p p
& a(8) +b(8)+c >0

2 2
& thgie? g

Hanno Becker



Seite 7 / 19 Hanno Becker

2 2 . . . . . .. .
Da ap“’++cq rational ist, ist die letzte Ungleichung dquivalent zu

ap?+bpg+cq? > 1
q? - q2
& ap?+bpg+cgr >1
& —(ap?+bpg+cq?) < -1
&  adp’—bpg+cg® <-1
& a'p? + c'q? < bpg—1

Da die linke Seite positiv ist, gilt ferner auch bpg — 1 > 0. Dies wird im Folgenden noch
verwendet werden.

Nach der AM-GM-Ungleichung angewandt auf die positiven Zahlen a’p?, ¢’q? ist nun

a/ 2+CI 2
% > \/a'p2c'q? = Va'c'pg < a'p? + c'q? > V4d cpq

Die Ungleichung
ap®+c'q? < bpg-1

impliziert also
= V4ad'cdpg < bpg-1
1 ) -
& V4add <b- oa ( pq ist positiv)

2b 1 i . . .
=  4a'c < b®>— =+ _—— ( beide Seiten sind positiv, 5.0.)
2
rqa  (pq)
2b 1
& b2—-5 <P —Z4 " (esistb?—5=4dac=4(-a)(-c")=4ac
< a T ey ( (=a)(=c) )
1
2b
= =2 <——+45
Pa (pg)?
1 1
S~ +5pq g +5[pal
& b < P9 5 — lpdl 5 ( pq ist positiv)

Nehmen wir an, (a, b,c) € 73, 0 > a, b, c sei ein Losungstripel. Da x positiv ist, ist
—bx > bx, also ax?>+(—b)x+c > ax?>+bx+c > 0; da zudem (—b)?> —dac = b>—4ac =5
gilt, ist mit (a, b, ¢) auch (a, —b, ¢) ein Losungstripel.

. R . . Lo+5
Nehmen wir nun an, es gabe ein Losungstripel (a, b, c) mit 0 > a, b, c und — <7"’" > pql) >

g +5lpal
2

b. Dann wére auch (a, —b, ¢) Losungstripel mit —b > , was im Widerspruch

zur obigen Ungleichung steht. Fiir positive x und ein Losungstripel (a, b, ¢),0 > a, ¢ gilt

also stets ) ol
mar 1+ 51pa
< lpd - TP

bl < BT

[b] x ist negativ:
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Mit x ist auch pg negativ. Dann lassen sich obige Umformungen bis zur Ungleichung
a'p?+ c'q? < bpg — 1 iibernehmen. Wenden wir nun AM-GM an, erhalten wir

a/pz + CIqQ _

a'lp” +c'lal”

a'c'|pl?|q|? = |pq|Va'c'.

2

2

Die Ungleichung a'p? + ¢'q?> < bpg — 1 impliziert also

= V4a'clpgl < bpg-1

= Vaa'c <b Pa

= 43'c! < b+

N p?2 —5 < b+

5/pa|+ p
_ <qu <b

2b

Ipql
2b

Ipql

1

_|_

_|_

1

e
lpal  |pql Ipa|

(IpaD? (beide Seiten sind positiv, s.0.)
1
(IpaN? (‘esist b — 5 =4ac = 4(-d)(-c') = 44" )

Sei nun (a, b,¢) € Z3, b> 0 > a, ¢ ein Lésungstripel. Da x negativ ist, ist dann (—b)x >
bx also ax? + (=b)x + ¢ > ax®> + bx + ¢ > 0; da zudem (—b)? —4ac = b> —4ac =5
gilt, ist gezeigt, dass auch (a, —b, ¢) ein Losungstripel ist.

. b : . 5/pql+ oy
Nehmen wir nun an, es gibe ein Losungstripel (a, b, ¢) € Z3 mit b > M) >0>

a, ¢, dann ware (a, —b, ¢) Losungstripel mit —b < —

5pq|+ o . :
——4d ), was im Widerspruch

zur obigen Ungleichung steht. Es gilt also auch fiir negatives x die Ungleichung

pa T 5lpal

bl < ——

Damit ist eine obere Schranke fiir den Betrag von b gefunden und der Satz somit bewiesen. O

Korollar 2 (Hauptsatz fiir x # 0)

Fiir x # 0 existieren nur endlich viele Losungstripel.

Beweis:

Fiir eine unendliche Menge {(an, b, 1) € Z3},en an Losungstripeln muss nach Lemma 1 ei-
nerseits {|bn|}nen unbeschrankt, nach dem vorangegangenen Satz aber auch beschrénkt sein -
Widerspruch. Es kann daher keine solche unendliche Menge existieren, was zu zeigen war.

O

O
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Aufgabe 3

Zwei Kreise ki und ko schneiden sich in den Punkten A und B. Eine erste Gerade durch B
schneide ky in C und ko in E. Eine zweite Gerade durch B schneide ki in D und ko in F; dabei
liege B zwischen den Punkten C und E sowie zwischen den Punkten D und F.

SchlieBlich seien M und N die Mittelpunkte der Strecken CE und DF .

Man beweise: Die Dreiecke ACD,AEF und AMN sind zueinander Ghnlich.

Losung:

Definitionen Es sei My der Mittelpunkt von ki, M> der Mittelpunkt von k> und L der Mittel-
punkt der Strecke M; M, . Es sei ferner k3 der Kreis durch A mit Mittelpunkt L.

Lemma 1
Die Gerade durch My und My entspricht der Mittelsenkrechte der Strecke AB.

Beweis: Die Strecken M1 A und M; B sind Radien des Kreises ki, das Dreieck M; AB ist daher
gleichschenklig. Analog dazu sind M>A und M,B Radien des Kreises ky. Da die Mittelsenkrechte
in einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit Basis AB durch C geht, liegen die Kreismittelpunkte
My, M5 auf der Mittelsenkrechten der Strecke AB; die Gerade durch My und M, fillt also mit
letzterer zusammen, was zu zeigen war. 0

Lemma 2
Der Punkt B liegt auf dem Kreis k3. Insbesondere ist AB eine Sehne von ks.

Beweis: Nach Lemma 1 ist die Gerade durch M; und M, die Mittelsenkrechte von AB. Auf
letztgenannter hat jeder Punkt die Eigenschaft, von A und B gleich weit entfernt zu sein. Da L
auf der Strecke M; M, und damit auf der Mittelsenkrechten zu AB liegt, folgt |LA| = |LB|. Da
ks durch A geht, ist |LA| der Radius von k3. Dann liegt B wegen |LB| = |LA| ebenfalls auf k3,
was zu zeigen war. O

Aus der Tatsache, dass M;M, die Mittelsenkrechte von AB ist folgt bezogen auf das gleich-
schenklige Dreieck ALB, dass My M, den Winkel ZAL B halbiert (denn in einem gleichschenkligen
Dreieck ABC mit Basis AB fallen Mittelsenkrechte von AB und Winkelhalbierende des Winkels
bei C zusammen). Analog folgt, dass M;M> auch die Winkel ZBM;A und ZAM,B halbiert.
Diese drei Beziehungen werden im folgenden ofters verwendet werden.

Definitionen Ist CE nicht Tangente an ks, so sei M’ der von B verschiedene Schnittpunkt von
CE mit k3. Ist CE Tangente an k3, so sei M' = B. Analog dazu sei N’ der von B verschiedene
Schnittpunkt von DF mit k3, wenn DF nicht Tangente an k3 ist, ansonsten N/ = B.
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Bemerkung Es wird im Folgenden gezeigt werden, dass M’ = M und N' = N gilt. Dabei
beschranke ich mich 0.B.d.A. auf Ersteres, da die Strecken |DF| und |CE]| in der Konstruktion
vertauschbar sind.

Lemma 3
Die Dreiecke ALM; und AM'C sowie AEM' und ALMsy sind zueinander dhnlich.

Beweis:  Da der Punkt B nach Konstruktion zwischen C und E liegt, tritt immer genau einer
der folgenden Falle ein:

Abbildung 1: Fall 1: die Gerade durch C und M’ ist Tangente an k3, d.h. M' =B

Fall 1: die Gerade durch C und M’ ist Tangente an k3, d.h. M' = B In diesem Falle ist zu
zeigen, dass ALM; ~ ABC und AEB ~ ALM, gilt. Dies folgt aus

1
/ZABC = ELALB (Sehnen-Tangentenwinkel-Satz, Peripherie-Zentriwinkel-Satz)

= ZLALM;,

und
1
/ZBCA = §LBM1A (Peripherie-Zentriwinkel-Satz)

= /LMA.
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Damit stimmen die Dreiecke ALM; und ABC in zwei Winkeln, und nach dem Innenwinkelsatz
auch in allen dreien Winkeln (iberein; sie sind daher ahnlich.
Weiter erhalt man:

1
/AEB = EAAMQB (Peripherie-Zentriwinkel-Satz)

= LAM,L
und
ZEBA = 180° — ZABC
= 180° — LALMj (siehe oben)
= /MLA

Damit stimmen die Dreiecke AEB und ALM> in zwei, und nach dem Innenwinkelsatz in allen
drei Winkeln iiberein; sie sind daher ahnlich.

Abbildung 2: Fall 2: esist M' # B und M’ liegt zwischen B und E

Hanno Becker
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Fall 2: es ist M’ # B und M’ liegt zwischen B und E Es gilt
LAM'C = ZAM'B (B liegt zwischen M’ und C)

1
= EAALB (Peripherie-Zentriwinkel-Satz)

= JALM;y,
und
/ZM'CA = ZBCA (B liegt zwischen M" und C)
= /LM,A (siehe oben) .
Damit stimmen die Dreiecke ALM; AM'C in zwei, nach dem Innenwinkelsatz also in allen drei

Winkeln uberein; sind sind daher dhnlich.
Weiter erhalt man:

LAEM' = ZAEB (M’ liegt zwischen E und B)
= ZAMsL (siehe oben) ,
und
ZEM'A = 180° - ZAM'B
= 180° — ZALM; (siehe oben)
= ZMyLA

Somit stimmen auch die Dreiecke AEM' und AL My in zwei Winkel iiberein, sie sind daher dhnlich.

Fall 3: es ist M' # B und M’ liegt zwischen C und B Es gilt

ZAM'C = 180° — ZBM'A
= %AALB (Peripheriewinkelsatz,Peripherie-Zentriwinkel-Satz)
= LALM;
und
LM'CA = ZBCA (M liegt zwischen C und B)
= /LM A (siehe oben) .

Damit stimmen die Dreiecke AM'C und ALMj in zwei Winkeln Uberein, sie sind daher dhnlich.
Ebenso erhalten wir

LAEM' = /AEB (B liegt zwischen M’ und E)
= LAM;L (siehe oben) ,
und
ZEM'A = ZBM'A (B liegt zwischen E und M')
180° — ZALM; (siehe oben)
— LALLM,

Damit stimmen auch die Dreiecke AEM' und ALMs in zwei Winkeln uberein, sie sind daher
dhnlich.
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Abbildung 3: Fall 3: esist M' # B und M’ liegt zwischen C und B

Damit sind die besagten Dreiecke in allen drei Fallen ahnlich und Lemma 3 bewiesen.

Lemma 4
Der Mittelpunkt M der Strecke CE fallt mit M' zusammen.

Beweis:

Nach Lemma 3 ist AMyL ~ AEM' mit ZAEM' = ZAML und ZEM'A = Z ML A, woraus
[AM'| — |AL]|
IM'E| — [LMs]

folgt. Ebenso ist nach Lemma 3 ALM; ~ AM'C mit ZAM'C = ZALM; und ZM'CA = ZLM; A,
woraus

CM'| _ |L M|
|AM'] " |AL]
folgt. Multiplikation beider Gleichungen ergibt
|AM'||CM'| |AL| [LM;]
[ME] " TAMT — TLMp] AL
|ICM'| LMy
IME] LMo
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Da LM, und LMy Radien von ks sind, folgt aber |LM;| = |L M| < [t =1 und somit

|CM']

_ o !
g = L ICM = IME|

Damit teilt M’ die Strecke CE in gleich lange Teile; M’ ist demnach der Mittelpunkt von CE,
d.h. M" = M, was zu zeigen war. O

Korollar 1
Es gilt N = N'. Insbesondere ist das Viereck ABMN ein Sehnenviereck mit Umkreis ks.

Beweis:  Obige Uberlegungen lassen sich, wie vor Lemma 3 und 4 erwihnt, analog fiir die
Strecke DF mit Mittelpunkt N durchfiihren. Daraus folgt N = N'.

Die Punkte M und N fallen mit den Schnitten von CE bzw. DF mit k3 zusammen; sie liegen
also auf k3. Ferner wissen wir, dass A und B auf k3 liegen; das Viereck ABMN ist demnach ein
Sehnenviereck. 0

Satz 2 (Hauptsatz)
Es gilt AMN ~ ACD ~ AEF.

Beweis:

Nach Korollar 2 ist ABMN ein Sehnenviereck mit Umkreis k3. Es diirfen also die bekannten
Winkelsatze angewandt werden.

Zuerst sei die Ahnlichkeit von AMN und ACD bewiesen. Nehmen wir an, M und N liegen auf
verschiedenen Seiten der Sehne AB, so liege 0.B.d.A. M auf der gleichen Seite von AB wir E
(so, wie es auch auf dem Aufgabenblatt zu sehen ist). Dann gilt

ZAMN = LABN (Peripheriwinkelsatz fiir k3)
= /ABD (N liegt zwischen B und D)
= /ACD (Peripheriewinkelsatz fiir k;)

u und
ZMNA = /MBA (Peripheriewinkelsatz fiir k3)
= 180° — LABC

= /CDA (Peripheriewinkelsatz fiir k;; ZABC und ZCDA sind supplementar)

Damit stimmen AMN und ACD in zwei Winkeln iiberein, sie sind somit dhnlich.
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Abbildung 4: Beweis des Hauptsatz

Liegen M, N auf der gleichen Seite von AB, so seien sie 0.B.d.A. auf der gleichen Seite von AB
wie E. Dann gilt

ZAMN = 180° — ZNBA (Peripheriewinkelsatz fiir k3)
= /ABD
= /ACD (Peripheriewinkelsatz fiir k3)
und
ZMNA = /MBA (Peripheriewinkelsatz fiir k3)
= /CDA (siehe oben)

Damit stimmen AMN und ACD in zwei Winkeln iiberein, sie sind somit ahnlich.

Falls CE oder DF Tangenten an k3 sind, so missen die Schritte teils mit dem Sehnen-Tangentenwinkelsatz
begriindet werden, wie ich dies auch schon beim Beweis von Lemma 3 in Fall 1 getan habe. Ich

belasse es hier bei einem Hinweis und verzichte auf die Angabe der genauen Umformungen.

Die Dreiecke AMN und ACD sind somit in jedem Falle ahnlich.
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Es bleibt die Ahnlichkeit von ACD und AEF zu zeigen. Es gilt

LACD =

ZDAC =

ZABD (Peripheriewinkelsatz fiir k)

180° — ZFBA

/AEF (Peripheriewinkelsatz fiir ko; die Winkel Z/FBA und ZAEF sind supplementar)
und

ZDBC (Peripheriewinkelsatz fiir k1)

/ZFBE

/FAE (Peripheriewinkelsatz fiir ky)

Damit stimmen die Dreiecke ACD und AEF in zwei Winkeln iiberein, sie sind folglich dhnlich.
Zusammenfassend gilt also AMN ~ ACD ~ AEF, was zu zeigen war.
Damit ist die Aufgabe gelost. O

O
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Aufgabe 4

Es sei A(n) die maximale Anzahl der Selbstiiberschneidungen von geschlossenen Streckenziigen
P1Ps...P,P1(n > 3), bei denen keine drei der Eckpunkte auf einer Geraden liegen.

Man beweise:

1. A(n) = @ falls n ungerade,

2. A(n) = M + 1, falls n gerade ist.

Losung:

Definitionen Im Folgenden sei P = PiP>...P,P; ein geschlossener Streckenzug. Eine Teil-
strecke PiP;y1,i =1,2,...,n (wobei P,+1 = Py) bezeichne ich als Kante von P; als i-te Kante
sei die Kante PP, bezeichnet. Die Anzahl der Selbstiiberschneidungen von P sei mit S(P)
bezeichnet. In einem solchen Streckenzug sei ferner F;, i € Nimmer als P; (moqg n)41 2U verstehen.
Ferner sei mit der Anzahl der Selbstiiberschneidungen die Anzahl der (ungeordneten) Paare
(i,J) bezeichnet, fiir die die i-te Kante die zu dieser Kante nicht-inzidente j-te Kante schneidet.
Dies bedeutet, dass sich mehrere (> 3) Kanten durchaus in einem einzigen Punkt schneiden
konnen, fiir diesen Schnitt dann jedoch auch mehrere Selbstiiberschneidungen gezahlt werden.
Eine Einschrankung stellt dies nicht dar, da man in einem solchen Falle die Eckpunkte der be-
troffenen Kanten um hinreichend kleine Distanzen verschieben und somit verschiedene Schnitt-
punkte erhalten konnte; die obige Konvention macht allerdings die Konstruktion von bestimmten
Streckenziigen um einiges leichter und daher wurde sie hier gewdhlt.

Lemma 1
Fiir alle n € N, n > 3 gilt

A(n) < @

Beweis: Eine Kante p von P kann hochstens die n — 3 Kanten schneiden, die nicht mit p
inzidieren. Betrachten wir den Fall, in dem jede Kante genau n — 3, d.h. die maximale Anzahl
an Kanten schneidet. Die Anzahl der Selbstiiberschneidungen von P betrage dann @; dies
erhalten wir, da wir fiir jede der n Kanten n — 3 Schnitte zdhlen und die erhaltene Anzahl von
Schnitten halbieren, da je ein Schnitt doppelt gezahlt wurde. Damit ist das Lemma bewiesen.

O
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Lemma 2
Fiir alle ungeraden n € N, n > 3 existiert ein geschlossener Streckenzug P = P1P>...P,P;
mit

n(n —3)

S(P):T.

fiir den keine drei Punkte auf einer Geraden liegen.

Beweis:  Es ist hinreichend, fiir jedes ungerade n einen Streckenzug P mit S(P) = @ zu
konstruieren. Wir wahlen alle Punkte P;,i = 1,2, ..., n auf dem Einheitskreis und definieren sie
iiber die Winkel ¢(i) € [0,360°], den die Verbindungsstrecken zum Ursprung mit der Y-Achse
einschlieBen:

i) = .
v () 180° + (k — 1)3€%  wenn i gerade, i = 2k, k € N

{k'?gfi , wenn i ungerade i = 2k + 1,k € N,
n+1

Zur Verdeutlichung hier die so konstruierten Streckenziige fiir n = 7,9, 11:

3

Es ist nun zu zeigen, dass sich je zwei nicht inzidierende Kanten PPy 1, PiPiy1,i.j € {1,2, ..., n},
i,j 0.B.d.A. gerade, schneiden. Sei dazu 0.B.d.A. i < j. Offensichtlich gilt ¢(i) € [0°, 180°)
fiir gerade i und (i) € [180°,360°) fiir ungerade i. Es folgt (i) < @(j) < @(i + 1) und
e(i+1) < e +1) <360°+ @(i); es liegen daher P; und P;;; auf verschiedenen Seiten der
Kante P P11, die Kanten PP, 1 und P;P;, miissen sich also schneiden.

Damit ist gezeigt, dass sich je zwei verschiedene, nicht inzidierende Kanten schneiden. Wie
oben bereits ausgefiihrt, erhalten wir somit die Gesamtzahl @ an Selbstiiberschneidungen.
Da ferner alle Eckpunkte des konstruierten Streckenzuges auf dem Einheitskreis liegen, liegen
insbesondere keine drei von ihnen auf einer Geraden.

Damit ist ein gewiinschter Streckenzug gefunden und das Lemma bewiesen.

Korollar 1 (Aufgabenteil (a))
Es gilt
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Beweis: Nach Lemma 2 existiert fiir alle ungeraden n € N, n > 3 ein Streckenzug P mit
S(P) = 23 dh. wir haben A(n) > S(P) = 223 Nach Lemma 1 gilt allerdings auch
A(n) < @ Zusammen folgt

was zu beweisen war. O
Den Aufgabenteil (b) konnte ich nicht I6sen, dennoch seien meine Uberlegungen beziiglich dieser

Aufgabe hier noch angefiigt: Ohne Beweis sei folgender, offentsichtlicher Hilfssatz angebracht,
der im Folgenden ohne explizite Nennung verwendet werden wird:

Lemma 3

Es seien A, B, C, D Punkte in der Ebene, wobei keine drei von ihnen auf einer Geraden liegen.
Schneidet die Strecke AB die Strecke CD, so liegen A und B auf verschiedenen Seiten der
Geraden CD durch C und D.

Lemma 4

Es sein € N,n > 4 gerade und P = P,P>...P,P; ein geschlossener Streckenzug von n
Strecken und i € {1,2, ..., n} beliebig gewahlt. Liegen P; und P;y3 auf der gleichen Seite
der Geraden durch P,y und Pi45, so wird die Kante P, 1P;+o von hochstens n — 4 anderen
Kanten geschnitten.

Beweis: O.B.d.A. diirfen wir annehmen, dass /i = 1 ist. Nehmen wir an, die Behauptung sei
falsch. Dann wiirde die Kante P, P5; von allen n—3 nicht mit ihr inzidierenden Kanten geschnitten.
Da P, und P; auf der gleichen Seite von P,P5 liegen, lage dann nach dem vorangegangenen
Lemma Ps als Endpunkt der P, P; schneidenden Kante P4 Ps auf der anderen Seite von P P; wie
P4, also auch Py; es folgte ferner nach dem gleichen Argument, dass P auf der gleichen Seite
von P, P; lage wie Py bzw. P;. So fortfahrend erhdlt man, dass jeder Punkt geraden Indexes
auf der gleichen Seite von P> P5 liegt wie Ps, also auch Py; insbesondere galte dies also fiir P,.
Dann allerdings konnte (nach der Umkehrung des vorangegangenen Lemma) die Kante P,P; die
Kante P, P nicht mehr schneiden, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht, dass die Kante
P> P3 von allen nicht mit ihr inzidierenden Kanten geschnitten wird. O

Betrachten wir nun einen Streckenzug P = P P>...P,P; und die Kante P> Ps. Liegen Py und Ps
auf verschiedenen Seiten von P, P3, so folgt nach aus dem vorangegangenen Lemma, dass P P;
nicht maximal oft geschnitten wird. Liegen P, und P, nicht auf der gleichen Seite von P, P3,
kénnen sich P3P, und PP, nicht schneiden. In beiden Fillen wird also ein Schnitt eingebiiBt.
Dies kann nun auch auf eine weitere Kante P;P;; und die Punkte P;_1, Py Ubertragen werden;
jedoch konnte ich keine Aussage dariiber treffen, welche EinbuBen ich beim Durchlaufen dieses
Argumentes fiir alle Kanten mehrfach zahle. Daher enden dieser Ansatz und meine Arbeit hier.

O
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