Bundeswettbewerb Mathematik 2005, 2. Runde, Aufgabe 4
(bitte angepasste Bezeichnungen beachten)

Fiir eine natiirliche Zahl n > 3 sei A (n) die maximale Anzahl der Selbstiiber-
schneidungen von geschlossenen Streckenziigen Py P;...P, 1 Py, bei denen keine drei der
Eckpunkte auf einer Geraden liegen.

Man beweise:

a) Wenn n ungerade ist, gilt A (n) = M

—4

b) Wenn n gerade ist, gilt A (n) = nin—4) + 1.
Erliuterung: Eine Selbstiiberschneidung eines Streckenzugs ist ein (nicht geord-

netes) Paar von zwei verschiedenen und nicht benachbarten Strecken, die sich schnei-

den.

Lésung von Darij Grinberg:

1. Vorbetrachtungen

Wir fiihren einige Schreibweisen ein, die fiir die Losungen der Aufgabenteile a) und
b) gleichermafien gelten:

Wir werden in den Indizes modulo n rechnen. Das heifit, wir bezeichnen fiir jede
ganze Zahl x mit ¥ den Rest der Zahl z bei der Division durch n, und definieren fiir jede
ganze Zahl x die Ecke P, als die Ecke P;. Unter anderem ist dann P, = Py, P,y = P,
P_; = P, 4, und allgemein gilt fiir zwei ganze Zahlen u und v die Gleichung P, = P,
genau dann, wenn u = v mod n ist.

Eine weitere Abkiirzung wird uns sehr dienlich sein: Wir sagen, zwei Strecken des
Streckenzugs Py P;...P,_1 Py schneiden sich echt, wenn sie sich schneiden, dabei aber
nicht zusammenfallen und nicht zueinander benachbart sind. Dann ist eine Selbstiiber-
schneidung des Streckenzugs PyP;...P,_1F, ein Paar von zwei Strecken, die sich echt
schneiden.

Fiir jedes ganze 7 sei d; die Anzahl aller Strecken des Streckenzugs FyP;...P, 1 Fp,
welche die Strecke P, P;,; echt schneiden, also die Anzahl aller Strecken des Strecken-
zugs Py Py ...P,_1 Py, welche die Strecke P, P; 1 schneiden, auler der Strecke P, P, selber
und den beiden zu ihr benachbarten Strecken.

Ferner sei d (PyP;...P,—1 ) die Anzahl aller Selbstiiberschneidungen des Strecken-
zugs Py Py ...P,_1 Py, also die Anzahl aller Paare von Strecken des Streckenzugs Py P;... P, 1 P,
die sich echt schneiden. Die Zahl A (n) ist dann definiert als der grofitmogliche Wert,
den die Zahl d (PyP;...P, 1 Fy) annehmen kann.

Wir zeigen eine simple kombinatorische Aussage:

Hilfssatz 1.1: Es gilt

do+dy+ ...+ dpy

d(PyP,...Py 1 Py) = 5

Beweis: Fiir jedes ganzzahlige ¢ ist d; die Anzahl aller Strecken des Strecken-
zugs PyP;...P,_1F,, welche die Strecke P;P;,; echt schneiden. Daher zihlt die Summe
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do+dy+...+d,_1 alle Paare von Strecken des Streckenzugs PyP;...P,_1 Py, die sich echt

schneiden, und zwar jedes solche Paar genau zweimal. Damit ist dg +dy + ... +d,,_1 =
do+dy+ ...+ d,_ o .
24 (PyPy...Py 1 Fy), also d (PyPy...Py 1 Py) = 00 +2 T %1 ind somit st Hilfs-

satz 1.1 bewiesen.

2. Das konvexe n-Eck AyA;...A,,_1

Bevor wir zu den Losungen der einzelnen Aufgabenteile kommen, fithren wir eine
Konstruktion ein, die fiir beide Aufgabenteile wichtig sein wird:

Sei ApA;...A,_1 ein konvexes n-Eck. (Dabei rechnen wir wieder in den Indizes
modulo n; das heifit, die Ecke A, soll gleich der Ecke A sein.)

Seien A; und A; zwei verschiedene Ecken des n-Ecks AgA;...A,_;. Dann zerlegt die
Diagonale A;A; des n-Ecks die Ebene in zwei (offene) Halbebenen; in einer davon liegen
j — i Seiten des n-Ecks, und in der anderen liegen n — j — i Seiten. Wir bezeichnen
diese zwei Anzahlen j —i und n — j — i als die Spaltungszahlen der zwei Ecken A;
und A; des n-Ecks ApA;...A,_1.

Fiir ein beliebiges ganzes i werden die Ecken A; und A;,; des n-Ecks AgA;...A, 1
als Nachbarecken bezeichnet. Nachbarecken sind also benachbarte Ecken des n-

Ecks AgA;... A, _1, nicht zu verwechseln mit benachbarten Eckpunkten des Streckenzugs
PyP,..P,_1 P.

3. Losung von Aufgabenteil a)

Zuerst werden wir Aufgabenteil a) 16sen. Wir nehmen also an, dafl die Zahl n
ungerade ist.

3a. Die obere Schranke

Betrachten wir zunéchst einen beliebigen Streckenzug Py P;...P, 1 Fy, fiir den gilt,
daf keine drei von seinen Eckpunkten auf einer Geraden liegen. Wir zeigen dann:

Hilfssatz 3.1: Fiir jedes ganze i gilt d; < n — 3.

Beweis: Die Zahl d; ist die Anzahl aller Strecken des Streckenzugs Py P;...P,_1Fy,
welche die Strecke P;P;,; echt schneiden. Nun hat der Streckenzug n Strecken, und
davon kénnen nur n — 3 die Strecke P;P;,; echt schneiden (denn die Strecke P;P; q
selber sowie die beiden zu ihr benachbarten Strecken schneiden die Strecke P; P, 1 nicht
echt). Damit kann die Zahl d; also hochstens gleich n — 3 sein. Damit ist Hilfssatz 3.1
bewiesen.

Nach Hilfssatz 1.1 und Hilfssatz 3.1 gilt

n mal
do+di+ ...+ d,_ n—3)+n—-3)+..+ n—3) nn-—3
d(PoPL. Py 1 Py) = 20 12 1§( )+ ( 2) ( ) _ (2 )

3b. Die untere Schranke



Nun betrachten wir unser konvexes n-Eck AgA;...A,_1. Wir definieren jetzt einen
Streckenzug Py P;...P,_1F,, indem wir

2
fiir jedes ganze i setzen. (Dies ist moglich, denn da n ungerade ist, ist n — 1 gerade und
n _
daher eine ganze Zahl.) Dies ist ein wohldefinierter geschlossener Streckenzug,
n—1 n—1
denn wenn i = j modn ist, gilt auch 1= 5 jmodn.

[Auf Fig. 1 ist der Fall n = 7 dargestellt. Der Streckenzug PyP;... P, 1Py wird von
den roten Strecken gebildet.]

A0=P0

A6=P2

A5:P4

Fig. 1

Wir zeigen zunéchst:

Hilfssatz 3.2: Die Ecken Fy, P, ..., P, 1 des Streckenzugs FPyP;...P, 1F, sind
paarweise verschieden; mit anderen Worten: Gilt fiir zwei ganze Zahlen ¢ und j die
Gleichung P; = P;, dann muf} ¢ = j mod n sein.

Beweis: Wenn P; = P; gilt, dann ist An_1; = An_s; (denn P, = An_1; und P; =

n—1 n—1. 1. n-1

. , . . n— .
Aanlj), also 5= 5 jmodn; das heifit, die Zahl IR ist durch

teilerfremd zu n (denn ein gemeinsamer Teiler von

n—1

n teilbar. Nun ist n-

und n wiirde auch n — 1 teilen, er wire damit ein gemeinsamer Teiler von n — 1

und n, doch der einzige gemeinsame Teiler von n — 1 und n ist 1). Da die Zahl
-1 -1 —1
n 5 i 5 j= n 5 (1 — j) durch n teilbar ist, muf also auch die Zahl ¢ — j durch




n teilbar sein; damit ist ¢ = j mod n. Somit ist Hilfssatz 3.2 bewiesen.

Da laut Hilfssatz 3.2 die n Eckpunkte Fy, Py, ..., P,_1 des Streckenzugs Py P;...P, 1 Fy
paarweise verschieden sind, sind diese Eckpunkte alle n Ecken des konvexen n-Ecks
ApA;y...A,_1; daher liegen keine drei von diesen Eckpunkten auf einer Geraden.

Nun werden wir die wichtigste Eigenschaft unseres Streckenzugs FyP;...P, 1P,
nachweisen:

Hilfssatz 3.3: Seien PP, und P;P;;; zwei beliebige Strecken des Streckenzugs
PyP;...P,_1F,, die weder zusammenfallen, noch zueinander benachbart sind. Dann
schneiden sich die Strecken P; P, und P;FP;,; echt.

Bewets von Hilfssatz 3.3: Da die Strecken P; P, und P; P;; weder zusammenfallen,
noch zueinander benachbart sind, fillt keiner der Punkte P; und P;y; mit einem der
Punkte P; und P;;; zusammen.

Die beiden Punkte P; und P;,; sind, wie wir wissen, zwei Ecken unseres n-Ecks
ApAy...A,,_1, und zwar P; = AnT—l,L» und Py, = AnT—l(,H_l). Die Spaltungszahlen dieser

-1 -1 -1 -1
beiden Ecken sind die beiden Zahlen (i+1)— n 5 i="2 5 = n 5 und
—1 -1 -1 1
n— (i+1)— B i=n- Dl 5 = n ;— . Analog sind die Spaltungszahlen der
n—1 n+1

beiden Ecken P; und Pj;; ebenfalls gleich
Nun zerlegt die Diagonale PP, = AaniAnTa(i+1) des n-Ecks AgA;...A,_; die

und .

Seiten des

Ebene in zwei (offene) Halbebenen, und zwar liegen in einer davon o
+1

n-Ecks, und in der anderen liegen n Seiten (denn die Spaltungszahlen der Ecken P;

-1 1
n undn+

und P, sind ). Es ist nicht moglich, daf8 die Ecken P; und P;; beide

und

. . . . . n—
in einer von diesen zwei Halbebenen liegen, denn da sie die Spaltungszahlen

n+1 n—1

haben, miissten dann entweder Seiten des n-Ecks zwischen

oder

ihnen in der gleichen Halbebene liegen, und dazu kommen noch mindestens zwei Seiten,
die diese Ecken P; und Pj;; mit den "Grenz-Ecken" P; und P,;; verbinden (denn keine
von den Ecken P; und Pj;; féllt mit einer der Ecken P; und P;y; zusammen, d. h.

die Ecken P; und Pj4; liegen irgendwo zwischen den Ecken P, und P,.;); insgesamt
n—1 n+3

+ 2 = Seiten des n-Ecks in dieser Halbebene

miissten also mindestens

Seiten

n
liegen, was im Widerspruch dazu steht, dafl in der einen Halbebene nur

und in der anderen nur Seiten liegen.

Somit liegen die Ecken P; und P;; in verschiedenen Halbebenen beziiglich der Ger-
aden P, P, ;1. Analog zeigt man, dafl die Ecken P, und P, in verschiedenen Halbebenen
beziiglich der Geraden P;P;; liegen. Somit schneiden sich die Strecken P;P;;; und
P;P;.1. Und zwar schneiden sich diese beiden Strecken echt, da sie ja weder zusam-
menfallen, noch zueinander benachbart sind. Damit ist Hilfssatz 3.3 bewiesen.

Nun ist fiir jedes ganze ¢ die Zahl d; definiert als die Anzahl aller Strecken des
Streckenzugs PyP;...P,_1F,, welche die Strecke P;P;,; echt schneiden. Laut Hilfssatz
3.3 sind dies alle n Strecken des Streckenzugs, bis auf die Strecke P;P;,; selber und



die beiden zu ihr benachbarten Strecken. Es sind also insgesamt n — 3 Strecken; damit
haben wir d; = n — 3. Nach Hilfssatz 1.1 ist damit

n mal
do+dy+..+dy s (—3)+n—-3)+..+(n—-3) nn-3
d(PyPy...Py 1 Py) = ——— 5 1_ =3+ 2) (n=3 _ <2 ).

Insgesamt haben wir also gezeigt, daf§ fiir jeden Streckenzug Py P;...P, 1Py gilt:

~3
d(PyP...Py 1 Py) < 7 =3) 1 ein Beispiel fitr einen Streckenzug PyPy...Py 1 Py

-3 -3
konstruiert, fiir den d (PyPy...P,_1Fy) = M gilt. Damit ist M der grofit-

mogliche Wert, den die Zahl d (PyP;...P,—1F) annehmen kann. Das heiit, A (n) =
n(n—3)

5 Damit ist Aufgabenteil a) gelost.

4. Lésung von Aufgabenteil b)

Nun wenden wir uns dem Aufgabenteil b) zu. Wir nehmen also an, die Zahl n sei
gerade. Dies hat zur Folge, dafl, wenn eine ganze Zahl x gerade ist, auch jede ganze
Zahl y, fiir die x = ymodn gilt, gerade sein muf, und entsprechend, wenn eine ganze
Zahl x ungerade ist, auch jede ganze Zahl y, fiir die x = y modn gilt, ungerade sein
muf}. Daher kénnen wir im folgenden von geraden und ungeraden Indizes (modulo n)
sprechen.

4a. Die obere Schranke

Betrachten wir wieder zunéchst einen beliebigen Streckenzug Py P;...P, 1 Py, fiir den
gilt, dafl keine drei von seinen Eckpunkten auf einer Geraden liegen.

FEine Strecke P;P;,, unseres Streckenzugs Py P;...P, 1Py heifle grof3, wenn sie alle
Strecken des Streckenzugs PyP;...P,_1 Py schneidet. Dann gilt erstmal:

Hilfssatz 4.1: Fiir jedes ganze ¢ gilt d; = n — 3, wenn die Strecke P, P, grof} ist,
und d; < n — 4, wenn nicht.

Beweis: Die Zahl d; ist die Anzahl aller Strecken, die die Strecke P; P, schneiden,
aufler der Strecke P, P;,; selber sowie den beiden zu ihr benachbarten Strecken. Da der
Streckenzug n Strecken hat und 3 davon nicht gezihlt werden, kann die Zahl d; also
hochstens gleich n — 3 sein.

Wenn die Strecke P, P, grof ist, dann ist die Zahl d; auch tatséichlich gleich n — 3,
denn sie wird von allen Strecken geschnitten. Wenn die Strecke P, P, nicht grof§ ist,
dann wird sie von einer der Strecken nicht geschnitten, und zwar ist dies weder die
Strecke P; P, selber, noch eine der beiden zu ihr benachbarten Strecken (denn diese
Strecken schneiden die Strecke P;P;.; immer) - also muss es eine der iibrigen n — 3
Strecken sein, und damit ist die Zahl d; hochstens gleich (n —3) — 1 =n — 4.

Damit ist Hilfssatz 4.1 bewiesen.

Nun zeigen wir einen wesentlicheren Sachverhalt:

Hilfssatz 4.2: Der Streckenzug Py P;...P,_1 Py kann hochstens zwei grofie Strecken
enthalten.

Beweis: Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis: Nehmen wir an, der Streckenzug
PyP;...P,_1 Py enthalte mindestens drei paarweise verschiedene grofle Strecken. Seien
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diese Strecken P;P;yq, PjPj;1 und PyP;. ;. Wiren diese drei Strecken PP, P;Pj1
und PP, paarweise benachbart, dann wiirden sie ein Dreieck bilden, und damit
wire unser gesamter Streckenzug Py P;...P,_1 P, ein Dreieck; dies kann aber nicht sein,
denn die Anzahl n der Strecken mufl gerade sein. Also kénnen die Strecken P;P;,q,
P;Pj1 und PP nicht paarweise benachbart sein; das heifit, mindestens zwei von
diesen Strecken sind nicht benachbart. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dafl die Strecken P, P;;; und P;P;; nicht benachbart sind. Folglich schneiden
sich die Strecken PP,y und P;P;;; in einem inneren Punkt'. Sei O dieser innere
Schnittpunkt der Strecken P, P ; und P;Pj.

Da die Strecke P;P;. 1 grof} ist, muB sie jede Strecke des Streckenzugs FyP;...P, 1 F,
schneiden; das heifit, fiir jedes ganze u gilt: Die Strecke P;P;.; schneidet die Strecke
P, P, 1. Daher liegen die Punkte P, und P,.; in verschiedenen Halbebenen beziiglich
der Geraden P, P;.; (aufler dem Fall, wenn einer der Punkte P, und P,,; mit einem der
Punkte P, und P,;; iibereinstimmt; dann liegt dieser Punkt auf der Geraden P; P, ;).
Wir erkennen also eine grundlegende Eigenschaft groflier Strecken: Zwei benachbarte
Ecken P, und P, des Streckenzugs PyP;...P,_1 P, liegen in verschiedenen Halbebenen
beziiglich der Geraden P;P;,; (aufler dem Fall, wenn eine von diesen beiden Ecken mit
einem der Punkte P, und P, iibereinstimmt).

Nun fithren wir eine vereinfachende Bezeichnungsweise ein:

Unter den Zahlen ¢ und 7 + 1 ist eine ungerade und eine gerade. Sei i; die ungerade
und iy die gerade unter diesen Zahlen, und sei [; = P, und I, = F;,. Dann sind die
Punkte I; und I nichts anderes als die Punkte P, und P,,;, womoglich in anderer
Reihenfolge. Folglich ist die Strecke ;15 nichts anderes als die Strecke P; P, ;.

Analog bezeichnen wir mit j; die ungerade und mit j, die gerade unter den Zahlen
jund j+1, und setzen J; = P;, und J; = Pj,. Dann ist die Strecke J;.J> nichts anderes
als die Strecke P;P;;;. Genauso bezeichnen wir mit k; die ungerade und mit k, die
gerade unter den Zahlen £ und £+ 1, und setzen K; = Py, und K5 = Fj,. Dann ist die
Strecke K7 K, nichts anderes als die Strecke PyPj..

Nun betrachten wir die beiden abgeschlossenen Halbebenen, in die die Gerade
P;P; ., die Ebene unterteilt. Von diesen beiden Halbebenen bezeichnen wir diejenige,
die den Punkt P; 5 enthilt, mit F;", wenn die Zahl i gerade ist, und mit E;, wenn
die Zahl i ungerade ist.> Die andere von den beiden Halbebenen bezeichnen wir
entsprechend mit £, wenn die Zahl i gerade ist, und mit E;", wenn die Zahl i ungerade
ist. Nun werden wir zeigen:

Hilfsaussage 4.2.1: Fiir jede ganze Zahl r gilt: Wenn r gerade ist, dann gilt
P, € B}, und wenn r ungerade ist, dann gilt P, € E; .

Beweis von Hilfsaussage 4.2.1: Wir beweisen Hilfsaussage 4.2.1 durch vollstéindige
Induktion nach r. Dabei reicht es aus, nur die Zahlen

re{i+2;i+3; .;i+n—1;,i+n; i+n+1}

zu betrachten, weil wir in den Indizes modulo n rechnen.

!Denn sie schneiden sich, da sie als grofie Strecken jede Strecke schneiden, und der Schnittpunkt
ist ein innerer Punkt beider Strecken, denn wiire er Endpunkt beider Strecken, dann wiirden diese
Strecken zueinander benachbart sein, was wir ja ausgeschlossen haben, und wire er innerer Punkt
einer Strecke und Endpunkt der anderen, dann wiirde damit dieser Endpunkt mit zwei anderen Ecken
des Streckenzugs PyP;...P,_1 Py auf einer Geraden liegen, doch laut Aufgabenstellung diirfen drei
Ecken des Streckenzugs PyP;...P,_1 Py nicht auf einer Geraden liegen.

’Diese Halbebene ist eindeutig definiert, denn der Punkt P; 5 liegt nicht auf der Geraden P;P; .
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Induktionsanfang: Fiir r = ¢ + 2 ist alles klar: Wenn die Zahl i + 2 gerade ist,
dann ist auch i gerade, und damit liegt der Punkt P, in der Halbebene E;'; wenn die
Zahl ¢ + 2 ungerade ist, dann ist auch ¢ ungerade, und damit liegt der Punkt P;,5 in
der Halbebene E; . Somit ist fiir » = ¢ + 2 die Hilfsaussage 4.2.1 erfiillt.

Induktionsschritt: Angenommen, Hilfsaussage 4.2.1 gelte fiir eine ganze Zahl r
mit i +2 < r < i+n+ 1. Das heifit, es gilt P. € E;', falls r gerade ist, und P, € E;,
falls r ungerade ist. Wir miissen zeigen, dafl Hilfsaussage 4.2.1 auch fiir die Zahl r + 1
gilt, d. h., da8 P, € E; gilt, falls r+1 gerade ist, und P,,; € E; , falls r+ 1 ungerade
ist.

Um dies zu beweisen, unterscheiden wir drei Félle:

Fall 1: Die Zahl r ist gerade und r + 1 < ¢ + n. Dann ist laut Induktion-
sannahme P, € E:r . Nun sind die Punkte P, und P,,; zwei benachbarte Ecken des
Streckenzugs Py P;...P,_1F,. Sie liegen also in verschiedenen Halbebenen beziiglich der
Geraden P;P;,; (auler dem Fall, wenn eine von ihnen mit einem der Punkte P; und P;
iibereinstimmt, doch dieser Fall ist wegen i + 2 < r und r + 1 < i 4+ n ausgeschlossen).
Da P, € Ef ist, muf} also P, 41 € E; sein. Da andererseits die Zahl r gerade ist, muf3
die Zahl r +1 ungerade sein. Somit ist die Zahl 41 ungerade, und F,;; € E;; folglich
ist Hilfsaussage 4.2.1 fiir die Zahl r 4+ 1 im Fall 1 giiltig.

Fall 2: Die Zahl r ist ungerade und r + 1 < ¢+ n. Dann ist laut Induktionsan-
nahme P, € E; . Analog zum Fall 1 zeigen wir, dafl dann P,,; € E;" ist, und da dabei
r+ 1 gerade ist (denn r ist ungerade), ist dadurch Hilfsaussage 4.2.1 fiir die Zahl r + 1
im Fall 2 als giiltig nachgewiesen.

Fall 3: Esgilt r+1>7¢+n. Wegenr <it+n+1,alsor+1<i+n+2istin
diesem Fall die Zahl r + 1 eine von den Zahlen 7 +n und ¢ 4+ n + 1. Damit ist entweder
P4y =P, =P, oder P..y = Py y1 = P11 (denn wir rechnen in den Indizes modulo
n); somit ist der Punkt P,,; einer der beiden Punkte P, und P;;;, und liegt daher in
beiden abgeschlossenen Halbebenen, in die die Gerade P, P, die Ebene unterteilt, also
sowohl in der Halbebene E;", als auch in der Halbebene E; . Damit ist Hilfsaussage
4.2.1 fiir die Zahl r + 1 im Fall 3 wahr.

Damit ist Hilfsaussage 4.2.1 fiir die Zahl r + 1 in allen Féllen gezeigt, d. h. der
Induktionsschritt ist komplett. Somit ist Hilfsaussage 4.2.1 bewiesen.

Da die Zahl j; ungerade ist, mufl nach Hilfsaussage 4.2.1 der Punkt J; = P;, in der
Halbebene E; beziiglich der Geraden I,/ liegen. Analog liegt der Punkt K; in der
Halbebene £, , und die Punkte J; und K, liegen in der Halbebene Ef . Ferner konnen
wir analog zu den Halbebenen E;" und E; zwei abgeschlossene Halbebenen E;r und E;
beziiglich der Geraden .J;J; definieren, sodafl die Punkte I; und K; in der Halbebene
E; und die Punkte J; und Kj in der Halbebene E} liegen®. Schlielich kénnen wir
genauso zwei abgeschlossene Halbebenen E;" und E, beziiglich der Geraden KK,
definieren, sodafl die Punkte I; und J; in der Halbebene E,” und die Punkte I, und J,
in der Halbebene E;" liegen.

3Die Definition dieser Halbebenen ist die gleiche wie bei den Halbebenen E;" und E; , nur muss
man iiberall den Index ¢ durch den Index j ersetzen. Analog zum Beweis von Hilfsaussage 4.2.1 ergibt
sich dann, daf fiir jedes gerade r gilt: P, € Ej, und fiir jedes ungerade r gilt: P. € E;.



Fig. 2

(Siehe Fig. 2.) Wie wir wissen, schneiden sich die Strecken I3l = P;P;;; und
J1Jo = P;Pj1; in einem inneren Punkt O. Die Geraden [;1; und J;J; zerlegen die
Ebene in vier Winkelfelder, ndmlich die Winkelfelder I0.J;, J1015, I,0.J; und JoO1;.
Das Winkelfeld 7;0.J; ist der Schnitt der Halbebenen £, und EJ’ (denn die Halbebene
E. hat die Gerade I1/o = 1O als Grenzgerade und enthilt den Punkt J;, und die
Halbebene EJ_ hat die Gerade .J;Jo = J;0 als Grenzgerade und enthilt den Punkt
I); damit liegt der Punkt K; in diesem Winkelfeld (denn dieser Punkt K; liegt in
beiden Halbebenen FE; und Ej ). Folglich schneidet die Gerade K; K, das Winkelfeld
I,OJ; (und zwar schneidet sie dieses Winkelfeld in mehr als nur seinem Scheitelpunkt
O - denn der Punkt K; kann nicht mit dem Punkt O zusammenfallen, da er sonst
mit den Punkten I; und I, auf einer Geraden liegen wiirde, was der Aufgabenstellung
widerspricht). Analog zeigt man, dafl die Gerade K7 K5 das Winkelfeld 1,0 .J; schneidet
(ebenfalls in mehr als nur dem Punkt O). Nun liegen die Punkte /; und J; in ver-
schiedenen Halbebenen beziiglich der Geraden K; K5 (und zwar liegt der Punkt /; in
der Halbebene E, und der Punkt J, in der Halbebene E;); also schneidet die Gerade
K, K, die Strecke [;.Js. Damit schneidet die Gerade KK, das Winkelfeld J,O1; (und
zwar ebenfalls in mehr als nur seinem Scheitelpunkt O - denn die Strecke I,.J5 geht
nicht durch den Punkt O). Analog schneidet die Gerade K; Ky das Winkelfeld J;015
(gleichfalls in mehr als nur seinem Scheitelpunkt O).

Somit schneidet die Gerade KK, alle vier Winkelfelder I10J;, J;015, I,0Js; und
JoO14. Dies ist aber nur moglich, wenn diese Gerade KK, mit einer der beiden Ger-
aden Il und J;Jo zusammenfillt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen
wir an, dal die Gerade KK, mit der Geraden [, zusammenfillt. Mit anderen
Worten: Die Gerade Py Py fillt mit der Geraden P;P;,; zusammen. Daher muss auch



die Strecke PyPi1 mit der Strecke P;P,,; zusammenfallen (denn zwei verschiedene
Strecken des Streckenzugs Py P, ... P,_1 Py konnen nicht entlang einer gemeinsamen Ger-
aden verlaufen, weil sonst mindestens drei Ecken des Streckenzugs auf einer Geraden
liegen wiirden, und das ist ja laut Aufgabenstellung ausgeschlossen). Dies fiihrt aber zu
einem Widerspruch, da wir die Strecken PPy, PjP;i1 und PyPy; als drei paarweise
verschiedene grofle Strecken definiert haben.

Somit muss unsere Annahme, der Streckenzug Py P;...P,_1F, enthalte mindestens
drei paarweise verschiedene grofle Strecken, falsch sein, und Hilfssatz 4.2 ist damit
bewiesen.

Aus Hilfssatz 4.1 und Hilfssatz 4.2 folgt, dal die Summe dy+d; +...+d,,_1 hochstens
zwel Summanden enthiilt, die gleich n — 3 sind, und alle anderen (mindestens n — 2)
Summanden < n — 4 sind (denn der Streckenzug Py P;...P, 1 Py enthilt nach Hilfssatz
4.2 hochstens zwei grofie Strecken, die dann laut Hilfssatz 4.1 jeweils einen Summanden
gleich n — 3 ergeben, und alle anderen Strecken ergeben nach Hilfssatz 4.1 Summanden
< n —4). Das heifit, in der Summe dy + d; + ... + d,,_; sind alle Summanden < n — 3,
und mindestens n — 2 von diesen Summanden sind sogar < n — 4.

Wir haben also

n—2 mal
7\

Ve

do+di4..+dpy < M=3)+n=3)+m—-4+m—4)+..+n—4)
= 2n-3)+(n—2)(n—4)=(2n—6)+ (n* —6n+8) =n>—4dn +2,

nach Hilfssatz 1.1 also

do+di+...+dyy _n*—4n+2 nn—4)+2 n(n—4)
2 : 2 - 9 =— 5 T

d(PyPy..P,1PRy) =
4b. Die untere Schranke
Nun betrachten wir wieder unser konvexes n-Eck AyA;...A,,_1. Wir definieren nun
einen Streckenzug Py P;...P, 1 F, folgendermaflen:
Fiir jedes ganze © mit 0 < 7 < n setzen wir

A<271)i, wenn 0 <1 < ﬁ;
P, = ; n_ . °
Al—(g—l)i’ wenn 5 <1< n.

(Dies ist moglich, denn da n gerade ist, ist " eine ganze Zahl.) Damit haben wir alle

Ecken Py, P4, ..., P%_l, P%, P%H, ...y P,_1 des Streckenzugs Py P;...P, 1 Py festgelegt.
Wir zeigen zunéchst:



A2:P1

A3:P5

A5= P4

Fig. 3

Hilfssatz 4.3: Die Ecken Py, P, ..., P,_; des Streckenzugs FyP;...P,_1Fy sind
paarweise verschieden; mit anderen Worten: Gilt fiir zwei ganze Zahlen i und j die
Gleichung P; = P;, dann muf} i = j mod n sein.

Beweis: Angenommen, fiir zwei ganze Zahlen 7 und j gilt P, = P;. Betrachten wir
die Reste 7 und j der Zahlen i bzw. j bei der Division durch n. Dann ist 0 < 7 < n
und 0 < j < n.

Da wir in den Indizes modulo n rechnen, gilt P, = P; und P; = P;; aus P, = P;
folgt also P; = P;.

Nun unterscheiden wir vier Fa’%le: n

Fall 1: Es gilt 0 < i < B und 0 < j < 5 Dann ist P = A(ﬁfl); und

2
P = A(g—1)3' Aus P; = P; folgt also A(g—1){ = A(g—1)j
(g — 1) jmodn. Somit ist die Zahl <g — 1) i— (— — 1) J durch n teilbar. Damit ist
diese Zahl auch durch g teilbar. Doch die Zahlen g — 1 und g sind teilerfremd (als

. Daher ist (g _ 1)% —

|3

zwei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen). Da die Zahl <g — 1) i — (g — 1)} =

(g — 1) (Z — 5) durch g teilbar ist, muf also auch die Zahl i — j durch g teilbar sein.

Doch wegen 0 < i < g und 0 < j < g ist —g <i—j< g; die Zahl 7 — j kann also nur

dann durch g teilbar sein, wenn sie 0 ist. Also ist i — j = 0, daher ¢ = j. Das heif}t,

die Zahlen 7 und j lassen den gleichen Rest bei Division durch n. Mit anderen Worten:
1 = jmodn.
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Fall 2: Es gilt 0 < 7 < g und g < j < n. Dann ist P = (E i und
2

P = A _ (2-1)5" Aus P = P folgt also A(n )i = Al,(%,l)ja also <ﬁ_ ) =

J (A
1-— (5 — 1) jmodn. Das heifit, die Zahl <§ — 1) (1 — (g — 1) j) ist durch n
teilbar. Nun ist

G-0-(-G-17) = G-1)i-1+ (517
- (g—1> (i+7)—1.
Also muf3 die Zahl <§ — 1) (5—1—3) — 1 durch n teilbar sein. Wiére die Zahl g -1

gerade, dann wire die Zahl (5 — 1) (5—1—3) — 1 ungerade, und konnte daher nicht
durch n teilbar sein (weil n gerade ist, und eine ungerade Zahl nie durch eine gerade
teilbar ist). Daher muf} die Zahl g — 1 ungerade sein. Folglich ist die Zahl g gerade.

n
Wir kénnen sie also in der Form 5= 2w darstellen, wobei w eine natiirliche Zahl ist.

Dann ist n = 4w. Somit ist

(g”) (%+1)+1=<(§)2—1>“=(%>2=<2w>2=4w2=w-4w=w.n.

Damit ist die Zahl (5 — 1) (5 + 1) +1 durch n teilbar. Doch auch die Zahl (5 — 1) (5 + 5) —

1 ist durch n teilbar. Damit ist die Summe dieser beiden Zahlen, also die Zahl

(G- G+ )+ (G- -1)
- GG E ) =G (G )+ E+D).

auch durch n teilbar. Nun sind die Zahlen - — 1 und n teilerfremd (denn wegen

(g—l) <g+1)+1:w~nist1:w~n—<g—l> (g—i—l),undsomitmﬁsste

ein gemeinsamer Teiler der Zahlen " 1 und n auch die Zahl 1 teilen). Da die Zahl
(g — 1) ((g + 1) + (Z + 5)) durch n teilbar ist, muf} also die Zahl (g + 1) + (5 + 3)
durch n teilbar sein. Nun haben wir aber 0 < 7 < g und B < j < n; wegen der
Ganzzahhgkelt der Zahlen 7, j, — 5 " und n konnen wir diese belden Ungleichungen zu 0 <
i < 5 —1 und — < j < n— 1 verschirfen. Addition dieser beiden Ungleichungsketten
ergibt 0+ 5 <i4+j< (5 — 1) +(n—1), also g <i+j< 3771—2. Addieren wir nun

n
noch — + 1 zu dieser Ungleichungskette, so erhalten wir

n n n - = n 3n

n 1) L (- 1) 47 <<_ 1) o), 1

<2+ +t3 < (g + (i+7j) < 5 1)+ (35 also
n+1 < <g+1)+(€+j)§2n—1.

11



Daher kann die Zahl (g + 1) + (i + j) nicht durch n teilbar sein, und wir haben einen

Widerspruch erhalten. Somit kann Fall 2 nie eintreten.
Fall 3: Es gilt P ei<nund0< j < g Dieser Fall geht in Fall 2 iiber, wenn

man die Zahlen ¢ und j vertauscht, und kann damit auf die gleiche Weise wie Fall 2
zum Widerspruch gefiihrt werden.
Fall 4: Es gilt - <i<nund 5 < <n Dannist P} = A, ); und P; =
2

. Aus P; = P; folgt also Al_( . = A1—(g—1)j' Daher ist 1 — (g — 1) 1=

Al—(g—1)3 2-1)i
n — n - n - ..

1-— (5 — 1) Jmodn, also (5 — 1) 1= <§ — 1) jmodn. Daraus folgt wie im Fall 1,

daB die Zahl 7 — j durch g teilbar ist. Doch wegen g < i < n und g < j < mnist

—g <i—j< g; die Zahl i — j kann also nur dann durch g teilbar sein, wenn sie 0

ist. Also ist ¢ — j = 0, daher i = j. Das heifit, die Zahlen i und j lassen den gleichen
Rest bei Division durch n. Mit anderen Worten: ¢ = j mod n.

Wir haben also gezeigt, dafl in den Féllen 1 und 4 die Kongruenz ¢ = j mod n gilt,
wihrend die Falle 2 und 3 nicht eintreten kénnen. Also mufl ¢ = jmodn gelten, und
damit ist Hilfssatz 4.3 bewiesen.

A5:P2

Fig. 4

Da laut Hilfssatz 4.3 die n Eckpunkte Py, Py, ..., P,_1 des Streckenzugs Py P;...P, 1 P
paarweise verschieden sind, sind diese Eckpunkte alle n Ecken des konvexen n-Ecks
AgA;...A,_1; daher liegen keine drei von diesen Eckpunkten auf einer Geraden.

12



[Fig. 3 zeigt den Fall n = 6, und Fig. 4 zeigt den Fall n = 8. Der Streckenzug
PyPy...P,_ 1Py wird jeweils von den roten Strecken gebildet.]
Nun zeigen wir die Haupteigenschaft unseres Streckenzugs PyP;...P,_1Fy:

Hilfssatz 4.4: Sei i eine ganze Zahl mit 0 < ¢ < n. Dann gilt d; = n — 3, wenn

n
i=——1oderi=mn—1ist,und sonst d; >n —4. *

2
Beweis: Zuerst berechnen wir die Spaltungszahlen derjenigen Ecken des n-Ecks

AgA;...A,_1, die durch eine Strecke des Streckenzugs Py P;...P,_1 P, verbunden sind.

e Ist i eine ganze Zahl mit 0 < i < g— 1, dann gilt P, = A(ﬂfl)i (denn 0 < i < g)
2

und P, = A(ﬂ_l)(iﬂ) (denn 0 < i+1< g) Daher sind die Spaltungszahlen
der Ecken P; und P, des n-Ecks AgA;...A,,_1 die zwei Zahlen

G )Er -G -
G (1) -

|3

—122—1 und
2

~

S
|3
|
—_
SN——~7~
I
®o|
_|_
—_

. n . n
. Inst i=g- 1, dann gilt P = Pz_y = A(g—l)(g—l) :nA(gﬁl)z (denn 0 < i 1<
5) und P = P(%fl)+1 = Pn = Al*(%*l)% (weil 5 < 5 < n). Damit sind die
Spaltungszahlen der beiden Ecken P; und P;,; des n-Ecks AgA;...A,_1 gleich

-G99G -1-G-03-G
G- G-0)-1-G- o

)
2

=1- (g — 1) (—1) (denn wir rechnen mit Resten modulo n)
n
)

3

e Ist ¢ eine ganze Zahl mit 5 < i < n-—1, dann gilt P, = Alf(ﬁfl)i (denn
2

n <i<mn)und Py = A1_<ﬂ_1)(i+1) (denn g < i+ 1 < n). Daher sind die
2
Spaltungszahlen der Ecken P; und P;,; des n-Fcks AgA;...A,_1 die zwei Zahlen

G -G99G G-Je

=— (g - 1) =n— (g - 1) (wir rechnen ja mit Resten modulo n)
= g +1= g +1 und

TG ) (G D) e (o) -5

4Tn Wirklichkeit gilt sonst sogar d; = n — 4, aber dies ist fiir uns irrelevant.
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. ) n
e Isti=n—1,dann gilt P, = P,_; = A1—(g—1)(n—1) (denn B <n-—1<mn)und
n
Pi+1 = P(n—1)+1 =P, =F = A(ﬁ_l).o = AO (Well 0<0< 5) Damit sind die
2
Spaltungszahlen der beiden Ecken P; und P;;; des n-Ecks AgA;...A, 1 gleich

0—<1—<g—¢)@p—n>:—1+<g—1)m—1)

=—1+ (g — 1) (—1) (denn wir rechnen mit Resten modulo n)
n noon
:—L«——Q:——:— d
2 22 "
n non
— —1—(——Q —1): _rn_n
n=0 ( ; =) =n=-5=3

Da zwei beliebige benachbarte Ecken des Streckenzugs PyP;...P,_ 1Py die Form P;
und P;;; haben, wobei ¢ eine ganze Zahl ist, fiir die entweder 0 < i < g — 1, oder

1= g— 1, oder g <i<n—1,oderi=n—1 gilt, echalten wir damit: Zwei benachbarte

Ecken des Streckenzugs FyP;...P,_1 Py haben entweder die Spaltungszahlen g — 1 und

n + 1, oder die Spaltungszahlen n und n

Nun kommen wir zum eigentlichen Beweis von Hilfssatz 4.4:

Sei P;Pj; eine beliebige Strecke von unserem Streckenzug FyP;...P,—1 Py, die weder
mit der Strecke P;P;,; zusammenfillt noch zu ihr benachbart ist. Das heifit: Keiner
der Punkte P; und P;; féllt mit einem der Punkte P; und P, zusammen.

n n
Da i eine ganze Zahl mit 0 < ¢ < n ist, gilt entweder 0 <7 < 5~ 1, oder i = 5~ 1,
n
oder 5 <i<mn—1, oder i =n — 1. Demnach unterscheiden wir zwei Fille:

Fall 1: Es gilt eine der Gleichungen i = " _1undi=n—1 Damn sind,
gemifl dem Obigen, die Spaltungszahlen der beiden Ecken P; und P;,; des n-Ecks
N n
AgA;y... A, gleich 5 und 5
Nun zerlegt die Diagonale P;P;,; die Ebene in zwei (offene) Halbebenen, und zwar

liegen in jeder davon g Seiten des n-Ecks (denn die Spaltungszahlen der Ecken P; und

P4 sind " und E). Es ist nicht mdoglich, daf§ die Ecken P; und P;i; beide in einer
von diesen zwei Halbebenen liegen, denn da sie benachbarte Ecken des Streckenzugs
PyP,...P,_1 P, sind, haben sie entweder die Spaltungszahlen g —1 und g + 1, oder die

Spaltungszahlen g und g; wiirden sie in einer Halbebene beziiglich der Diagonalen

P;P; ;1 liegen, miissten dann entweder n_ 1 oder g + 1 oder n Seiten des n-Ecks

zwischen ihnen in der gleichen Halbebene liegen, und dazu kommen noch mindestens
zwei Seiten, die diese Ecken P; und P;;; mit den "Grenz-Ecken" P; und P;;; verbinden
(denn keine von den Ecken P; und P; fillt mit einer der Ecken P, und P, zusammen,
d. h. die Ecken P; und Pj;; liegen irgendwo zwischen den Ecken P, und Pii);

n n
insgesamt miissten also mindestens (— —1) +2 = — 41 Seiten in dieser Halbebene

liegen, was im Widerspruch dazu steht, dafl in jeder der beiden Halbebenen beziiglich
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der Geraden P, P, ; nur n Seiten des n-Ecks liegen.

Somit liegen die Ecken P; und Pj;; in verschiedenen Halbebenen beziiglich der Ger-
aden P; P, ;. Folglich schneidet die Strecke P; P, die Gerade P, P;;;. Da die Punkte P,
Pit1, P; und Pj1; Ecken des konvexen n-Ecks AgA;...A,_; sind, mufl der Schnittpunkt
der Strecke PjPjy; mit der Geraden PP, innerhalb dieses n-Ecks liegen (da er ja
innerhalb seiner Diagonalen P;P;;; liegt), und damit liegt er auch innerhalb der Diag-
onalen P, P ;. Das heifit, die Strecken P, P, ; und P;P;;; schneiden sich. Mit anderen
Worten: Die Strecke PPy, wird von der Strecke P;P;; geschnitten.

Da wir die Strecke P;P;; definiert hatten als eine beliebige Strecke von unserem
Streckenzug Py P;... P, 1 Py, die weder mit der Strecke P; P;,, zusammenfillt noch zu ihr
benachbart ist, ergibt sich also: Die Strecke P;P;; wird von jeder Strecke von unserem
Streckenzug Py P;...P,_1 Py, die weder mit der Strecke P; P;,, zusammenfillt noch zu ihr
benachbart ist, geschnitten. Da es genau n — 3 solche Strecken gibt (der Streckenzug
PyP;...P,_1 P, hat n Strecken, und drei davon werden nicht gezéhlt, ndmlich die Strecke
P;P;;; und die beiden zu ihr benachbarten Strecken), gibt es also genau n — 3 Strecken
des Streckenzugs Py P;...P, 1P, welche die Strecke P, P, schneiden, die Strecke P; P;,
selber und die beiden zu ihr benachbarten Strecken nicht mitgezihlt. Da wir die Anzahl
aller solcher Strecken mit d; bezeichnet haben, ist also d; = n — 3.

Fall 2: Es gilt eine der Ungleichungen 0 <i < g— 1 und ~ <7 <n-—1.Dann
haben, gemifl dem Obigen, die beiden Ecken P; und P, des n-Ecks AgA;...A,,_1 die
Spaltungszahlen g — 1 und g + 1.

Nun zerlegt die Diagonale P; P, die Ebene in zwei (offene) Halbebenen, und zwar

liegen in einer davon g — 1 Seiten des n-Ecks, und in der anderen g + 1 Seiten (denn
die Spaltungszahlen der Ecken P; und P;;; sind g —1 und g +1). Bezeichnen wir mit
H~ die Halbebene, in der g — 1 Seiten des n-Ecks liegen, und mit H* die Halbebene,

in der g + 1 Seiten des n-Ecks liegen.

Nun nehmen wir an, die Strecke P;P;.; schneidet die Strecke P;P;;; nicht. Dann
miissen die Ecken P; und P;; in der gleichen Halbebene beztiglich der Geraden P; Py
liegen (denn wiirden sie in verschiedenen Halbebenen beziiglich der Geraden P,P;
liegen, konnte man mit dem gleichen Argument wie in Fall 1 schlielen, dafl die Strecke
P,P;; von der Strecke P;P;;; geschnitten wird). Nun hatten wir die beiden Halbebe-
nen, in die die Gerade P,P;,; die Ebene zerlegt, mit H™ und H~ bezeichnet; die Ecken
P; und P;;; miissen also beide in einer von diesen zwei Halbebenen H™ und H ™~ liegen.

Da diese Ecken P; und P;;; benachbarte Ecken des Streckenzugs Py P; ... P,—1 F sind,

haben sie entweder die Spaltungszahlen g — 1 und g + 1, oder die Spaltungszahlen g

und g; daher miissen entweder g — 1 oder g + 1 oder g Seiten des n-Ecks zwischen

ihnen in der gleichen Halbebene liegen, und dazu kommen noch mindestens zwei Seiten,
die diese Ecken P; und P;;; mit den "Grenz-Ecken" P; und P, verbinden (denn keine
der Ecken P; und P;; fallt mit einer der Ecken P, und P, ; zusammen, d. h. die Ecken
P; und P}y liegen irgendwo zwischen den Ecken P; und P44); insgesamt miissen also

mindestens (g — 1) +2= g + 1 Seiten in dieser Halbebene liegen. Daraus folgt, daf3
diese Halbebene die Halbebene H ist (denn die Halbebene H~ enthiilt nur g— 1 Seiten
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des n-Ecks). Da ferner die Halbebene H™ genau 2—}—1 Seiten des n-Ecks enthilt, miissen

die Ecken P; und P;j;; Nachbarecken der Ecken P; und P;i; des n-Ecks ApA;...A,—1
sein’, d. h. eine der Ecken P; und Pjy; ist eine Nachbarecke der Ecke P;, und die

andere ist eine Nachbarecke der Ecke P, ;. (Denn sonst wiirden aufler den mindestens
" 1 Seiten des n-Ecks zwischen den Ecken P; und P;;; mindestens dre: weitere
Seiten hinzukommen, die diese Ecken P; und P;; mit den "Grenz-Ecken" P; und P,
verbinden, was zur Folge hitte, daf§ die Halbebene H™ mindestens (g — 1) + 3 =

g +2> g + 1 Seiten des n-Ecks enthélt, was einen Widerspruch darstellt.)

Wir haben also gezeigt, dal die Ecken P; und P;y; Nachbarecken der Ecken F;
und P;;; des n-Ecks AgA;...A,_ sind und in der Halbebene H™" liegen. Nun hat die
Ecke P; des n-Ecks AgA;...A,_1 nur eine Nachbarecke, die in der Halbebene H™* liegt,
und genauso hat die Ecke P, nur eine Nachbarecke, die in der Halbebene H™ liegt.
Somit sind die Ecken P; und Pj;; bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt, d. h.
die Strecke P;P;.; ist eindeutig bestimmt. Folglich kann es nur eine Strecke P;P;
geben, die die Strecke P;P;,; nicht schneidet.

Nun ist die Zahl d; definiert als die Anzahl aller Strecken des Streckenzugs Py P;...P, 1 P,
welche die Strecke P; P;. 1 echt schneiden. Nun hat der Streckenzug Py P;...P,_1 P, genau
n Strecken; wenn wir die Strecke P,P;,; selber und die beiden zu ihr benachbarten
Strecken aufler Betracht lassen, haben wir immer noch n — 3 Strecken; unter diesen
kann es laut dem Obigen nur eine geben, die die Strecke P, P;;; nicht schneidet, und
die restlichen mindestens n — 4 Strecken miissen die Strecke P;FP;,; schneiden, und
zwar echt schneiden (denn wir haben die Strecke P,P;;; selber und die beiden zu ihr
benachbarten Strecken ausgeschlossen). Somit ist d; > n — 4.

Insgesamt haben wir also gezeigt: Wenn eine der Gleichungen ¢ = D tundi=n—1

gilt, ist d; = n — 3; wenn eine der Ungleichungen 0 < i < g — 1 und g <i<n-—1
gilt, ist d; > n — 4. Damit ist Hilfssatz 4.4 gezeigt.
Gemaéf Hilfssatz 1.1 ist damit

do+dy+ ... +dpy
2
(do+dy+ ...+ dy o) +day+ (do +dar + ... + dps) + dny

d(PyPy.. Py By) =

>

Nt D=+l T (1Dt t (1-Dt (3

= 2

) (g-l)(n—él)—i-(n—?))—i—(g-l)(n—4)+(n—3):2-(<g—1>(n—4)+(n—3)>
> >

B 2<g_1>(n_4)+2<”_3>_(n—2)(n—4)+2(n—3)_(n2—6n—|—8)—|—(2n—6)

B 2 B 2 B 2

P —4n+2 nn-4)+2 n(n-—4) .

N 2 N 2 - b

®Wie schon eingangs gesagt, sind "Nachbarecken" benachbarte Ecken des n-Ecks AgA;...A,_; und
nicht benachbarte Ecken des Streckenzugs PyP;...P,_1FP,.
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Nach dem Ergebnis von Abschnitt 4a gilt aber die umgekehrte Ungleichung: d (PyP;...P, 1 Fy) <
n =4 ) Somit mus d(PyP,...P,_\Py) = n(n -4

Insgesamt haben wir also gezeigt, daf fiir jeden Streckenzug FPyP;...P, 1P, gilt:
A(ByPy.. Py By < D)

+ 1 sein.

+1, und ein Beispiel fiir einen Streckenzug Py P;...P, 1Py

konstruiert, fiir den d (PyPy...P, 1P) = n(nT) + 1 gilt. Damit ist n(n—4) +1

der groftmogliche Wert, den die Zahl d (FPyP...P,_1Fy) annehmen kann. Das heifit,

—4
A(n) = nin—4) + 1. Damit ist Aufgabenteil b) gelost.
Somit ist die Aufgabe vollstindig gelost.
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