Bundeswettbewerb Mathematik 2005, 2. Runde, Aufgabe 3

Zwei Kreisek; undk, schneiden sich in zwei PunkténundB. Eine erste Gerade durch den PuBkt
schneide den Kreik, in einem vonB verschiedenen Punkt und den Kreik, in einem vonB
verschiedenen Punk& Eine zweite Gerade durch den PuBkschneide den Kreik; in einem vonB
verschiedenen Punkt und den Kreis; in einem vorB verschiedenen Punkt Dabei liege der Puni&
zwischen den Punkte@ und E sowie zwischen den Punkt&hundF.

Schlief3lich seietM undN die Mittelpunkte der Strecke@GE undDF.

Man beweise: Die Dreieck&CD, AEF und AMN sind zueinander ahnlich.

Fig. 1

Ldsung von Darij Grinberg:

Wir werden in der folgenden Losung orientierte Winkel modulo 180° verwenden. Einei et
und wesentliche Eigenschaften dieser Winkelart sind in [1] und [2] zu finderQdrstellung in [1] und
in [2] ist mehr oder weniger die gleiche).

Wir betrachten nur den Fall, wenn die PunkteundN beide von dem Puni® verschieden sind. Der
Fall, wenn einer von den Punkt&hundN mit dem PunkB tbereinstimmt, ist ein Grenzfall und kann
mithilfe der Stetigkeit aus dem allgemeinen Fall hergeleitet werdkernativ kann dieser Fall auch auf
eine zum allgemeinen Fall analoge Weise (teilweise mit dem Sehnentangenkelsatz anstelle des
Umfangswinkelsatzes) behandelt werden.

Da die Punkted, B, C undD auf einem Kreis liegen (namlich auf dem Kré&ig, gilt nach dem



Umfangswinkelsatz ACB = A ADB. Mit anderen WortenA. ACE = A ADF. Analog gilt

AAEC= AAFD. Daraus folgt nach dem gleichsinnigen WW-Ahnlichkeitssatz, daR die zvesé€ke
ACEundADF gleichsinnig &hnlich sind. Nun sind die PunkfieundN entsprechende Punkte in diesen
zwei gleichsinnig &hnlichen Dreieck&CE und ADF (denn sie sind die Mittelpunkte der
entsprechenden Seit€k bzw. DF). Bekanntlich bilden entsprechende Punkte in gleichsinnig &hnlichen
Dreiecken gleiche Winkel. Daher igt AMC = A AND. Da wir mit orientierten Winkeln modulo 180°
arbeiten, haben wit AMC = A AMBund A AND = A ANB; damit wird alsoA. AMB = A ANB. Nach
der Umkehrung des Umfangswinkelsatzes liegen also die Pénide M undN auf einem Kreis. Daraus
folgt, wiederum nach dem UmfangswinkelsatzAMN = A ABNund A ANM = A ABM. Andererseits
ist AABN= A ABDund A ABM = A ABC, schlie3lich gilt, da die Punktd, B, C undD auf einem
Kreis liegen, nach dem UmfangswinkelsatZABD = A ACDund A ABC = A ADC. Damit erhalten

wir AAMN = A ABN= AABD = AACDund AANM = A ABM= AABC= AADC. Nach dem
gleichsinnigen WW-Ahnlichkeitssatz folgt daraus, daR die Dreigdké und ACD gleichsinnig dhnlich
sind. Analog zeigt man, daf3 die Dreieck®IN und AEF gleichsinnig &hnlich sind. Somit sind die drei
DreieckeACD, AEFundAMN alle zueinander gleichsinnig ahnlich. Damit ist die Aufgabe gelost.
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