Bundeswettbewerb Mathematik 2005, 1. Runde, Aufgabe 1
(mit leicht verinderten Bezeichnungen)

Im Zentrum eines 2005 x 2005-Schachbretts liegt ein Spielwiirfel, der in einer Folge
von Ziigen iiber das Brett bewegt werden soll.

Fin legaler Zug besteht dabei aus folgenden drei Schritten:

— Man dreht den Wiirfel mit einer beliebigen Seite nach oben,

— schiebt dann den Wiirfel um die angezeigte Augenzahl nach rechts oder um die
angezeigte Augenzahl nach links und

— schiebt anschliefend den Wiirfel um die verdeckt liegende Augenzahl nach oben
oder um die verdeckt liegende Augenzahl nach unten.

Das erreichte Feld ist das Ausgangsfeld fiir den nichsten Zug.

Welche Felder lassen sich durch eine endliche Folge legaler Ziige erreichen?
Loésung von Darij Grinberg:

Vorbemerkung: Es ist unklar, ob bei dieser Aufgabenstellung vorausgesetzt wird,
dafl der Spielwiirfel (wie ein iiblicher Spielwiirfel) die Eigenschaft besitzt, dal Augen-
zahlen auf gegeniiberliegenden Seitenflichen jeweils zusammen 7 ergeben. Jedenfalls
werde ich in der folgenden Losung diese Voraussetzung nicht verwenden. Ich werde nur
verwenden, dafl die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 als Augenzahlen auf den Seitenfléichen
des Wiirfels angeordnet sind; wie genau sie angeordnet sind, wird keine Rolle spielen.

81. Einleitung

Ich werde beweisen: Jedes Feld des 2005 x 2005-Schachbretts lé8t sich durch eine
endliche Folge legaler Ziige erreichen.

Um diese Behauptung zu beweisen, werden wir sie erst in eine moglichst formale
Form bringen.

§2. Formalisation der Behauptung

Sei (A; A’; B; B'; C; (') eine Permutation der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6. Das
heifit, die Zahlen A, A’, B, B’, C' und C" sind nichts anderes als die Zahlen 1, 2, 3, 4,
5 und 6, aber (moglicherweise) in einer anderen Reihenfolge aufgelistet.

Sei J die Menge aller ganzen Zahlen n, fiir die —1002 < n < 1002 ist. Je zwei

Elemente v und v dieser Menge J bilden ein Paar, welches wir ( Z )-Vektor nennen,

und kurz mit ( g ) bezeichnen. Betrachten wir die Menge J? aller solcher Vektoren



(also Paaren von Elementen aus der Menge .J). Auf dieser Menge .J? werden Addition,
Subtraktion und S-Multiplikation folgendermaflen definiert:

(1)+(2) = (127
()-(0) - (=)
k(Z) = <z2‘> (fiir beliebiges k € Z),

wobei diese Operationen jeweils nur dann Sinn machen, wenn sie nicht aus dem Defi-
nitionsbereich, d. h. der Menge J? herausfiihren, d. h. wenn der entstehende Vektor

’ R,
< w v ) , < v- ) bzw. ( hu ) immer noch in der Menge .J? enthalten ist.!
v+ v—0 kv

Es sei angemerkt, daf§ fiir jeden Vektor ( Z > aus der Menge J? gilt:

()(0) = (o)=(0)
) = ) ()= (o= (=)

Weiterhin definieren wir die sogenannten legalen Abbildungen auf der Menge
J?%; und zwar sollen dies die Abbildungen sein, die einen Vektor ¢ € J? in die folgenden
Vektoren iiberfiihren:

A —A A —A
S e O A & I e )

(3) w(F) (A ()
(B) (@) (B (B)
(5 e(E) e(h) ()
(8) e(E) e ()
(9) () w(G) e lF)

'Denn versucht man beispielsweise ( 10500 ) + ( 10500 ) auszurechnen, kommt man auf

1000 + 1000 \ _ [ 2000
(50 )= ("
der Menge J ist.

Aus diesem Grund ist die Menge J? auch kein echter Vektorraum, denn in einem wirklichen Vek-
torraum miissen Addition, Subtraktion und S-Multiplikation stets definiert sein. Wir bezeichnen aber
die Elemente der Menge J? trotzdem als Vektoren, weil sie in gewisser Hinsicht den Elementen eines
Vektorraums dhneln.

> , doch dies ist kein Element der Menge J? mehr, weil 2000 kein Element



Dabei ist eine solche Abbildung natiirlich nur fiir solche ¢ definiert, fiir die das Bild,
also z. B. der Vektor ¢t + < ﬁ, ) , auch wirklich in der Menge J? enthalten ist.

Nun werden wir beweisen:

Satz 1: Ausgehend von dem Vektor ( 8 ) kann man jeden Vektor aus der Menge

J? durch eine endliche Folge legaler Abbildungen erreichen.
§3. Erklirung der Aquivalenz

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes 1 kommen, zeigen wir zuerst, dafl Satz 1 dquiva-
lent ist zu unserer Behauptung, daf§ sich jedes Feld des 2005 x 2005-Schachbretts durch
eine endliche Folge legaler Ziige erreichen l&f3t.

In der Tat bezeichne man die Augenzahlen auf dem Spielwiirfel mit A, A’, B, B’,
C und C’, wobei die Zahlen A und A’ auf jeweils gegeniiberliegenden Seitenfléichen
des Spielwiirfels stehen, die Zahlen B und B’ auf jeweils gegeniiberliegenden Seiten-
fliichen des Spielwiirfels stehen, und die Zahlen C' und C” auf jeweils gegeniiberliegenden
Seitenfléichen des Spielwiirfels stehen. Dann ist natiirlich (A; A’; B; B’; C; C') eine
Permutation der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6.

Nun stellen wir uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem vor, dessen Ursprung im
Zentrum unseres 2005 x 2005-Schachbretts liegt, dessen z-Achse in die Richtung "nach
rechts" und dessen y-Achse in die Richtung "nach oben" weist. Die Einheit dieses Ko-
ordinatensystems sei der Abstand der Mittelpunkte zweier benachbarter Schachbret-
tfelder’. Dann hat der Mittelpunkt eines jeden Schachbrettfelds ganzzahlige Ko-
ordinaten in diesem Koordinatensystem; diese Koordinaten kann man in der Form

( Z ) schreiben, wobei u und v ganze Zahlen sind, und —1002 < u < 1002 und

—1002 < v < 1002 erfiillen (denn das Schachbrett hat Linge und Breite 2005, und

daher kann der horizontale oder der vertikale Abstand des Mittelpunktes eines Felds

2005 — 1
von dem Zentrum des Schachbretts hochstens —y = 1002 sein). Das heifit, die

Zahlen v und v sind Elemente der Menge J; damit ist der Vektor < Z > ein Element

der Menge J?. Also ist jedem Feld unseres Schachbretts ein Vektor aus der Menge J?
zugeordnet, ndmlich der Vektor aus den Koordinaten des Mittelpunktes dieses Felds.

Insbesondere ist dem Zentrum des Schachbretts der Vektor ( 8 ) zugeordnet.

Umgekehrt ist jeder Vektor ( Z > aus der Menge J? der Vektor aus den Koordi-

naten des Mittelpunktes eines Felds in unserem 2005 x 2005-Schachbrett.

Somit kénnen wir die Felder unseres Schachbretts identifizieren mit Vektoren aus
der Menge J?. Mit anderen Worten: Die Menge aller Schachbrettfelder auf unserem
Schachbrett kann mit der Menge J? identifiziert werden (bzw., formal ausgedriickt: es
besteht eine Bijektion zwischen diesen beiden Mengen).

2Zwei Schachbrettfelder heifen benachbart, wenn sie eine Kante gemeinsam haben.



Man sieht auch sofort folgendes ein: Sind ( Z; ) die Koordinaten des Mittelpunktes

von einem Schachbrettfeld f, dann ist ( z ) + ( o dasjenige Feld, das man erreicht,

t
wenn man von dem Feld f aus um s Schritte nach rechts und um ¢ Schritte nach
oben geht (wobei eine negative Anzahl von Schritten nach rechts bedeutet, dafl man
nicht nach rechts, sondern nach links geht, und entsprechend eine negative Anzahl von
Schritten nach oben, dafl man nicht nach oben, sondern nach unten geht).

Wenn man nun die Definition eines legalen Zugs unseres Spielwiirfels auf dem

Schachbrett mit der Definition einer legalen Abbildung enes Vektors auf der Menge
J? vergleicht, sieht man: Ein legaler Zug des Spielwiirfels entspricht einer legalen Ab-
bildung des Vektors, der dem Feld, auf dem der Spielwiirfel steht, zugeordnet ist.
8 ) , jeden Vek-
tor aus der Menge .J? durch eine endliche Folge legaler Abbildungen erreichen kann,
ist damit #dquivalent zu der Aussage, daBl man, ausgehend von dem Zentrum des
Schachbretts, jedes Feld des Schachbretts durch eine endliche Folge legaler Ziige erre-
ichen kann. Doch letzteres ist gerade unsere Behauptung; damit erkennen wir: Sobald
Satz 1 bewiesen sein wird, wird die Behauptung sich sofort ergeben, und die Aufgabe
wird gelost sein.

Um die Aufgabe nun zu l6sen, wird es fiir uns also ausreichen, Satz 1 zu beweisen.

Die Aussage von Satz 1, dal man, ausgehend von dem Vektor

84. Beweis von Satz 1

Kommen wir also zum Beweis von Satz 1:
Bezeichnen wir mit L die Menge aller Vektoren aus der Menge J?, die man, ausge-

hend von dem Vektor < 8 ) , durch eine endliche Folge legaler Abbildungen erreichen

kann. Unter anderem ist also auch der Vektor ( 8 selber in der Menge L enthalten

(die zugehorige endliche Folge legaler Abbildungen ist leer).

Laut ihrer Definition ist die Menge L eine Teilmenge der Menge .J2. Wir werden
im folgenden (Hilfssatz 5) zeigen, daf jeder Vektor aus der Menge J? in der Menge L
enthalten ist, also dafl die Menge .J? eine Teilmenge der Menge L ist; daraus wird dann
natiirlich folgen, daf die Mengen J? und L {ibereinstimmen.

Zuerst jedoch zeigen wir einen Hilfssatz:

Hilfssatz 2: Sei h ein beliebiger Vektor aus der Menge J2. Dann kann man, aus-

gehend von dem Vektor h, den Vektor h+ ( 2

) durch Hintereinanderausfithrung von

0
zwei legalen Abbildungen erreichen, falls dieser Vektor h+ (2) zur Menge J? gehort.
Beweis von Hilfssatz 2: Schreiben wir zuerst den Vektor A in der Koordinatenform
aus: h={
v

Betrachten wir zuerst den Fall, wenn v < 0 ist.



Da der Vektor h = < :}L > zur Menge J? gehort, gehdren die Zahlen v und v zur
Menge J. Es gilt also —1002 < » < 1002 und —1002 < v < 1002.

2 U 2 u+ 2
Da laut Annahme der Vektor h+< 0 ) = ( v )—i—( 0 ) = ( w40 ) zur Menge

J? gehort, gehort die Zahl u + 2 zur Menge J. Es gilt also —1002 < u + 2 < 1002.
Addieren wir diese Ungleichung zu der Ungleichung —1002 < u < 1002, dann erhalten
wir

2-(—1002) < w4+ (u+2)<2-1002, also
2-(-1002) < 2u+2<2-1002, also
2.(~1002) < 2-(u+1)<2-1002;

nach Division durch 2 ergibt sich hieraus —1002 < u + 1 < 1002.

Die Zahlen A, A’, B, B’, C' und C’ sind, wie wir wissen, nichts anderes als die
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6; somit ist eine von diesen Zahlen A, A", B, B, C' und C’
gleich 1. Wir wollen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf3 die Zahl A
gleich 1 ist.

Da die Zahlen A, A’, B, B’, C' und C" nichts anderes sind als die Zahlen 1, 2, 3,4, 5
und 6, sind alle diese Zahlen < 6; insbesondere ist also A’ < 6. Wegen v < 0 ist somit
v+ A" <0+ 6 = 6, und damit trivialerweise auch v + A’ < 1002. Ferner ist —1002 <
v+ A’, denn —1002 < v und 0 < A’. Damit erhalten wir —1002 < v + A’ < 1002.

Betrachten wir nun die legale Abbildung, die den Vektor h in den Vektor

e ()= () ()= () - ()

iiberfiithrt. (Dieser Vektor b’ ist in der Menge J 2 enthalten, denn —1002 < u+1 < 1002
und —1002 < v + A’ < 1002.)
Betrachten wir ferner die legale Abbildung, die den Vektor A’ in den Vektor

= h'+<—fl4f ) %ﬁif)*(—ﬁ ) - ( <U$Z>11T—AA'> ) :(HTA

= (u;l}—2) (denn wegen A=1listu+1+A=u+1+1=u+2)

_ u+2\ [ u 2\ 2

= ()= () (0) = (5
iiberfiihrt. (Dieser Vektor h” = h+ ( (2) ) ist laut unserer Annahme auch in der Menge
J? enthalten).

0
fithrung von zwei legalen Abbildungen erhalten (die erste legale Abbildung iiberfiihrt
den Vektor h in den Vektor A/, und die zweite legale Abbildung iiberfiihrt den Vektor
h’' in den Vektor h" = h + < g ). Dies alles bezog sich auf den Fall v < 0; doch

im Fall v > 0 kénnen wir vollig analog vorgehen, wobei wir die Definition des Vektors

Damit haben wir den Vektor h -+ < 2 ) aus dem Vektor h durch Hintereinanderaus-

bt

)



h' von h' = h + < ﬁ, ) inh =h+ ( _1?4, ) und die Definition des Vektors h” von

h' =h' + ( _1?4, ) in h" =h' + ( 21, ) uméindern (wegen A’ < 6 ist —A” > 6, und

der Beweis kann genauso wie oben gefiihrt werden).

Damit kénnen wir in beiden Féllen v < 0 und v > 0 den Vektor h + ( (2) aus
dem Vektor h durch Hintereinanderausfithrung von zwei legalen Abbildungen erhalten.
Somit ist Hilfssatz 2 bewiesen.

Als niéchstes beweisen wir:

Hilfssatz 3: Ist h ein Vektor aus der Menge L, dann gehoren die Vektoren h +

( (2] ) , h+ < g ) , h+ ( _02 ) und h + ( _02 ) auch zur Menge L, vorausgesetzt,
diese Vektoren sind jeweils in der Menge .J? enthalten?.

Beweis von Hilfssatz 3: Zunéchst werden wir zeigen, dafl der Vektor h + ( (2) ) zur

Menge L gehort, vorausgesetzt, er ist in der Menge .J? enthalten.
Da der Vektor h zu der Menge L gehort, kann man ihn, ausgehend von dem Vek-

tor ( 8 ) , durch eine endliche Folge legaler Abbildungen erreichen. Nach Hilfssatz

0
tereinanderausfiithrung von zwei legalen Abbildungen erreichen. Hingen wir diese zwei
legalen Abbildungen an die endliche Folge der legalen Abbildungen, durch die der Vek-

tor h aus dem Vektor ( 8

2 konnen wir aber den Vektor h + ( 2 > , ausgehend von dem Vektor h, durch Hin-

) erhalten wird, an, dann bekommen wir eine endliche

0 > , den Vektor

Folge legaler Abbildungen, durch die man, ausgehend vom Vektor ( 0

h + ( (2) ) erhilt. Damit existiert eine solche endliche Folge legaler Abbildungen, und

somit gehort der Vektor h + ( 2 > zur Menge L. Wir haben also gezeigt, dafl der

0

Vektor h+ ( g > zur Menge L gehort, vorausgesetzt, er ist in der Menge J? enthalten.

Entsprechend kann man, indem man anstatt von Hilfssatz 2 analoge Aussagen her-

anzieht, zeigen, dafl die Vektoren h+ ( (2) ) , h+ ( 02 ) und h+ ( _02 ) zur Menge L

gehoren, vorausgesetzt, diese Vektoren sind jeweils in der Menge J? enthalten. Damit
ist Hilfssatz 3 bewiesen.

Wir kénnen Hilfssatz 3 wie folgt umformulieren: Gehort ein Vektor h zur Menge
L, dann gilt dies auch fiir jeden Vektor, den man erhilt, wenn man zu diesem Vektor

h einen der Vektoren ( (2) > , < (2) ) , ( _02 ) und ( _02 ) addiert (vorausgesetzt,

3Genauer ausgedriickt: alle diejenigen von diesen Vektoren h + ( (2) ) , h+ < (2) ) , h+ ( _02 )

und h + < _02 > , die in der Menge J? enthalten sind, gehdren auch zur Menge L.



dieser Vektor ist in der Menge J? enthalten). Mehrmalige Anwendung dieses Resul-
tats ergibt: Gehort ein Vektor h zur Menge L, dann gilt dies auch fiir jeden Vektor,
den man erhilt, wenn man zu diesem Vektor h wiederholt Vektoren aus der Menge

{( (2) ) ; < g ) ; ( _02 ) ; < _02 )} addiert. Doch auf diese Weise erhélt man aus

dem Vektor h alle Vektoren, die zur Menge J? gehoren und die Form h + ( gg )

haben, wobei U und V' ganze Zahlen sind. Denn:

im Fall U > 0 und V' > 0 erhilt man den Vektor h + ( 2U

o1 ) aus dem Vektor h

durch U-malige Addition des Vektors ( g
0 .
2 )
: , 2U
e im Fall U > 0 und V < 0 erhilt man den Vektor h + (

2V
h durch U-malige Addition des Vektors ( (2) ) und —V-malige Addition des

Vektors ( _02 ) ;

o im Fall U < 0 und V > 0 erhélt man den Vektor A + ( ;g ) aus dem Vektor

) und V-malige Addition des Vektors

) aus dem Vektor

h durch —U-malige Addition des Vektors ( 0

Vektors ( g ) ;

o im Fall U < 0 und V < 0 erhélt man den Vektor h + ( ;g

—2 > und V-malige Addition des

) aus dem Vektor

h durch —U-malige Addition des Vektors ( - und —V-malige Addition des

2
0
Vektors ( _02 ) .

Somit miissen alle Vektoren, die zur Menge J? gehoren und die Form h + ( ;g )

haben, wobei U und V' ganze Zahlen sind, zur Menge L gehoren. Damit erhalten wir:
Hilfssatz 4: Sei h ein beliebiger Vektor aus der Menge L, und seien U und V' zwei

ganze Zahlen. Dann gilt: Ist der Vektor h + ( gg ) in der Menge J? enthalten, dann

gehort er auch zur Menge L.
SchliefSlich zeigen wir:

Hilfssatz 5: Sei < Z ) ein beliebiger Vektor aus der Menge .J2. Dann ist dieser
Vektor in der Menge L enthalten.



Beweis von Hilfssatz 5: Im Beweis von Hilfssatz 2 hatten wir angenommen, dafl A
gleich 1 ist. Diese Annahme lassen wir jetzt wieder fallen, um die Symmetrie wieder-
herzustellen.

Nun betrachten wir wieder die Zahlen A, A’, B, B’, C' und C". Laut ihrer Definition
sind diese Zahlen ja nichts anderes als die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6, aber (moglicher-
weise) in einer anderen Reihenfolge aufgelistet. Damit ist A+ A'+ B+ B' +C+ (' =
1+24+3+4+5+6. Doch 14243444546 = 21; somit ist A+ A'+B+B'+C+C" = 21.
Mit anderen Worten:

(A+A)+ (B+B)+(C+C") =21

Doch A+ A’, B+ B’ und C + (" sind ganze Zahlen; wéiren diese Zahlen alle drei gerade,
dann wire auch ihre Summe (A + A’) + (B + B') + (C + ") gerade, was offensichtlich
nicht moglich ist, weil diese Summe 21 ist. Somit kénnen die Zahlen A+ A, B + B’
und C' + C’ nicht alle gerade sein; das heifit, unter ihnen findet sich (mindestens) eine
ungerade Zahl. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daf} diese
ungerade Zahl A + A’ ist. Nun sind A und A’ beides ganze Zahlen, und die Summe
zweier ganzen Zahlen ist genau dann ungerade, wenn eine von diesen Zahlen gerade
und die andere ungerade ist. Somit ist eine von den beiden Zahlen A und A’ gerade,
und die andere ungerade. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, daf
die Zahl A gerade ist und die Zahl A’ ungerade.

Da die Zahlen A, A’, B, B’, C'und C’" mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 iibereinstim-
men, sind sie alle nicht grofler als 6 und nicht kleiner als 1. Insbesondere gilt 1 < A < 6
und 1 < A" < 6. Daraus folgt natiirlich —1002 < A < 1002 und —1002 < A" < 1002.
Somit gehoren die Zahlen A und A’ zu der Menge J; damit ist der Vektor ﬁ, in
der Menge J? enthalten. Wenn wir ferner die Ungleichungen 1 < A <6und1 < A’ <6
zueinander addieren, erhalten wir 2-1 < A4+ A’ <2-6, also 2 < A+ A’ < 12; folglich
ist natiirlich —1002 < A+ A’ < 1002. Das heif3t, die Zahl A + A’ gehort zur Menge J;

. A+ AN . 9
damit ist der Vektor , | in der Menge J-~ enthalten.
A+ A
Der Vektor ( jll/ ) gehort zur Menge L, denn man erhilt ihn aus dem Vektor ( 8
durch Anwendung der legalen Abbildung, die jedem Vektor ¢ den Vektor ¢ + 21,

zmMmH%m(8)+(j>=(81§>:(j))

Wenden wir auf den Vektor jll' selber die legale Abbildung an, die jedem Vektor

, /

i zuordnet, dann erhalten wir den Vektor ( ;411/ ) + ( i ) =
/ / '

< ﬁ’ii ) = ( ﬁiﬁ, ) . Somit erhélt man den Vektor ( iiﬁ/ ) aus dem Vektor

< 21, ) durch eine legale Abbildung. Da man den Vektor ( ﬁ, ) seinerseits aus

t den Vektor ¢ +

dem Vektor ( 0

0 ) durch eine legale Abbildung erhilt, kann man somit den Vektor

8



!/
< ﬁiﬁ, > aus dem Vektor ( 8 > durch Hintereinanderausfithrung zweier legaler

A+ A

Abbildungen erhalten. Somit gehort der Vektor < ) zur Menge L.

Wir unterscheiden nun vier Félle:

Fall 1: Die Zahlen v und v sind beide gerade.

Fall 2: Die Zahl u ist gerade, und die Zahl v ist ungerade.

Fall 3: Die Zahl u ist ungerade, und die Zahl v ist gerade.

Fall 4: Die Zahlen v und v sind beide ungerade.

Betrachten wir zuerst Fall 1: In diesem Fall sind die Zahlen « und v beide gerade;

also gibt es ganze Zahlen U und V, sodafl u = 2U und v = 2V ist. Damit ist ( :}L ) =

< gg . Da nun der Vektor ( 8 in der Menge L enthalten ist, ist nach Hilfssatz

4 auch der Vektor ( 8 ) + ( ;g > = ( gg > = ( z ) in der Menge L enthalten
(denn laut Voraussetzung gehort dieser Vektor zur Menge J?). Somit ist Hilfssatz 5
fiir den Fall 1 bewiesen.

Betrachten wir nun Fall 2: In diesem Fall ist die Zahl u gerade, und die Zahl v
ungerade. Andererseits wissen wir, dafl die Zahl A gerade ist und die Zahl A’ ungerade.
Da die Zahlen u und A beide gerade sind, ist auch ihre Differenz u— A gerade; also gibt
es eine ganze Zahl U, sodal u — A = 2U gilt. Da die Zahlen v und A’ beide ungerade
sind, ist ihre Differenz v — A’ gerade; also gibt es eine ganze Zahl V| sodafl v — A’ = 2V
gilt. Aus u — A = 2U folgt u = A+ 2U, und aus v — A" = 2V folgt v = A" 4 2V.

Da nun der Vektor ( 21, ) zur Menge L gehort, mufl nach Hilfssatz 4 der Vektor

A 20 ([ A+20\ [ u B :
< W > + < o1 ) = < A 42V > = < ; > auch zur Menge L gehoren (denn, wie

wir wissen, gehort dieser Vektor zur Menge J?); somit ist Hilfssatz 5 fiir den Fall 2
bewiesen.
Fiir den Fall 3 kann man Hilfssatz 5 analog beweisen, indem man nicht den Vektor

A A’
A ) sondern den Vektor A betrachtet.

Schliellich beweisen wir Hilfssatz 5 fiir den Fall 4: In diesem Fall sind beide Zahlen
u und v ungerade. Andererseits wissen wir, daf die Zahl A + A’ ungerade ist. Da die
Zahlen v und A 4+ A’ beide ungerade sind, ist ihre Differenz u — (A + A’) gerade; also
gibt es eine ganze Zahl U, fiir die u — (A + A’) = 2U gilt. Da die Zahlen v und A + A’
beide ungerade sind, ist ihre Differenz v — (A + A’) gerade; also gibt es eine ganze Zahl
V, fir die v — (A+ A") = 2V gilt. Ausu— (A+ A’) = 2U folgt u = (A+ A) + 2U,
und aus v — (A + A") =2V folgt v = (A + A") + 2V.

/
Nun wissen wir, dal der Vektor ﬁii, zur Menge L gehort; also mufl nach
. A+ A 20\ ([ (A+A)+20\ [ wu
Hilfssatz 4 auch der Vektor < A+ A ) + < o1 ) = ( (A+ A+ 2V > = < ; )

zur Menge L gehoren (denn, wie wir wissen, gehort dieser Vektor zur Menge J?); somit
ist Hilfssatz 5 fiir den Fall 4 bewiesen.
Damit ist der Hilfssatz 5 in allen vier Fillen 1, 2, 3 und 4 bewiesen; das heift, der



Beweis von Hilfssatz 5 ist komplett.
Nun besagt Hilfssatz 5, daf} jeder Vektor aus der Menge J? in der Menge L enthalten
ist. Doch die Menge L war definiert als die Menge aller Vektoren aus der Menge J?, die

man, ausgehend von dem Vektor < 8 ) , durch eine endliche Folge legaler Abbildungen
erreichen kann. Somit kann man jeden Vektor aus der Menge J?, ausgehend von dem
Vektor 8 , durch eine endliche Folge legaler Abbildungen erreichen. Damit ist Satz

1 bewiesen.
Wie bereits oben erkliirt, ist dadurch die Aufgabe gelost.
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