Bundeswettbewerb Mathematik 2004, 2. Runde, Aufgabe 2

Es sei k eine positive ganze Zahl. In einem Kreis mit Radius 1 seien endlich viele
Sehnen gezogen. Jeder Durchmesser des Kreises habe mit héchstens k£ dieser Sehnen
gemeinsame Punkte.

Man beweise, dal die Summe der Lingen aller dieser Sehnen kleiner als k - 7 ist.

Losung von Darij Grinberg:

Wir bezeichnen unsere endlich vielen Sehnen mit s;, s, ..., s, und nennen sie
Startsehnen. Wir miissen zeigen, dafl die Summe der Liéngen aller Startsehnen kleiner
als k - ist.!

Unser Kreis hat den Radius 1, also den Durchmesser 2-1 = 2 und die Umfangsléinge
2.

Wenn wir im folgenden von Bégen sprechen, werden wir Kreisb6gen meinen; dabei
zéhlen wir die zwei Endpunkte eines Bogens nicht zum Bogen selber, d. h. wir arbeiten
mit offenen Bdgen.

Ist AB eine beliebige Sehne in unserem Kreis, dann bezeichnen wir mit b(AB)
den kiirzeren der zwei von dieser Sehne aufgespannten Bogen, und mit |b(AB)| die
Lénge dieses Bogens. Ist die Sehne s ein Durchmesser, dann ist der Bogen b(AB)
nicht eindeutig definiert, weil ein Durchmesser den Kreisumfang in zwei Halbkreisbégen
zerlegt, die gleich lang sind; dann kénnen wir aber |b(AB)| als die Lénge von jedem
von diesen zwei gleich langen Halbkreisbogen definieren; dann ist also |b(AB)| = 7.

Jetzt definieren wir den Begriff des Doppelbogens:

Sei AB eine beliebige Sehne in unserem Kreis. Ist die Sehne AB ein Durchmesser
des Kreises, dann bezeichnen wir den gesamten Kreis ohne die zwei Punkte A und B
als Doppelbogen zur Sehne AB. Ist die Sehne AB kein Durchmesser von unserem
Kreis?, dann betrachten wir den Bogen b (AB) und den zu ihm diametral gegeniiber-
liegenden Bogen auf unserem Kreis (also das Spiegelbild des Bogens b (AB) an dem
Mittelpunkt des Kreises). Diese zwei Bogen sind offensichtlich disjunkt®, und ihre
Vereinigung bezeichnen wir im folgenden als Doppelbogen zur Sehne AB. Der Dop-
pelbogen zur Sehne AB ist also immer die Vereinigung zweier Bogen: Ist die Sehne
AB ein Durchmesser, dann ist der Doppelbogen zur Sehne AB die Vereinigung der
zwei von dem Durchmesser AB abgeschnittenen Kreisbogen; ist die Sehne AB kein
Durchmesser, dann ist der Doppelbogen zur Sehne AB die Vereinigung des Bogens
b(AB) mit dem zu ihm diametral gegeniiberliegenden Bogen.

'Wir konnen mit gutem Recht voraussetzen, daf unter den Startsehnen s;, s, ..., s, keine en-
tarteten Sehnen der Liénge 0 vorkommen: Erstens scheinen solche ”Sehnen” nicht in der Intention der
Aufgabe zu liegen; auflerdem ist klar, dal wenn man unter den Startsehnen solche entarteten Sehnen
hat, man sie einfach entfernen kann (die Summe der Lingen aller Sehnen éndert sich dadurch nicht,
und die Bedingung, dafl jeder Kreisdurchmesser hochstens k Startsehnen schneidet, bleibt dabei auch
giiltig).

2zu diesem Fall siehe Fig. 1

3Hier fliefit mit ein, dafl wir den Bogen b (AB) als den kleineren von den zwei von der Sehne AB
aufgespannten Kreisbogen definiert haben!



Fiir jede Sehne AB in unserem Kreis werden wir den Doppelbogen zur Sehne AB
abkiirzend mit d(AB) bezeichnen. Die Linge |d (AB)| dieses Doppelbogens wird
definiert als die Summe der Lingen des Bogens b (AB) und des zu ihm diametral
gegeniiberliegenden Bogens; natiirlich ist diese Linge |d (AB)| dann gleich 2- |b(AB)|,
weil der Bogen b (AB) und der zu ihm diametral gegeniiberliegende Bogen gleich lang
sind (aus Symmetriegriinden), und daher die Summe der Léngen dieser zwei Bogen ein-
fach die doppelte Léinge des ersten ist. Fiir den Fall, dafl die Sehne AB ein Durchmesser
unseres Kreises ist, definiert man die Lénge |d (AB)| des Doppelbogens zur Sehne AB
als die Umfangsléinge des ganzen Kreises, d. h. es gilt dann |d (AB)| = 2m. Wegen
|b(AB)| = mist also |d (AB)| = 2-|b (AB)|. Somit gilt fiir jede Sehne AB die Gleichung

|[d(AB)[ =2-[b(AB)|. (1)

Bogen b(AB)

Sehne AB

bilden zusammen
den Doppelbogen
d(AB)

zu b(AB) diametral
gegenuberliegender
Bogen

Fig. 1

Schliefflich definieren wir die Endpunkte eines Doppelbogens: Ist die Sehne AB
ein Durchmesser in unserem Kreis, dann hat der Doppelbogen d (AB) zwei Endpunkte
(ndmlich die Punkte A und B); ist die Sehne AB kein Durchmesser, dann bezeichnen
wir die Endpunkte der zwei Bgen, aus denen der Doppelbogen d (AB) zusammenge-
setzt ist (also die Punkte A und B und die zu diesen Punkten diametral gegeniiber-
liegenden Punkte) als die vier Endpunkte des Doppelbogens d (AB) .



Bemerkung: Wir haben gerade von den Endpunkten eines Doppelbogens gesprochen;
zwar hat jeder Doppelbogen Endpunkte, doch sie werden nicht als Punkte auf dem Dop-
pelbogen angesehen (d. h. unsere Doppelbogen sind Vereinigungen offener Bogen).

Wir zeigen zuerst:

Hilfssatz 1: Ist AB eine Sehne in unserem Kreis, und liegt ein Punkt P auf
dem Doppelbogen d (AB), dann schneidet der durch den Punkt P gehende Kreis-
durchmesser die Sehne AB.

Beweis: Ist die Sehne AB ein Durchmesser, dann bleibt nichts zu beweisen, weil
jeder Kreisdurchmesser jeden Kreisdurchmesser schneidet (und zwar im Mittelpunkt
des Kreises). Also brauchen wir im folgenden nur den Fall zu betrachten, wenn die
Sehne AB kein Durchmesser ist. Dann ist der Doppelbogen d (AB) die Vereinigung
des Bogens b(AB) mit dem zu diesem Bogen diametral gegeniiberliegenden Bogen.
Demzufolge haben wir beziiglich der Lage des Punktes P auf diesem Doppelbogen
zwei Fille zu unterscheiden:

Fall 1: Der Punkt P liegt auf dem Bogen b (AB).

Fall 2: Der Punkt P liegt auf dem zu dem Bogen b(AB) diametral gegeniiber-
liegenden Bogen.

Im Fall 1 kénnen wir wie folgt argumentieren (Fig. 2): Der durch P gehende
Kreisdurchmesser ist die Strecke PP’, wobei P’ der zu P diametral gegeniiberliegende
Punkt auf unserem Kreis ist. Wir miissen also zeigen, daf3 die Strecke PP’ die Sehne
AB schneidet. Doch die Strecke PP’ enthilt die Strecke OP in sich, wobei O der
Mittelpunkt unseres Kreises ist. Somit reicht es aus zu zeigen, daf§ die Strecke OP die
Sehne AB schneidet.

Da der Punkt P auf dem Bogen b (AB) liegt, verlduft die Halbgerade O P innerhalb
des Winkelfeldes des Winkels AOB. Folglich schneidet diese Halbgerade O P die Sehne
AB. Der Schnittpunkt muf§ dabei innerhalb oder auf der Peripherie von unserem Kreis
liegen (weil er ja auf der Sehne AB liegt!); also muf er auf der Strecke OP liegen®.
Unser Schnittpunkt liegt also auf der Sehne AB und auf der Strecke O P. Daraus folgt,
daf} die Strecke OP die Sehne AB schneidet, womit der Beweis von Hilfssatz 1 fiir den
Fall 1 fertig ist.

4Denn von allen Punkten auf der Halbgeraden OP liegen nur diejenigen innerhalb oder auf der
Peripherie des Kreises, die auch auf der Strecke OP liegen.
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Fig. 2

Jetzt werden wir den Fall 2 auf den Fall 1 zurtickfithren (Fig. 3): Da der Punkt
P auf dem zu dem Bogen b (AB) diametral gegeniiberliegenden Bogen liegt, liegt der
zu P diametral gegeniiberliegende Punkt P’ auf unserem Kreis auf dem Bogen b (AB)
selber. Daher kénnen wir unsere Uberlegungen von Fall 1 auf den Punkt P’ anwenden
und erhalten, daf§ der durch den Punkt P’ gehende Kreisdurchmesser die Sehne AB
schneidet. Doch der durch den Punkt P’ gehende Kreisdurchmesser ist nichts anderes
als der durch den Punkt P gehende Kreisdurchmesser (da die Punkte P und P’ einander
auf dem Kreis diametral gegeniiberliegen). Also schneidet der durch den Punkt P
gehende Kreisdurchmesser die Sehne AB. Damit ist auch der Fall 2 abgehandelt und
Hilfssatz 1 bewiesen.



Bogen b(AB)

zu b(AB) diametral

Fig. 3

Jetzt betrachten wir unsere n Startsehnen si, ss, ..., s,, und die Doppelbtgen
d(s1), d(s2), ..., d(s,) zu diesen Sehnen. Diese n Doppelbdgen bezeichnen wir als
Startdoppelbdgen.

Hilfssatz 2: Sei P ein Punkt auf dem Kreisumfang. Dann liegt der Punkt P auf
hochstens k verschiedenen Startdoppelbogen.

Beweis: Angenommen, der Punkt P wiirde auf mehr als k& Startdoppelbogen liegen.
Seien d (sp,), d(sp,), ..., d(sp,) diese Startdoppelbogen, wobei v > k ist. Nach Hil-
fssatz 1 wissen wir nun, daf§ wenn der Punkt P innerhalb des Doppelbogens d (AB)
zu einer Sehne AB liegt, dann der durch P gehende Kreisdurchmesser die Sehne AB
schneidet. Folglich gilt fiir jedes natiirliche ¢ mit 1 < ¢ < u, dafl der durch P gehende
Kreisdurchmesser die Startsehne s,, schneidet (denn der Punkt P liegt auf dem Dop-
pelbogen d (s,,)). Wegen u > k schneidet also der durch P gehende Kreisdurchmesser
mehr als k£ Startsehnen. Dies ist aber ein Widerspruch zu der Voraussetzung, daf jeder
Kreisdurchmesser hichstens £ Startsehnen schneidet. Damit haben einen Widerspruch
erhalten. Folglich kann der Punkt P nicht auf mehr als & Startdoppelbogen liegen; also
liegt er auf hochstens k£ Startdoppelbdgen, und damit ist Hilfssatz 2 bewiesen.

Wir fithren nun weitere Begriffe ein:

Sind A und B zwei Punkte auf unserem Kreis, dann bezeichnen wir mit g (AB)
denjenigen Kreisbogen, den man iiberstreicht, wenn man von dem Punkt A aus gegen
den Uhrzeigersinn den Kreis entlanglduft, bis man an dem Punkt B angekommen ist.

bt

gegenutberliegender



® Dieser Kreisbogen ist nicht immer derselbe wie b (AB); der Kreisbogen b(AB) ist
immer der kiirzere von den zwei von der Sehne AB aufgespannten Kreisbogen, wihrend
der Kreisbogen g (AB) manchmal der kiirzere, manchmal aber auch der lingere von
diesen Kreisbogen sein kann (in Abhéingigkeit von der Lage der Punkte A und B). Die
Lénge des Kreisbogens g (AB) bezeichnen wir mit |g (AB)].

Betrachten wir nun alle Startdoppelbégen d (s1), d(s2), ..., d(s,) und ihre End-
punkte. Sei F; einer von diesen Endpunkten; die anderen Endpunkte seien mit Fs,
Es, ..., E, bezeichnet, und zwar nicht in der Reihenfolge der Doppelbtgen, zu denen
sie gehoren, sondern in der Reihenfolge, in denen man sie passiert, wenn man von
dem Punkt F; ausgehend gegen den Uhrzeigersinnn die Kreisperipherie entlangwan-
dert. Falls dabei zwei Endpunkte von verschiedenen Startdoppelbdgen zusammenfallen,
dann werden sie nur als ein E; gezihlt (d. h. unter den Endpunkten Ey, Es, ..., E,
kommen keine zwei gleichen vor!).6

Dann unterteilen die Endpunkte F4, Fs, ..., E, den Kreis in x verschiedene paar-
weise disjunkte Kreisbogen g (E1Es), g (FaEs), ..., g (Ex—1E,), g (E.E7) . Diese Kreis-
bogen nennen wir Bruchkreisbégen. Seien Ay = |g (E1Ey)|, As = |g (E2Es)]|, ...,
A, 1= |g(Ez1EL)|, Ay = |g (E.E1)| die Langen dieser Bruchkreisbogen. Die Summe
dieser Léngen ist dann gleich dem Umfang des ganzen Kreises, d. h. gleich 27. Wir
halten also fest:

A +DNg+ .+ A+ A, =27, (2)

Wir setzen FE, .1 = Fi, sodal der Kreisbogen ¢ (E,FE;) als Kreisbogen ¢ (E,E, 1)
aufgefasst werden kann. Dann kénnen wir jeden von den x Bruchkreisbogen g (E; E») ,
g(EsEs), ..., g(E,1E,), g(E.Ey) als g (F;E;,1) fiir ein natiirliches ¢ mit 1 < i < x
schreiben (dies soll der Vereinheitlichung dienen). Wir werden nun zeigen:

Hilfssatz 3: Fiir jedes natiirliche ¢ mit 1 < ¢ < x, und fiir jedes natiirliche j mit
1 < j < n gilt: Entweder tiberdeckt der Startdoppelbogen d (s;) den Bruchkreisbogen
g (EiE;11) vollsténdig, oder der Startdoppelbogen d (s;) ist zu dem Bruchkreisbogen
g (E;E;11) disjunkt.

Beweis: Angenommen, dies wire nicht so, d. h. angenommen, es gibe natiirliche
Zahlen ¢ und j mit 1 < i < 2z und 1 < j < n, fiir die gilt, dal der Startdoppelbogen
d (sj) den Bruchkreisbogen g (E;E;11) weder vollsténdig tiberdeckt, noch aber mit ihm
disjunkt ist. Der Startdoppelbogen d (s;) mufl dann den Bruchkreisbogen g (E;E; 1)
nur teilweise tiberdecken. Das heifit aber, dafl irgendwo innerhalb des Bruchkreisbogens
g (E;E;11) ein Endpunkt des Startdoppelbogens d (s;) liegt.” Dies ist aber unméglich,

®Natiirlich ist der Kreisbogen g (AB) auch offen, d. h. die Punkte A und B zihlen nicht zum
Kreisbogen g (AB) .

6Zwei Bemerkungen vorneweg:

1. Stets gilt « < 4n, weil jeder Doppelbogen hochstens 4 Endpunkte haben kann; es mufl aber nicht
unbedingt immer x = 4n sein, denn einige der Startsehnen si, so, ..., s, konnen Durchmesser sein
(und Doppelbogen zu Durchmessern haben keine Endpunkte); auflerdem kénnen einige Endpunkte
verschiedener Startdoppelbogen iibereinstimmen (in diesem Fall werden sie ja nicht doppelt gezéhlt).

2. Der Fall x = 0, also wenn iiberhaupt keine Endpunkte von Startdoppelbogen vorliegen, ist nicht
moglich, denn jeder Doppelbogen hat mindestens 2 Endpunkte.

"Hier haben wir folgende Eigenschaft von Doppelbégen benutzt:

Wenn ein Doppelbogen d einen Kreisbogen b nur teilweise iiberdeckt, dann mufl der Kreisbogen b
einen Endpunkt des Doppelbogens d enthalten.

Beweis: Der Doppelbogen d ist die Vereinigung zweier Kreisbogen b; und bs. Keiner von den zwei
Kreisbogen b; und bs kann den Kreisbogen b vollstéindig iiberdecken, weil sonst der Doppelbogen d



da, geméf unserer Definition der Punkte E, Fs, ..., E,, bei einem Umlauf des Kreises
gegen den Uhrzeigersinn der Endpunkt F;; direkt nach dem Endpunkt F; kommt (d.
h. es liegt kein weiterer Endpunkt eines Startdoppelbogens dazwischen). Somit war
unsere Annahme falsch, und Hilfssatz 3 mufl wahr sein.

Fiir jeden Startdoppelbogen d (s;) kénnen wir also alle Bruchkreisbgen einteilen in
zwei Typen: Die einen werden von dem Startdoppelbogen d (s;) vollsténdig iiberdeckt,
wihrend die anderen mit d(s;) disjunkt sind. Wir definieren dementsprechend fiir
jedes natiirliche 7 mit 1 < i < x die Zahl Z (j; i) nach der folgenden Regel: Wir
setzen Z (j; i) = 1, wenn der Startdoppelbogen d (s;) den Bruchkreisbogen g (E;E; 1)
vollstindig tiberdeckt, und Z (j; i) = 0, wenn der Startdoppelbogen d (s;) und der
Bruchkreisbogen ¢ (E;F;,1) zueinander disjunkt sind. In Formeln:

1, wenn d (s;)

_ 2 g(EiEit);
. — J )
% Z)_{O, wenn d (s;) N g

(E:Eisr) = 0. )

Da verschiedene Bruchkreisbogen ¢ (E;F;,1) paarweise disjunkt sind, ist nun die
Liéinge |d (s;)| des Startdoppelbogens d (s;) gleich der Summe der Lingen A; = |g (E; E;+1)|
aller derjenigen Bruchkreisbogen g (E; E;41) , die der Startdoppelbogen d (s;) vollsténdig
iiberdeckt. Anders gesprochen, ist |d (s;)| gleich der Summe der Liéngen A, fiir alle
natiirlichen ¢ mit 1 < i < z, die die Eigenschaft Z (j; ¢) = 1 haben. Wir kénnen dies
durch die Formel

d(s)=Z (5 1) - M+ Z(j;2)- Do+ +Z(; 2 —1)- Do + Z(J5 2) - Ay (4)
ausdriicken, weil in der Summe
Z(Gs ) M+ Z(52) Dot +Z(Gs 2 —1) Aps + Z(5; 2) - A

jeder Summand, der einem i mit Z (j; ¢) = 0 entspricht, gleich 0 ist, und jeder Sum-
mand, der einem ¢ mit Z (j; i) = 1 entspricht, gleich A; ist, sodafl diese Summe gleich
der Summe der Langen A; fiir alle ¢ mit Z (j; i) = 1 ist.

Schreiben wir nun die Formel (4) fiir alle j mit 1 < j < n auf:

d(s1)] = Z(L;1)-M+Z(1;2) - Do+ ..+ 2L 2 —-1)-Apn + Z(1; x) - Ay
ld(s2)] = Z(2;1)- A +2(2;2) Do+ .. +Z2(2; 2 —1)-Ap 1 +2Z(2; x) - Ay;
ld(sn)] = Z(n; 1)- A +Z(n; 2)- Do+ ..+Z(n; o —1)-Ayy +Z (0 x) - A,

als Vereinigung von b; und by den Kreisbogen b vollstindig iiberdecken wiirde. Also muf} jeder von
den zwei Kreisbogen b; und by den Kreisbogen b entweder teilweise iiberdecken, oder mit b disjunkt
sein. Jedoch konnen auch nicht beide Kreisbogen b; und be mit b disjunkt sein, weil sonst auch die
Vereinigung d von b; und by mit b disjunkt wiire; also mufl mindestens einer von den zwei Kreisbégen
b1 und by den Kreisbogen b teilweise iiberdecken. Nun ist es klar, dal ein Endpunkt von diesem
Kreisbogen innerhalb des Kreisbogens b liegt. Doch ein Endpunkt von einem der zwei Kreisbogen, aus
denen ein Doppelbogen zusammengesetzt ist, ist nach Definition auch ein Endpunkt des Doppelbogens.
Damit sehen wir, dal ein Endpunkt von dem Doppelbogen d innerhalb des Kreisbogens b liegt, was
zu beweisen war.



Nun summieren wir diese Gleichungen und erhalten:

|d (s1)] + [d (s2)] + ... +[d (sn)]
= Z(L,D+Z(2; D) +...+Z(n; 1)) - Ay
+(Z(1;2)+Z(2;2)+...+Z(n; 2)) - Ay
+...
+(Z(1 )+ 22 )+ ...+ Z(n; x)) - A, (5)

Betrachten wir nun fiir ein beliebiges ¢ mit 1 < ¢ < z die Summe Z (1; i)+ 7 (2; i)+
.. + Z (n; 1). Diese Summe besteht aus lauter Summanden, die 0 oder 1 sind; und
zwar ist ein Summand Z (j; ¢) gleich 0, wenn der Startdoppelbogen d(s;) mit dem
Bruchkreisbogen g (E; E; 1) disjunkt ist, und gleich 1, wenn der Startdoppelbogen d (s;)
den Bruchkreisbogen g (F; E; 1) vollsténdig tiberdeckt. In dieser Summe treten deshalb
genau so viele Einsen auf, wie es Startdoppelbogen gibt, die den Bruchkreisbogen
g (E;E; 1) vollsténdig iiberdecken®, und alle anderen Summanden sind Nullen. Folglich
ist diese Summe Z (1; i)+ Z (2; i)+ ...+ Z (n; i) einfach gleich der Anzahl derjenigen
Startdoppelbogen, die den Bruchkreisbogen ¢ (E;E;;1) vollstéindig iiberdecken. Diese
Anzahl ist aber stets < k, denn wiire sie > k, dann wiirden mehr als k verschiedene
Startdoppelbogen den Bruchkreisbogen ¢ (FE;E;.1) vollstéindig iiberdecken, was aber
bedeuten wiirde, dafl ein beliebiger Punkt auf diesem Bruchkreisbogen auf mehr als k
Startdoppelbodgen liegen wiirde, was nach Hilfssatz 2 unmoglich ist.

Wir haben damit gezeigt, daf} fiir jedes natiirliche ¢ mit 1 <1 < z die Ungleichung
Z(1; )+ Z(2;4)+ ...+ Z(n; 1) <k gilt. Nach (5) ist somit

|d (s1)] + |d (s2)| + ... +[d (s0)]
= Z(L, D)+Z(2; 1) +...+Z(n; 1)) - Ay
+(Z(1;2)+2(2; 2)+ ...+ Z(n; 2)) - Ay
+...
+(Z(L2)+ 22 2)+...+Z(n; x))- A,
< kA +E- Do+ i+ kA =k (A + A+ +A) =k 27
(nach (2)). Doch nach (1) ist |d(s1)] = 2 |[b(s1)], |d(s2)] = 2 |b(s2)], .-, |d(80)] =
2-|b(sn)], also
2-b(s)|+2-[b(s2)|+ .. +2-1b(sp)| <k -2m.
Division durch 2 ergibt
b (s)l +1b(s2)[ + .. +[b(sn)| < k-7

Doch da eine gerade Strecke die (einzige) kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten
ist, ist die Lénge jeder Kreissehne kiirzer als die Lénge des von dieser Sehne abgeschnit-
tenen Kreisbogens. Mithin ist |s1| < [b(s1)], [s2] < [b(s2)|, -y [Sn] < 0 (sn)], also

|s1] 4 [S2| + oo+ [su] < |0 (s1)| + |b(s2)| + ... + [0 (sn)] < k- .

8Achtung: Hier und im folgenden bedeutet die Sprechweise ”Mehrere Startdoppelbogen
iiberdecken einen Bruchkreisbogen vollstindig”, daf jeder einzelne von diesen Startdoppelbogen den
Bruchkreisbogen vollstéindig iiberdeckt (und nicht nur, daf§ die Vereinigung dieser Startdoppelbégen
den Bruchkreisbogen vollstindig iiberdeckt).



Damit ist gezeigt, dafl die Summe der Léngen aller Startsehnen kleiner als k - 7 ist.
Hiermit ist die Aufgabe gelost.

Anhang:

1. Ich entschuldige mich fiir die obige, wohl um einiges zu breite Ausfiihrung; ich
weifl nicht genau, wie ausfiihrlich und axiomatisch eine BWM-Losung sein muf}, und
habe versucht, sie so ausfiihrlich wie moglich zu gestalten.

2. Die Uberlegungen am Ende der Losung konnten wir etwas kiirzer mithilfe der
Summenschreibweise dargestellt haben: So l#8t sich die Gleichung (4) in der Form

x

(sl =D (Z(j; i) )

i=1
ausdriicken. Die Ungleichung Z (1; i) + Z (2; i) + ... + Z (n; i) < k schreibt sich kurz
als > Z (j; i) < k, und daraus folgt

j=1

Sl = 35 (So i 0-20) =3 (S0 0-00)

j=1 \i=1

= i((izo; z))-AZ-)g Sk A) =k S A=k om

i=1 j=1

wobei wir die Vertauschbarkeit der Summenzeichen in einer endlichen Doppelsumme
benutzt haben:

i (Zx: ai;j) = z’“”: <z”: a;, j) fiir beliebige reelle a;, ;.

j=1 \i=1 i=1 \j=1

3. Meine Losung der Aufgabe ist elementar in dem Sinne, daf} sie keine Analysis
benutzt. Im folgenden skizziere ich eine kiirzere, aber nicht mehr elementare Variante
dieser Losung;:

Bis einschliefllich den Beweis von Hilfssatz 2 argumentieren wir genauso wie in der
obigen Losung. Jetzt nehmen wir einen beliebigen Punkt S auf unserem Kreis und beze-
ichnen den Mittelpunkt des Kreises mit O. Fiir jeden Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 27 gibt es
genau einen Punkt P auf unserem Kreis, fiir den der gegen den Uhrzeigersinn gemessene
Winkel £SOP gleich ¢ ist. Bezeichnen wir diesen Punkt mit P (¢). Umgekehrt gehort
zu jedem Punkt P auf dem Kreis ein Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 27, soda P = P (i) ist.
Also ist durch den Winkel ¢ eine Parametrisierung von unserem Kreis gegeben.

Jetzt fithren wir einige Funktionen von dem Winkel ¢ ein: Ist j eine natiirliche Zahl
mit 1 < j <n, dann fithren wir die folgende charakteristische Funktion I, (¢) ein:

() = 1, wenn der Punkt P () auf dem Startdoppelbogen d (s;) liegt;
I/ = 1 0, wenn der Punkt P () nicht auf dem Startdoppelbogen d (s;) liegt.

Dann besteht fiir jedes ¢ die Summe I (¢) + Iz (¢) + ... + I, (¢) aus lauter Einsen und
Nullen, und zwar sind genau so viele Einsen in der Summe, wie es Startdoppelbsgen
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gibt, auf denen der Punkt P (y) liegt. Die Summe I (¢) + I (¢) + ... + L, () ist
also gleich der Anzahl aller Startdoppelbdgen, auf denen der Punkt P () liegt. Nach
Hilfssatz 2 ist diese Anzahl < k. Somit ist [; (@) + I> (@) + ... + I, () < k. Damit ist

auch
27 27

/(fl () + I () + o+ I () dip < /kdw— ko

2
Doch andererseits ist fiir jedes natiirliche 7 mit 1 < j < n das Integral / L (p)dy

0
2

gleich der Linge des Startdoppelbogens d (s;). Wir haben also / L (p)dy = |d(s;)],

0
und damit

27 27 21

d (s0)] + 1 (s2)] + oot 1d ()] = /11(¢)d90+/12(90)d90+-~-+/fn(90)ds0

2

= /(II () + (@) + ...+ 1, (p)dp < k- 27.

Jetzt konnen wir, genauso wie am Ende der obigen Losung, daraus folgern, dafl die
Summe der Lingen aller Startsehnen kleiner als % - 7 ist.
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