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Gegeben seien zwei Kreise ky und ko, die sich in den beiden verschiedenen Punkten
A und B schneiden. Die Tangente an den Kreis ks in dem Punkt A schneide den Kreis
k1 aufler in A in einem Punkt C; entsprechend schneide die Tangente an den Kreis
k1 in dem Punkt A den Kreis ks in einem von A verschiedenen Punkt (5. Die Gerade
(C1C4 schlieflich schneide den Kreis k; in einem von ¢ und B verschiedenen Punkt D.
Man beweise, daf3 die Gerade BD die Sehne AC halbiert.

Fig. 1

Loésung von Darij Grinberg:

1. Einleitung; orientierte Winkel modulo 180° (Kreuze)

Wir werden im folgenden Kreuze, d. h. orientierte Winkel modulo 180° (auch
”Kreiswinkel” genannt) benutzen. Der Vorteil in der Benutzung von Kreuzen besteht
darin, daf} sie uns Anordnungsiiberlegungen und entsprechende Fallunterscheidungen
ersparen, weil die Uberlegungen nicht mehr von den Anordnungsbeziehungen auf der
jeweiligen Figur abhéngig sind. Dadurch kénnen Beweise wesentlich kiirzer und klarer
dargestellt werden.

Die einfachste Definition eines Kreuzes ist die folgende: Sind ¢ und h zwei Geraden,
dann betrachten wir alle gerichteten Winkel ¢, fiir die gilt, dall die Gerade g bei einer



Drehung wm den Winkel ¢ in eine zu h parallele Gerade ‘iberfiihrt wird.! Alle solchen
gerichteten Winkel ¢ bilden eine Menge My, »; ist ¢, ein Element dieser Menge Mg, 5,
dann sieht man leicht ein, dafl die Menge My, tbereinstimmt mit der Menge aller
Winkel 1, die sich von dem Winkel o, um ein Vielfaches von 180° unterscheiden (d.
h. fiir die der Winkel , — 1 ein ganzzahliges Vielfaches von 180° ist).2 Also teilen
die Mengen Mg, 1, die Menge aller gerichteten Winkel in Aquivalenzklassen ein. Eine
solche Aquivalenzklasse My, , wird im folgenden als Kreuz zwischen den Geraden
g und h bezeichnet; dieses Kreuz bezeichen wir mit £ (g; k), und statt Kreuz sagen
wir auch orientierter Winkel modulo 180° oder einfach Kreiswinkel.

Momentan ist fiir uns also ein Kreuz £ (g; h) nur eine Klasse von gerichteten
Winkeln. Wir werden aber im folgenden mit Kreuzen rechnen; dabei werden wir jedes-
mal, wenn wir eine Winkelgrofle in Grad angeben, nicht den gerichteten Winkel selber,
sondern die thn enthaltende Klasse meinen. Das heifit, wenn wir 55° schreiben, meinen
wir die Klasse aller gerichteten Winkel, die sich von 55° um ein Vielfaches von 180° un-
terscheiden. Auch 180° + 55° = 235° gehort zu dieser Klasse; deshalb wird sowohl 55°,
als auch 235° dieselbe Klasse bedeuten, ndmlich die Klasse aller gerichteten Winkel, die
sich von 55° um ein Vielfaches von 180° unterscheiden. Entsprechend meinen wir im
folgenden mit 0° die Klasse aller gerichteten Winkel, die sich von 0° um ein Vielfaches
von 180° unterscheiden, d. h. die selber Vielfache von 180° sind. Aus diesen Festle-
gungen ergeben sich natiirlich die Identitéiten

.. = —=b40° = =360° = —180° = 0° = 180° = 360° = 540° = ...
und generell

. ==b40°+a=-360°+a=—-1804+a=a=180°"+a =360°+a =540+ o = ...

wobei « ein beliebiges Kreuz (also eine Klasse gerichteter Winkel) ist.

Wenn im folgenden o und (3 zwei Kreuze sind, dann definieren wir das Kreuz
o + 3 wie folgt: Beide Kreuze o und 3 sind Klassen gerichteter Winkel. Nehmen
wir einen beliebigen Repriisentanten der Klasse o und einen beliebigen Repréisentan-
ten der Klasse (3, und addieren diese beiden Repriisentanten, dann erhalten wir einen
gerichteten Winkel. Je nachdem, welche Repriisentanten der Klassen o und 3 wir jew-
eils auswihlen, erhalten wir als Summe verschiedene gerichtete Winkel, doch alle diese
gerichteten Winkel gehtren wiederum einer und derselben Klasse an. Diese Klasse
bezeichnen wir als Kreuz a + 3. Damit haben wir eine Addition fiir Kreuze erklirt.
Analog definieren wir eine Subtraktion fiir Kreuze; schliefflich definieren wir fiir ein
beliebiges Kreuz o der Ausdruck —a als 0° — «, und fiir eine beliebige natiirliche Zahl
n sei

ne=a+a+..+aq, und —na = —(na).

gl
1 mal

!Dabei soll die Drehung gegen den Uhrzeigersinn stattfinden, wenn ¢ positiv ist, und im
Uhrzeigersinn, wenn ¢ negativ ist. Im Falle von ¢ = (0° ist die Drehung um ¢ als Identitdt zu
verstehen.

’Dies folgt leicht daraus, da eine Drehung um 180° eine Gerade in eine zu ihr parallele Gerade
iiberfithrt, und umgekehrt eine Drehung, die eine Gerade in eine zu ihr parallele Gerade iiberfiihrt,
einen Drehwinkel haben mu8, der ein Vielfaches von 180° ist.
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Wir haben bislang Kreuze in der Form £ (g; h) betrachtet, wobei g und h zwei
Geraden sind. Man kann Kreuze auch in der Form £ XY 7 schreiben, wobei X, Y
und Z drei beliebige Punkte sind. Und zwar bedeutet £ XY 7 das Kreuz zwischen den
Geraden XY und Y Z, also

AXYZ =4(XY; YZ).

Dies hat eine interessante Tatsache zur Folge (Fig. 2): Seien g und h zwei Geraden,
die einander in einem Punkt S schneiden, und sei & = £ (g; h) das Kreuz zwischen
den Geraden ¢ und h (also die Aquivalenzklasse aller gerichteten Winkel, um die man
die Gerade g drehen muf; damit das Bild eine zu h parallele Gerade ist). Seien ferner
A und A’ zwei Punkte auf der Geraden g, und B und B’ zwei Punkte auf der Geraden
h, fiir die gilt, dal der Punkt S sowohl im Inneren der Strecke AA’ als auch im Inneren
der Strecke BB’ liegt. Dann sind die Kreuze L ASB, L A'SB, L{A’SB’ und L ASB’
alle gleich &« = £ (g; h), wihrend die Kreuze £ BSA, LBSA’, {B'SA" und L{B'SA
alle gleich —a = £ (h; ¢) sind. Man muf} also bei Kreuzen am Schnittpunkt zweier
Geraden nicht zwischen Scheitelwinkeln und Nebenwinkeln unterscheiden, sondern nur
beachten, welcher der Schenkel mit welcher der zwei Geraden zusammenfillt (d. h. die
Reihenfolge spielt eine Rolle, im Allgemeinen ist £ (g; h) = o # —a = L (h; g)).

Fig. 2



Im folgenden stelle ich einige wichtige Eigenschaften von Kreuzen zusammen, meist
ohne Beweis:

e Fiir zwei Geraden ¢ und h gilt genau dann £ (g; h) = 0°, wenn diese Geraden g
und A zueinander parallel sind.

e Fiir zwei beliebige Geraden g und & gilt stets £ (g; h) = -4 (h; g).

e Kreuze sind additiv. Das heif3t: Fiir drei beliebige Geraden ¢, go und g3 gilt:
£(g1; g2) + £ (925 93) = £ (915 93) -

e Ferner gilt der Stufenwinkelsatz: Sind g und ¢’ zwei parallele Geraden, und h
eine andere Gerade, dann gilt £ (h; g) = £ (h; ¢'). Denn £ (h; ¢') = £ (h; g) +
£(g; ¢) = £ (h; g), weil £(g; ¢') = 0° ist (denn die Geraden g und ¢’ sind ja
zueinander parallel). (Siehe Fig. 3.)

Fig. 3

e Seien X, Y und Z drei beliebige Punkte, und P ein weiterer Punkt in der Ebene.
Dann gilt genau dann L PXY = £ PX 7, wenn die Punkte X, Y und Z auf einer
Geraden liegen.

e Die wichtigste Eigenschaft von Kreuzen ist der Umfangswinkelsatz: Ist o £ 0°
ein beliebiges Kreuz, und sind A und B zwei beliebige Punkte, dann ist der ge-
ometrische Ort aller Punkte P, fiir die {APB = « gilt, ein Kreis (mit Ausnahme
der Punkte A und B.) (Siehe Fig. 4.)
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Fig. 4

Mit anderen Worten: Vier verschiedene Punkte X, Y, 7 und W liegen genau
dann auf einem Kreis, wenn £ X 7Y = £ XWY ist. Hierbei ist es vollkommen
unwesentlich, ob die Punkte Z und W in einer Halbebene beziiglich der Geraden
XY liegen oder in verschiedenen Halbebenen!

e Es gilt auch ein Sehnentangentenwinkelsatz: Sind X, Y und Z drei Punkte
auf einem Kreis, und ist x die Tangente an diesen Kreis im Punkt X, dann haben
wir £ (X7Z; z) = LZY X.

e SchlieBlich gilt der sogenannte gleichsinnige WW-Ahnlichkeitssatz:
Teil 1: Sind AXY Z und AX'Y'Z’ zwei gleichsinnig #hnliche Dreiecke, dann gilt
AZXY = L7’ XY, XY Z = 4X'Y'7 und LY ZX = AY'Z'X'. 3
Teil 2: Sind AXY Z und AX'Y'7Z' zwei Dreiecke, fiir die L XY 7 = £ X'Y' 7’ und
LX7ZY = AX'7'Y" gilt, dann sind die Dreiecke XY Z und X'Y'7’ gleichsinnig
dhnlich.*

3 Beweis: Da die Dreiecke XY Z und X'Y’Z’ gleichsinnig #hnlich sind, gibt es eine gleichsinnige
Ahnlichkeitsabbildung, die das Dreieck XY Z in das Dreieck X'Y’Z’ iiberfithrt. Und da gleichsinnige
Ahnlichkeitsabbildungen orientierte Winkel invariant lassen, gilt somit £ ZXY = LZ'X'Y' AXY Z =
AX'Y'Z' und AYZX = LY'Z'X".

4 Beweis: Man betrachte die gleichsinnige Ahnlichkeitsabbildung, die die Punkte Y und Z in die
Punkte Y’ bzw. Z’ iiberfiihrt. Diese Ahnlichkeitsabbildung tiberfithre den Punkt X in einen Punkt X;.
Da gleichsinnige Ahnlichkeitsabbildungen orientierte Winkel invariant lassen, gilt dann £ X;Y’Z’ =



Mit Kreuzen haben wir nun eine Winkelart eingefiihrt, die es uns ermdoglicht, bei
vielen Problemen auf Anordnungsiiberlegungen bzw. Fallunterscheidungen beziiglich
der verschiedenen Anordnungsfille zu verzichten, weil alle Gleichungen mit Kreuzen
unabhéngig von den jeweiligen Anordnungsbeziehungen der Punkte und Geraden, in
voller Allgemeinheit gelten. Natiirlich mufl man bei der Anwendung orientierter Winkel
aufpassen, dafl man die Orientierung nicht unabsichtlich umkehrt, oder dafl man solche
Winkel nicht ohne weiteres halbieren kann, und dafl man keinen Sinus oder Kosinus von
einem Kreuz definieren kann (wohl aber einen Tangens!). Nicht jedes Argument, das
mit ”gewthnlichen” (Euklidischen) Winkeln funktioniert, geht auch mit orientierten
Winkeln! Trotzdem sind Kreuze, also orientierte Winkel modulo 180° oftmals eine
Hilfe, weil sie Uberlegungen von der Figur unabhingig fiihren lassen und unselten auch
langwierige Winkelrechnungen rein schreibtechnisch verkiirzen und dadurch Klarheit
verschaffen.

Schliefflich méchte ich auf einige Quellen verweisen, in denen der Begriff des Kreuzes
behandelt wird. Ausgiebige Erklérungen zu Kreuzen findet man in [1] und [2]; etwas
kiirzer gefaft ist die Erkldrung in [3], und in [4] treten Kreuze als ”Winkelart 4”
auf. Auch das Standardwerk [5] soll eine Definition von Kreuzen enthalten; ich habe
das Buch allerdings noch niemals zu Gesicht bekommen, sondern nur Verweise darauf
gesehen.

2. Losung der Aufgabe

Kommen wir nun zur eigentlichen Losung der Aufgabe:

(Wir betrachten Fig. 5.) Seien N und M die Mittelpunkte der Strecken AC; bzw.
ACs. Wir wollen erstmals zeigen, dafl die Punkte A, B, N und M auf einem Kreis
liegen.

Die Gerade AC, ist die Tangente an den Kreis k7 in dem Punkt A. Nach dem
Sehnentangentenwinkelsatz gilt daher £ (AB; ACs) = £BC1 A. Das heifit, L BACy =
£BC1A. Analog ist {BAC, = £BC3A; damit kénnen wir schreiben: {BAC,; =
£BC1Aund L BCyA = £ BAC,. Daraus folgt nach dem gleichsinnigen WW-Ahnlichkeitssatz
(Teil 2), dal die Dreiecke BACy und BC1A zueinander gleichsinnig #hnlich sind.
Nun werden #hnliche Dreiecke von entsprechenden Punkten stets in dhnliche Teil-
dreiecke zerlegt. So sind in unseren zwei gleichsinnig dhnlichen Dreiecken BAC) und
BC1 A die Punkte M und N entsprechende Punkte, weil A der Mittelpunkt der Seite
AC5 des ersten Dreiecks ist, wihrend N der Mittelpunkt der Seite C1 A des zweiten
Dreiecks ist. Somit zerlegen die Punkte M bzw. N die Dreiecke BACs und BC1 A
in dhnliche Teildreiecke. Also sind die Dreiecke BAM und BC1N zueinander gle-
ichsinnig #hnlich. Nach dem gleichsinnigen WW-Ahnlichkeitssatz (Teil 1) folgt daraus
LAMB = LC1NB. Doch £C1NB = L AN B (denn beide Kreuze LC1NB und {ANB
sind gleich dem Kreuz £ (AN; BN)); also ist LAMB = £ANB. Nach dem Um-
fangswinkelsatz folgt daraus, dafl die Punkte A, B, M und N auf einem Kreis liegen.

AXYZ und £X 1 Z'Y" = £XZY. Andererseits gilt nach unserer Annahme A XY Z = AX'Y'Z’ und
AXZY = £X'Z'Y’. Also ist £ X Y'Z' = AX'Y'Z" und £ X Z'Y' = AX'Z'Y". Aus £XY'Z' =
£X'Y'Z' folgt, daB der Punkt X; auf der Geraden Y’'X' liegt; aus A X1 Z'Y’ = L X'Z'Y" folgt, daf§
der Punkt X; auf der Geraden Z’X’ liegt. Somit liegt der Punkt X; auf den beiden Geraden Y’X’
und Z’X’, und fillt folglich mit dem Punkt X’ zusammen. Also sind die Punkte X/, Y’ und Z’ die
Bilder der Punkte X, Y bzw. Z bei unserer gleichsinnigen Ahnlichkeitsabbildung. Folglich sind die
Dreiecke XY Z und X'Y'Z’ gleichsinnig &hnlich, was zu beweisen war.



Somit gilt wiederum nach dem Umfangswinkelsatz { ABM = L AN M.

A
B
C, C,
Fig. 5
A
B
C, D C,
Fig. 6



(Siehe jetzt Fig. 6.) Da die Punkte N und M die Mittelpunkte der Seiten AC; bzw.
ACY des Dreiecks AC,Cy sind, gilt nach dem Satz von der Mittelparallelen NM || C1C5.
Nach dem Stufenwinkelsatz ist somit £ (AN; NM) = £ (AN; C1Cs), also LANM =
£ AC1C5. Zusammen mit L ABM = LANM ergibt dies jetzt L ABM = £ AC,C5.

Andererseits liegen die Punkte A, B, D und (' alle auf dem Kreis k;; nach dem Um-
fangswinkelsatz folgt daraus LABD = LAC1D. Wegen L AC1D = £ (ACy; C1Cs) =
LAC1Cs ist also LABD = LAC1Cy = £LABM. Also liegen die Punkte B, D und M
auf einer Geraden, d. h. die Gerade BD geht durch den Mittelpunkt M der Strecke
AC,. Das heif3t, daf3 die Gerade BD die Strecke AC5 halbiert. Damit ist die Aufgabe
gelost.
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Anhang:

Die Behauptung der Aufgabe steht in einem Zusammenhang mit dem sogenannten
zweiten Brocardschen Dreieck. Dieses Dreieck wird folgendermaflen definiert:

Sei ABC' ein beliebiges Dreieck. Wir zeichnen einen Kreis, der durch die Fcken
A und B geht, und die Seite CA in dem Punkt A beriihrt.> Genauso zeichnen wir
einen Kreis, der durch die Ecken C' und A geht, und die Seite AB in dem Punkt
A beriihrt. Diese beiden Kreise haben aufler dem Punkt A noch einen gemeinsamen
Punkt; bezeichnen wir diesen gemeinsamen Punkt mit A’. Analog konstruieren wir die
Punkte B’ und C’. Das Dreieck A’ B'C" wird dann als zweites Brocardsches Dreieck
des Dreiecks ABC bezeichnet. Dieses Dreieck hat viele Eigenschaften; wir wollen hier
nur seine eine Ecke A’ untersuchen, da die Eigenschaften der beiden anderen Ecken B’
und C’ zu denen von A’ analog sind.®

®Diesen Kreis konstruiert man wie folgt:

Sei Oy der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der Strecke AB mit der Senkrechten zu der Geraden
CA durch den Punkt A. Dann schliigt man um den Punkt Oy einen Kreis mit dem Radius O A. Dieser
Kreis geht dann durch den Punkt A, und beriihrt in diesem Punkt die Gerade CA (denn O1A L CA);
ferner geht dieser Kreis durch den Punkt B (denn da der Punkt Oy auf der Mittelsenkrechten der
Strecke AB liegt, gilt O; B = O1A). Damit haben wir den Kreis gefunden, der durch die Ecken A und
B geht, und die Seite CA in dem Punkt A beriihrt.

Es gibt auch einige Eigenschaften, die sich auf alle drei Ecken A’, B’ und C’ zusammen beziehen,
aber diese werden wir hier nicht betrachten; vergleiche beziiglich dieser Eigenschaften [6], Abschnitt
V.12.



Fig. 7

Wir werden im folgenden beweisen:

Satz 1: Ist U der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC, dann gilt:

a) Der Punkt A’ liegt auf dem Umbkreis des Dreiecks BUC.

b) Der Punkt A’ liegt auf dem Thaleskreis tiber der Strecke AU. Dieser Thaleskreis
geht auch durch die Mittelpunkte F und F' der Seiten CA bzw. AB. (Siehe Fig. 7.)

c) Ist X der FuBipunkt der von A ausgehenden Hohe des Dreiecks ABC, dann liegt
der Punkt A’ auf den Umkreisen der Dreiecke BFX und CEX. (Siehe Fig. 8.)



Fig. 8

d) Der Punkt A’ liegt auf der von der Ecke A ausgehenden Symmediane des Dreiecks
ABC.

Bemerkung: Unter einer Symmediane eines Dreiecks versteht man das Spiegel-
bild einer Seitenhalbierenden an der von derselben Dreiecksecke ausgehenden Winkel-
halbierenden. Ein Dreieck hat also drei Symmedianen; von jeder Ecke geht eine aus.”
(Siehe Fig. 9.)

"Bekanntlich schneiden sich diese drei Symmedianen in einem Punkt, dem sogenannten
Lemoinepunkt des Dreiecks. Wir gehen hier aber nicht so weit, und betrachten nur eine von den
drei Symmedianen, némlich die von der Ecke A aus.

10



Fig. 9

Beweis: (Siehe Fig. 10.) Nach dem Sehnentangentenwinkelsatz ist £ (AB; CA) =
£ BA'A, weil die Gerade C' A den Kreis durch die Punkte B, A und A’ in dem Punkt A
beriihrt. In anderen Worten: { BAC = £{BA’A. Analog ist {CAB = £CA’A. Damit

haben wir

ABA'C = ABA'A— LCA'A=ABAC — LCAB = {BAC + {BAC =2 - ABAC.

Andererseits gilt fiir den Umkreismittelpunkt U des Dreiecks ABC' nach dem Mit-
telpunktswinkelsatz®

LBUC =2- {BAC,

weil die Punkte A, B und C auf einem Kreis liegen, dessen Mittelpunkt U ist. Damit
haben wir L BA'C = LBUC; folglich liegen die Punkte B, C, A’ und U auf einem
Kreis, d. h. der Punkt A’ liegt auf dem Umkreis des Dreiecks BUC. Damit ist Satz 1
a) bewiesen.

8Der Mittelpunktswinkelsatz fiir Kreiswinkel besagt:
Seien A, B und X drei Punkte auf einem Kreis und M der Mittelpunkt dieses Kreises. Dann ist
LAMB =2 -£LAXB, {BAM =90° — LAXB und LMBA =90° — {AXB.
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Nun haben wir L AA'U = L BA'U— A BA’A. Doch wir wissen, dall £ BA’A = L BAC
ist; ferner ist £ BA'U = £ BCU, da der Punkt A’ auf dem Umkreis des Dreiecks BUC
liegt. Damit wird L AA'U = £ BCU — £ BAC. Nach dem Mittelpunktswinkelsatz ist
£BCU = 90° — £CAB (da die Punkte A, B und C auf einem Kreis um U liegen).
Damit ist

£LAA'U = (90° — LCAB) — £BAC = (90° — £CAB) + £CAB = 90°.

Also liegt der Punkt A’ auf dem Thaleskreis iiber der Strecke AU. Dieser Thaleskreis
geht auch durch die Punkte £ und F, denn es gilt LAEU = 90° und L AFU = 90° (denn
der Punkt U liegt als Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC' auf den Mittelsenkrechten
der Seiten C'A und AB, woraus UE | CA und UF | AB, also {AFU = 90° und
LAFU = 90° folgt). Damit ist Satz 1 b) bewiesen.

Fig. 10

(Siehe Fig. 11.) Wegen £LCX A = 90° liegt der Punkt X auf dem Thaleskreis iiber
der Strecke C'A. Der Mittelpunkt dieses Thaleskreises ist der Mittelpunkt der Strecke
C'A, also der Punkt F, und der Radius des Thaleskreises ist FC. Damit ist £ X = EC
somit ist das Dreieck X FC gleichschenklig, d. h. wir haben { FXC = L XCFE.

Wir haben £ FA'U = £ F AU, denn nach Satz 1 b) liegen die Punkte A’ und F beide
auf dem Thaleskreis iiber der Strecke AU. In anderen Worten: K FA'U = £C AU. Nach
dem Mittelpunktswinkelsatz gilt aber LC AU = 90° — L ABC (da die Punkte A, B und
C' auf einem Kreis um den Punkt U liegen). Also erhalten wir {FA'U = 90° — LABC.
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Ferner haben wir KUA'C’ = LUBC, weil der Punkt A’ auf dem Umkreis des
Dreiecks BUC liegt. Nach dem Mittelpunktswinkelsatz ist LU BC = 90°— £LC AB (weil
die Punkte A, B und C auf einem Kreis um U liegen). Somit ist LUA'C = 90°—LC AB.
Damit haben wir

LEAC = LEAU+ LUAC = (90° — LABC) + (90° — LCAB)
= 180° — LABC — LCAB = —{ABC — LCAB
= 4ABCA (denn nach der Winkelsumme ist {CAB + £LABC + £ BCA = (°)
= AXCE=<LFXC.

Folglich liegen die Punkte F, C, A’ und X auf einem Kreis, d. h. der Punkt A’ liegt
auf dem Umkreis des Dreiecks C EX. Analog liegt der Punkt A’ auf dem Umbkreis des
Dreiecks BFX. Somit haben wir Satz 1 ¢) bewiesen.

Fig. 11
Der Beweis von Satz 1 d) ist wesentlich schwieriger mit Kreuzen zu fithren. Ein
Beweis durch Bestimmung einiger Lingenverhéltnisse findet sich in [6], S. 73.

Nun will ich auf die bereits angekiindigte Verbindung von Satz 1 mit der Aufgabe
3 eingehen.

Betrachten wir unser Dreieck ACC5 aus der Aufgabenstellung. Der Kreis, der
durch die Ecken A und C geht, und die Seite C3A in dem Punkt A beriihrt, ist der
Kreis k;. Der Kreis, der durch die Ecken C5 und A geht, und die Seite AC; in dem
Punkt A beriihrt, ist der Kreis ky. Der von A verschiedene gemeinsame Punkt dieser
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zwei Kreise ist B. Dann kénnen wir Satz 1 anwenden und erhalten einige interessante
Eigenschaften der Konfiguration von der Aufgabenstellung. Unter anderem folgt aus
Satz 1 b), dal der Punkt B auf dem Thaleskreis iiber der Strecke AU liegt, wobei
U der Umkreismittelpunkt des Dreiecks AC1C5 ist, und dafl dieser Thaleskreis auch
durch die Mittelpunkte der Seiten Cy A und AC; dieses Dreiecks geht. Nun sind diese
Mittelpunkte aber genau unsere zwei Punkte M und N; also erhalten wir, dafl unser
Punkt B auf dem Thaleskreis iiber der Strecke AU liegt, und dafl dieser Thaleskreis
auch durch die Punkte M und N geht. Damit haben wir einen neuen Beweis gefunden
fiir unser in der Losung verwendetes Hilfsresultat, dal die Punkte A, B, N und M auf
einem Kreis liegen.
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