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Der End]ichkeitssatz der  Invarianten endlicher Gruppen. 

~on 

E ~  N o ~  in Erlaugen. 

Im folgenden soll ein ganz elementarer - -  nut auf der Theorle der 
symmetrischen Funl~ionen beruhender-  Endlichkeitsbeweis der Invarian- 
ten e~//id~er Gruppen gebracht werden, der zugleich eine wirkliche Angabe 
des.vollen Systems liefert; w~hrend der gew~hnliche, auf das Hflber~scho 
Theorem yon der Modulbasis (Ann. 36) sich stiitzende Beweis nut Existenz- 
beweis is~.*) 

Die endliche Gruppe ~ bestohe aus den h linoaren Transforma~ionon 
(yon nichtverschwindender Determinante) A~. - -A~,  wobei dutch A~ die 
]ineare Transformation 

x~k) E a(k)x .. _(k) ~_t a(~) x, 
' e = l  l v = l  

oder abkfirzend: (x (~)) ~ A~(x) dargestell~ sei. Die Gruppe ~ ffihrt also 
die Reihe (x) mit den Elementen x~ . . .  x~ fiber in die Reihen (x(k)) mit 
den Elementen x~ ~)-.. ~ ) .  Da unter A 1 . . - A ~  die Identit~t .enthalten 
sein mug, ist auch unter den Reihen (x (k)) die Reihe (x) en tha l t en . -  
Unter einer gauzen rationalen (absoluten) Invariante der Gruppe sei eine 
solche ganze rationale Funktion yon x l . . . x  . verstanden, die bei An- 
wendung yon A ~ . . .  A h identisch ungeiinder~ bleibt; ftlr eine solche In- 
~ariante f(x) gilt also: 

b 

0) f (x )  =f(x(1))  . . . . .  = x .  f@% 
k = l  

1. Formel (1) dr~icl~ aus, dab f(z) eine ganze rationale, sym~isC~  
Funktion der GrSl~enreihen (x(~))... (x(h)) is~ - -  und zwar han4el~ ~* 
sieh, da jeder Suminand f(x (k)) nur die e/he Reihe (x (k)) en~h~lt, tun den 
einfaehsten, gewShnlich als eint~rmigen bezeichneten Fall. Nach dem be- 

*) VgL et~wa Weber~ Lehrbueh der Algebza (2./~.ufl.) 2. B~a~ ,w 57. 
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kannten Satz fiber die symmetrischen Funktionen yon Gr68enre/hen*) is~ 
a!~o f(x) ganz sad rational dutch die symmetrischen Elementaffunkfionen 
dieser Reihen darstellbar~ d. h. durch die Koeffizienten G~,. . .%(x) der 
,,Galoisschen Resolvente": 

h 

,-.~ {(v +~, +.. .  + ~,=~)) 
Z dr Or I ~1 z ~ +  G~,. . .~.(x)~ u~ , . . u ,  \ ~ h  / 

wo die O~,,. . . , ,(x) Invarianten yore Orado a I + - . .  + a, in den x sind. 
Somit ist bewiesen: 

Die, Koeffic, ienten G~,...,~(x) der Galoisschen tlesolvente bilden ein 
v olfl~%_ ~vaxiamg~stem der Crru~pe dexart, daft jede Invariante sich ganz 
:295,~ . . ~ : : ' ~ ; 5 : ~ . ~ ' .  . - ~  . "  . �9 , :  �9 ~~ " " . ' ,  . ' ,  ' . . 

unO~ ~"~.i~ t~. eh diese. CaPita r ~  !nvar~nte n .aqraellen lgflt. 
2. Man kann auch, yon (1) ausgehend, d~e folgende noch elemen- 

tarere Betrachirang anstellen~**) die zugleich zu einem zweiten vollen 
System fiihr~. Sei gesetz~ 

f(~) =. ~ + b ~ ' . . .  ~ .  + . . .  + ~;~ . . .  , r  
wo a, b, . . . ,  e Kons~an~en bedeuten, so hat man nach (1): 

h h -<*,''' 
. . . .  ~ �9 + - - - + c .  ~ l  . . . x ~  

k : l  k : l  

~ - h . a  + b.J'm...~,, + . . .  + c .J , , . . . , , .  

Jocle .Invari~n~ l~il~t sich also gaaz trod linear aus den speziellen: 
. h  

-~.usamlite~.~li, uad es gonifgt:~lahor der Nachweis f i i r  diese spezielloli. 
7~:...~,,. bildet aber, abgesehen yon einem Zahlenfaktor) den Koeffizien~ VOll 

U ~ " .  u ~  in dem Ausdruek 
h 

~ ( k ) \ .  
(-~x~ '~ + . - .  + u.~. s ,  

k = l  

wo ~ ~ t~t +-.. + ~ gesetz~ ist, und der die /~  Potenzsumme 
Linears 

der h 

*) Vgl. die Anmerkung zu 2. 
**) Es komm~ dies auf einen Beweis des Satzes fiber die symme~risehen Funk- 

~ionen yon GrSl3enreihen ira oben erwll~nten einf6~gen Fall hinaus. 
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darstellL Nun sind bekanntlich die unendlicl~ vielen Potenzsummen S~ 
ganze rationale Verbindungen yon 

-deren Koeffizienten durch die Invarianten 

~, , . . .~,  (~z +.-.  +~ .~h)  

gegeben sind; somi~ is~ ein zweites volles Sysbom gewonnen: 
:Ein volles Invariantensystem tier G n ~ e  i,s~ gegeben dutch aY,r I~- 

varianten J~,...~,, we ~ + . . .  + ~. ~_ h und h die, Ordn~g d~" G ~ u ~  
~edeutet. 

Der Zusammenhang mit 1. wird hergestellt durch die Bemerkung, 
da~ die Potenzsummen S x - . -  Sa sich dutch die elementaren symmetrischen 
Funktionen yon ~ . . .  ~a ersetzen lassen, was auk" das dort gegebene 
voile System der G,~,. . . ,~(x) fithrt. Beide Resultato zeigen~ dab sich aJle 
Invaria,nten ganz und rational durch diejewigen ausdriicken lassen, deren 
Grad in den x die Ordnung h der Gruppe nieht iibersteigt. 

3. Aus dem eben Bewiesenen lassen sioh Folgermagen fitr rationale 
Darstollung ziehen. Jade rationale absolute Invariante liil~t s i c h -  wie 
dutch Erweiterung yon Ziihler mad Nonner mit den in bozug auf clio 
Oruppe Konjugierten des Nenners unmittelbar eiazusohen - -  darstellen 
als Quotient yon zwei, nieht notwendig teilerfremden, ganzen ragionalon 
absoluten Invarianten. Daraus folgt, dal~ jede rationale absolute Invariante 
sich rational dutch die Koeffizienten G,,,...,,,(x) der Galoisschen .P,~solver~ 
r  u) ausdriicken liiflt. Dieser Satz liiBt sich aueh ohne Durehgang 
~lureh den Endlichkeitssatz auf versehiedene h r i  leichg beweisen; er finder 
sich schon formuliex4 in Weber  II, w 58.*) 

*) Der dor~ gegebene Beweis is~ anerdings aicht 8tichhal~ig; es ist a~mlich nut 
gezeigt, dsl~ die Funktion ~(t) in Formel (7) Jnvarianten zu Koeffizienten hat, nicht 
aber dab diese Invarian~en rational dureh die Koeffizienten yon (~(~) ausdriickbar 
siad. Diese Lfieke wird vermieden, wean man zur Darstellung der x~ (k) dutch ~k shaft 
tier Lsgrangeschen Interpolst~ionsformel ein belrarmtes Differen~iatlonsverfshren anwan- 
det. Es ist dies die dutch Differentiation der Identit;tt ~(--~k, u ) ~  0 nach allen 
gewonaeae Relstion- 

D~uach hat an Stelle yon Formel (7) und (8) bei Weber fur jede rationale Fun~O~n~ ' 
~(~) die folgende Formel zu ~reten: 

~(z?)... ~T)= I i~u, au. I / . . . .  ' 
\ ~ ~ / , = - ~  
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4. Schlie$1ich sei erw~hnt~ da$ die hier abgeleiteten Resul~a~e implizi~ 
en~alten sind in meiner Arbei~ ,,K6rper und Systeme rationaler Funk- 
tionen"*); und zwar das in 1. gegebene volle System in Satz u  und u 
ein yon diesem Endlic]~keitssatz unabh~ngiger Beweis der rationalen I)ar- 
s~ellung in Satz IlI.**) Beweisgang und ResuRat vereln~achen sich aber 
in dem bier vorliegenden speziellen Fall erheblich gegeniiber der allge- 
meinen Theorie. Darauf, die aUgemeinen Untersuchungen auf die Invarian- 
ten endlicJ~er Gruppen anzuwenden, kam ich dutch Gespr~che mi~ Herrn 
E. Fischer, yon dem auch dam Inhal~ nach der unter 2. gegebene Beweis 
im allgemeinen Fall ist das dor~ auftretende volle System nich~ rational 
definierbsr ~ und die Anmerkung zu 3. herriihr~. 

E~Iangen, ]~ai 1915. 

"~e nut noch Koef~zienten von~r (z, u) enthMt, und deren Summation iiber alle k fiir 
Invar/anten ~(x) die gew~lnschte Dsrstellung gibk 

*) Math. Ann. 76, S. 161 (1915), 
~) Fiir reZative Invarisnten ist in Satz VIII und IX ein,Endlichkeitsbeweis ent- 

haRen, der ebonfalls auf anderer Grundlage beruh~ a]s der gewShn]iche, abet auch nut 
Exis~enzbeweis is~; es rf/brr dies daher, dab die relatlven Invarianten keinen K~rper 
bilden. 


