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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Konstruktion von fundamentalen Sys-
temen, so genannten Integritdtsbasen, von Invarianten eines symmetrischen
Tensors zweiter Stufe unter den 32 kristallographischen Symmetriegruppen.
Neben einer Einfithrung tiber den Aufbau von Kristallen und den sich daraus
ergebenden Symmetrieeigenschaften werden die benotigten Grundlagen von
Tensoren behandelt. Nach der Darstellung einiger allgemeiner Tatsachen iiber
algebraische Invarianten (Invarianten welche einer algebraischen Funktion ge-
niigen) werden Integritdtsbasen polynomieller Invarianten eines symmetrischen
Tensors zweiter Stufe unter allen 32 Symmetriegruppen der sechs grundlegenden
Kristallsysteme entwickelt. Ein Abschnitt iber Kontinuumsmechanik gewahrt
einen Ausblick tiber die Anwendung dieser Invarianten in der Darstellung einer
Verzerrungsenergiedichtefunktion anisotroper hyperelastischer Materialien.
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Einleitung

In der Kontinuumsmechanik mochte man das Deformationsverhalten verschie-
dener Materialien modellieren. Speziell werden skalarwertige Funktionen in den
Komponenten eines einzelnen symmetrischen Tensors zweiter Stufe verwendet,
um Stoffgesetze wie z. B. Fliegrenzen oder Bruchkriterien zu formulieren. Wir
interessieren uns fiir anisotrope Feststoffe. Dies sind Materialien, deren physi-
kalische Eigenschaften von der Orientierung des Materials abhangig sind. Zum
Beispiel konnte ein Material, abhédngig von der Richtung in der es belastet wird,
unterschiedliche Stabilitdtseigenschaften aufweisen.

Es ist eine physikalische Tatsache, dass die meisten Materialien dieser Art
in ihrer molekularen Struktur Kristalle sind oder in ihrem Aufbau eine hohe
Ahnlichkeit mit Kristallen aufweisen. Ein Kristall ist dadurch charakterisiert,
dass sein atomarer Aufbau gewissen Regelméafligkeiten gentigt, d. h. die atoma-
ren Bausteine sind in einem sich periodisch wiederholenden Gitter angeordnet.
Dieser Umstand hat zur Folge, dass ein Material mit kristalliner Struktur
bestimmte Symmetrieeigenschaften besitzt. Je nach Art der Gitterstruktur,
welche einem Material zugrunde liegt, kann es beispielsweise sein, dass sich
die Materialeigenschaften unter bestimmten Rotationen nicht verdndern. Diese
Symmetrieeigenschaften kann man dazu verwenden, Materialien zu charak-
terisieren. Jedem Material wird dadurch eine Symmetriegruppe zugeordnet,
deren Elemente alle Bewegungen sind, unter denen die Materialeigenschaften
unverandert bleiben.

Eine Forderung, die man an eine skalare Funktion, welche ein Stoffgesetz
formuliert, stellt ist, dass sich eine solche Funktion unter der Symmetriegruppe
eines Materials ebenfalls nicht verdndert. Die Funktion soll eine Invariante
beziiglich der Symmetriegruppe sein.

Berticksichtigt man die Symmetriegruppe eines Materials, so ergeben sich
fiir eine solche skalare Funktion gewisse Einschrankungen, denen sie gentigen
muss. Aus diesen Einschrankungen lassen sich dann Invarianten ableiten. Wenn
es gelingt, aus den einschrénkenden Bedingungen ein System von Invarianten
zu extrahieren, aus welchem sich alle méglichen Invarianten generieren lassen —
eine so genannte Integritatsbasis — dann muss eine solche skalare Funktion eine
Funktion in genau diesen grundlegenden Invarianten sein.

Ziel ist es, fiir sdamtliche Kristallgitter ein solches System von Invarianten



anzugeben.

Die klassische Invariantentheorie beschéaftigt sich mit Invarianten unter allge-
meinen linearen Gruppen. Wie eingangs erwahnt, sind fiir uns besonders die
Symmetriegruppen von Kristallen — endliche Untergruppen der orthogonalen
Gruppe — von Interesse. Wir wollen in dieser Arbeit die notwendigen Bereiche
aus Kristallographie, Invariantentheorie und Kontinuumsmechanik auf eine
Weise darstellen, aus der sich ein Gesamtbild zum besseren Verstandnis der
Zusammenhénge dieser Disziplinen ergibt.

Wir beginnen in Kapitel 1 mit einer allgemeinen Einfithrung in den Aufbau
von Kristallen. Dabei werden wir zunachst die Entstehung eines allgemeinen
Raumgitters beschreiben sowie die verschiedenen Symmetrie erzeugenden Eigen-
schaften erlautern. Daraus ergeben sich dann spezielle Gitter von unterschiedlich
hoher Symmetrie, welche zur einfacheren Vorstellung bildlich dargestellt werden.

Das zweite Kapitel versucht einen moglichst direkten und wenig abstrakten
Zugang zum Umgang mit Tensoren zu vermitteln, welcher als das Handwerks-
zeug der darauf folgenden Ausfithrungen in der Invariantentheorie angesehen
werden kann.

Das dritte Kapitel ist in einen allgemeinen und einen speziellen Teil geglie-
dert. Im allgemeinen Teil werden wichtige Tatsachen iiber Invarianten unter
der Gruppe O(n) geklart. Im Anschluss daran gehen wir zu den speziellen
Symmetriegruppen (endliche Untergruppen von O(3)) der verschiedenen Kris-
tallklassen iiber. Es wird dort sukzessiv fiir jede einzelne der 32 Kristallklassen
eine Integritatsbasis angegeben werden.

Das abschlieBende Kapitel 4 wird einen kurzen Ausblick in die konkrete
Anwendung der Integritdtsbasen im Rahmen der Kontinuumsmechanik ge-
wahren. Dabei werden grundlegende Konzepte der Kontinuumsmechanik, wie
Konfigurationen und der Deformationsgradient, erlautert.



1 Kiristalle

Diese Arbeit ist durch den Wunsch motiviert, das Deformationsverhalten ani-
sotroper! hyperelastischer Feststoffe mathematisch modellieren zu kénnen. Die
meisten dieser Materialien weisen eine kristalline Struktur auf ([Hau00], Seite
360), weshalb es lohnend ist, sich mit dem Aufbau von Kristallen zu beschéftigen.
In den folgenden Abschnitten werden wir zunéchst den Aufbau des allgemeinen
Kristallgitters beschreiben und dann zu speziellen Gittern iibergehen. Aus
diesen speziellen Gittern ergeben sich dann sechs verschiedene Systeme von
Kristallen, welche aus den unterschiedlichen Symmetrieeigenschaften der einzel-
nen Gitter hervorgehen. Diese sechs Kristallsysteme werden beschrieben und
zur leichteren Vorstellung bildlich dargestellt. Eine mogliche Definition des
Begriffs Kristall ist:

Definition 1 (Kristall). Ein Kristall ist ein anisotroper homogener Korper,
der eine dreidimensional periodische Anordnung der Bausteine (Atome, Ionen,
Molekiile) besitzt ([BO10]).

1.1 Das Raumgitter

GeméB der Definition liegt in Kristallen eine periodische Anordnung der Baustei-
ne in drei Dimensionen vor. Die Bausteine wiederholen sich nach dem Prinzip
eines Raumgitters (manchmal auch Punktgitter genannt). Jedoch entsprechen
die Punkte, aus denen das Gitter besteht, nicht den einzelnen Bausteinen des
Kristalls, sondern sie geben vielmehr vor, nach welchem Muster sich diese Bau-
steine in der periodischen Anordnung wiederholen. Das Raumgitter selbst ist
eine abstrakte unendliche Struktur in welcher sich die Bausteine eines Kristalls
anordnen. Wir werden dies ausfithrlicher in Abschnitt 1.2 auf Seite 9 erldutern.
Zunéchst beschreiben wir nur den Aufbau des Raumgitters. Dabei werden wir
das Raumgitter, ausgehend von einem Gitterpunkt, iiber die Gittergerade zur
Gitterebene und schliellich zum Raumgitter entwickeln.

! Wenn eine physikalische Eigenschaft, wie z. B. die Wirmeleitfihigkeit, die Hérte oder
das Licht-Absorbtionsverhalten in verschiedenen Richtungen unterschiedlich ist, so nennt
man dieses Verhalten anisotrop. Ist das Verhalten physikalischer Eigenschaften in allen
Richtungen gleich, so nennt man dies isotrop ([BO10]).



1.1.1 Gitterpunkte und Gittergeraden

Wir starten mit der Wahl eines beliebigen Gitterpunktes im dreidimensionalen
Raum. Diesen Punkt bezeichnen wir mit 0. Er ist der Ausgangspunkt bei der
Konstruktion des Raumgitters.

Wir legen nun einen Vektor h; mit Betrag |hi| = H; € R, in beliebiger
Richtung fest. Einen solchen Vektor nennen wir Translationsvektor. Durch
anlegen von h; am Punkt 0 erhalten wir an der Spitze des Vektors einen
weiteren Gitterpunkt mit der Bezeichnung 1. Durch anlegen von h; an 1
(alternativ auch 2hy an 0) erhalten wir den Punkt 2. Dieser Vorgang wird nun
unendlich fortgesetzt. Da die Richtung von h, fixiert wurde, ist klar, dass alle
auf diese Weise konstruierten Punkte auf einer Gerade liegen. Diese Gerade wird
Gittergerade genannt. Die beschriebene Operation, die wir zur Konstruktion
der Gittergerade ausgefiihrt haben, nennen wir Gittertranslation. Der Vorgang
ist in Abbildung 1.1 dargestellt.
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Abbildung 1.1: Konstruktion einer Gittergerade mittels Gittertranslation.

1.1.2 Gitterebene

Wir fithren nun einen weiteren Translationsvektor hy mit Betrag |ho| = Hs € R,
ein. hy muss eine andere Richtung als hy haben, d. h. hy }f h;. Lassen wir hy in
der selben Weise auf die Gittergerade einwirken, so ergibt sich eine Gitterebene,
manchmal auch Netzebene genannt (siehe Abbildung 1.2 auf der néchsten Seite).
Die Vektoren h; und h, spannen die so genannte Elementarmasche auf. Der
Winkel zwischen h; und hgy sei mit a bezeichnet, in Symbolen £(hq, hy) = a.
Die gesamte Gitterebene ist dann durch das Tripel (H;, Hs, o) vollstandig
beschrieben.



Eine Tatsache, die fiir die folgenden Ausfithrungen zwar unerheblich ist, aber
dennoch erwidhnt werden sollte ist, dass die Wahl der Translationsvektoren
nicht eindeutig ist. Man betrachte Abbildung 1.2 und stelle sich beispielsweise
anstelle des Vektors hs einen Vektor vor, dessen Spitze in die rechte unte-
re Ecke der (dargestellten) Elementarmasche zeigt. Ein solches System von
Translationsvektoren wiirde das selbe Gitter erzeugen.

Eine Netzebene zeichnet sich auch dadurch aus, dass parallele Gittergeraden
immer die gleiche Translationsperiode besitzen, d. h. dass Gitterpunkte, welche
auf parallelen Gittergeraden liegen, stets den selben Abstand zueinander haben.
Stellt man sich zu den beiden in Abbildung 1.2 eingezeichneten Gittergeraden
jeweils dazu parallel verlaufende Gittergeraden vor, so sieht man, dass die Ab-
stande der Gitterpunkte bei allen parallelen Gittergeraden der selbe ist. Dieser
Umstand wird auch als Charakteristikum fiir das Vorliegen einer Netzebene
verwendet. Wenn in einem Gitter parallele Gittergeraden existieren, bei denen
die jeweilige Translationsperiode unterschiedlich ist, kann es sich nicht um eine
Netzebene handeln. ([BO10])
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Abbildung 1.2: Gitterebene (Netzebene) mit der durch die Vektoren hy und hg aufge-
spannten Elementarmasche und zwei Gittergeraden.

1.1.3 Raumgitter

Ein dritter Translationsvektor hs mit Linge |hs| = Hs, welcher nicht in der
von h; und h, aufgespannten Ebene liegt, wird eingefithrt. Lasst man die
Gittertranslation entlang des Vektors hg auf die in Abbildung 1.2 dargestellte



Gitterebene wirken, so entsteht ein Raumgitter (Abbildung 1.3). Die drei Vekto-
ren hy, hy, hs spannen eine Elementarzelle auf (vgl. Elementarmasche), welche
durch die sechs Groflen (Hy, Ho, H3, £(h1, hy) = a, £(hq, h3) = 3, L(ho, h3) =
~v) vollstandig beschrieben ist. Die Einwirkung aller drei Gittertranslationen auf
die Elementarzelle ergibt wieder das Raumgitter. Die Elementarzelle enthalt
somit die Gesamtinformation des Raumgitters.

Die mit D markierte Ecke der Elementarzelle gehort nicht nur zu der hervor-
gehobenen Elementarzelle, sondern zu allen acht dargestellten Zellen. D gehort
somit nur zu é zur markierten Elementarzelle. Dies gilt gleichermafien fir die
verbleibenden 7 Ecken und 8- % =1, d. h. jede Elementarzelle enthélt nur einen
Gitterpunkt.
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Abbildung 1.3: Links: Raumgitter (allgemeines Kristallgitter). Rechts: Kristallographi-
sches Achsenkreuz bestehend aus den drei Vektoren hq, ho, hs, welche die Elementarzelle
aufspannen. Durch Gittertranslation entlang dieser Vektoren entsteht das Kristallgitter.
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1.2 Die Kristallstruktur

Wir wollen uns nun dem eigentlich Aufbau von Kristallen widmen. Wie in
Definition 1 auf Seite 6 angegeben, besitzt ein Kristall eine periodische Struktur.
In Abschnitt 1.1 auf Seite 6 iiber Raumgitter haben wir ein Gitter konstru-



iert, welches diese, die eigentliche Kristallstruktur, tragen soll. Wir werden
dies anhand eines hypothetischen Kristalls, dessen Bausteine aus nur drei Ele-
mentarteilchen bestehen, und aus Griinden der einfacheren Darstellung nur in
zwei Dimensionen, erldutern.
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Abbildung 1.4: Links: Raumgitter in zweidimensionaler Darstellung. Rechts: Elementar-
zelle mit eingezeichneter Basis bestehend aus den Elementarteilchen A, B, C.

In Abbildung 1.4 ist ein Gitter mit einer Elementarzelle dargestellt. Als
Kristallbaustein denken wir uns ein Molekiil, bestehend aus den Elementarteil-
chen (Atomen) A, B und C'. Diesen Baustein bringen wir in die abgebildete
Elementarzelle? ein, und zwar so, dass A auf dem Punkt 0 liegt. B und C' liegen
dann innerhalb der Elementarzelle.

Wichtig ist die Lage der Elementarteilchen B und C' relativ zu 0 und den drei
Translationsvektoren hy, hy und hs. Die Lage lasst sich durch Ortsvektoren
beschreiben:

rg = xghi + yghs + zghs,
rc = rchy +ychy + zchs,

fur Koeffizienten =g, yg, 25, xc,yc, zc € R. Die Anordnung der Bausteine
innerhalb einer Elementarzelle heifit Basis. Lasst man die Gittertranslationen
auf die Basis einwirken, so wird das Molekiil durch das gesamte Gitter bewegt.
Das Ergebnis ist dann die Kristallstruktur, dargestellt in Abbildung 1.5 auf der
néachsten Seite. Man kann diesen Sachverhalt auch als

Gitter + Basis = Kristallstruktur (1.1)

2 Aufgrund der zweidimensionalen Darstellung sieht es in Abbildung 1.4 so aus als wire eine
Elementarmasche gemeint. Tatséchlich ist natiirlich eine (dreidimensionale) Elementarzelle
gemeint.
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Abbildung 1.5: Zweidimensionale Darstellung der Kristallstruktur, bestehend aus Gitter
und Basis. Durch Gittertranslation entsteht das Gitter aus der Elementarzelle. Die Basis
wird ebenfalls durch Gittertranslation in jede Elementarzelle bewegt.

formulieren ([BO10]). Daraus ergibt sich, dass nicht nur A auf den Punkten
eines Gitters liegt, sondern auch B und C, nur dass diese auf zum urspriinglichen
Gitter kongruenten Gittern liegen. Diese kongruenten Gitter erhalt man durch
Translation des urspriinglichen Gitters entlang der Vektoren rg und r¢, welche
die Basis beschreiben. Alle Bausteine einer Kristallstruktur unterliegen ein und
dem selben Translationsprinzip.

1.3 Das Symmetrieprinzip

Bisher haben wir nur die Gittertranslation betrachtet. Wir wollen nun aber
auch Drehungen und Spiegelungen zulassen. Dabei werden Kristalle mit sich
selbst zur Deckung gebracht, indem man sie um einen bestimmten Winkel
und um eine bestimmte Achse dreht oder an einer bestimmten Ebene bzw. an
einem bestimmten Punkt spiegelt. Auch Kombinationen dieser Operationen
sind moglich. Operationen dieser Art heilen Symmetrietransformationen und
sind orthogonal®. Diese Symmetrietransformationen werden durch Tensoren
zweiter Stufe (Matrizen) beschrieben.? Bei diesen Operationen gibt es immer
Punkte, welche bei der Ausfithrung der Operation ihren Standort im Raum
behalten. Bei einer Drehung um eine Achse sind dies die Punkte, die auf der
Drehachse liegen. Bei der Spiegelung an einer Ebene sind es alle Punkte des
Objekts, welche sich auf dieser Ebene befinden. Bei einer Punktspiegelung
ist es nur ein einziger Punkt. Ein Element, welches bei der Ausfiihrung einer
bestimmten Symmetrietransformation am Ort verbleibt, nennt man das zu einer

30rthogonal bedeutet, dass bei der Transformation Winkel und Léingen zwischen Gitter-
punkten gleich bleiben. Wir werden diesen Begriff spéter prézisieren.
4Die notwendigen Kenntnisse iiber Tensoren werden in Kapitel 2 auf Seite 22 behandelt.
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Symmetrietransformation gehérende Symmetrieelement. Wir werden spéater in
Abschnitt 3.3.1 auf Seite 43 genauer auf diese Transformationen eingehen. Wir
wollen nun die verschiedenen Symmetrieelemente vorstellen.

1.3.1 Drehachse

Betrachten wir die in Abbildung 1.4 auf Seite 10 dargestellte Gitterebene und
stellen uns vor, dieses Gitter innerhalb der Ebene, in der es sich befindet (die
Papierebene), bzw. um eine Achse senkrecht zur Papierebene, um den Punkt
0 zu drehen, solange bis es wieder mit sich selbst zur Deckung kommt. Man
vergesse hierbei nicht, dass das Gitter selbst unendlich ist und die Abbildung
nur eine schematische Darstellung ist. Dies ist nach einer Drehung um 180°
der Fall. Diese Symmetrieoperation wird Drehung genannt und das zugehorige
Symmetrieelement heifit Drehachse. Drehen wir das Gitter ein weiteres Mal
um 180°, so befindet es sich wieder in der urspriinglichen Lage. Die Anzahl
der Drehungen um einen bestimmten Winkel, die notwendig ist, um ein Gitter
wieder in die Ausgangslage zu bringen nennt man die Zdhligkeit X einer
Drehachse. Wenn wir den Drehwinkel mit € in © bezeichnen, so ist X durch
X = @ definiert. Im vorliegenden Fall ware also X = ?ggz = 2. Wir sprechen
dann von einer 2-zahligen Drehachse.

Es stellt sich die Frage, ob auch Drehachsen mit einer Zahligkeit X > 2
existieren. Eine solche Drehachse wiirde bei Einwirkung auf einen Gitterpunkt
mindestens zwei weitere Gitterpunkte erzeugen, die alle in einer Ebene liegen.
Drei Punkte, welche nicht auf einer Geraden liegen, erzeugen aber bereits eine
Netzebene. Dies bedeutet, dass Drehachsen nur senkrecht zu einer Netzebene
gelagert sein konnen. Um zu tiberpriifen, ob eine X-zéhlige Drehachse moglich
ist, miissen wir also tiberpriifen, ob das durch eine solche Drehung entstandene
Gitter das Kriterium einer Netzebene erfiillt, d. h. ob die Translationsperiode
auf allen parallelen Gittergeraden die selbe ist (vgl. Abschnitt 1.1.2 auf Seite 7).
Wir méchten kurz darstellen welche Drehachsen moglich sind. Eine ausfiithrliche
und bebilderte Darstellung findet sich beispielsweise in [BO10] (Abschnitt 6.1).

e 3-zdhlige Drehachse: Lésst man eine 3-zdhlige Drehachse auf einen
Gitterpunkt einwirken, so entstehen zunéchst zwei weitere Gitterpunkte,
die zusammen mit dem ersten Gitterpunkt ein gleichseitiges Dreieck bilden.
Durch Gittertranslation entsteht ein Gitter mit einem Parallelogramm als
Elementarmasche. Parallele Gittergeraden besitzen dann immer die gleiche
Translationsperiode, folglich kénnen 3-zéhlige Drehachsen existieren.

e 4-zihlige Drehachse: Die Einwirkung einer 4-zéhligen Drehachse auf
einen Gitterpunkt erzeugt drei Gitterpunkte, welche zusammen mit dem
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ersten Gitterpunkt ein Quadrat bilden. Man kann sich leicht vorstellen,
dass auch hier alle parallelen Gittergeraden die selbe Translationsperiode
besitzen. Auch 4-zéhlige Drehachsen sind also moglich.

5-zahlige Drehachse: Eine 5-zéhlige Drehachse erzeugt ein regelméafi-
ges Fiunfeck (Pentagon). Nummeriert man die fiinf Ecken eines Pentagons
der Reihe nach mit 1-5 und verbindet z. B. die Ecken 2 und 5 sowie die
Ecken 3 und 4, so erhidlt man zwei parallele Geraden. Die Lénge der
Verbindungsstrecke entspricht dabei der Translationsperiode. Wie aus
den Zahlen ersichtlich ist, sind im zweiten Fall zwei direkt benachbarte
Punkte miteinander verbunden, was der geringstmogliche Abstand zweier
Punkte ist. Bei der anderen Verbindung ist dies nicht der Fall und der
Abstand der Punkte ist groffer. Wir haben also zwei verschiedene Transla-
tionsperioden auf zwei parallelen Gittergeraden gefunden. Als Folge kann
eine H-zdhlige Drehachse keine Netzebene erzeugen und somit kénnen
5-zahlige Drehachsen im Raumgitter auch nicht als Symmetrieelement
auftreten.

6-zahlige Drehachse: Die geometrische Figur, die bei einer 6-zéhligen
Drehachse entsteht, entspricht einem regelméafigen Sechseck (Hexagon).
Durch Gittertranslation erhalt man auch den ,Mittelpunkt“ des Hexagons
und erzeugt dadurch eine Elementarmasche in Form eines Parallogramms,
wie im Fall der 3-zdhligen Drehachse. Die resultierende Gitterstruktur
entspricht also der selben wie bei der 3-zédhligen Drehachse.

Drehachsen mit Zahligkeit X > 6: Analog zum Vorgehen bei der 5-
zahligen Drehachse kann man zeigen, dass Drehachsen mit einer Zahligkeit
von X > 6 keine Netzebenen erzeugen. Solche Drehachsen konnen im
Raumgitter nicht vorkommen. ([BO10])

1.3.2 Spiegelebene

Als weitere Symmetrietransformation betrachten wir die Spiegelung. Das zuge-
horige Symmetrieelement heifit Spiegelebene. Jedem Gitterpunkt auf der einen
Seite der Spiegelebene wird ein weiterer Punkt in gleichem Abstand auf der
Normalen zur Ebene zugeordnet. Das Symbol fiir eine Spiegelebene ist m.

1.3.3 Inversionszentrum

Das Inversionszentrum ist das Symmetrieelement zur Symmetrietransformation
Inversion (Punktspiegelung). Das Inversionszentrum selbst ist ein Punkt, aber
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nicht notwendig ein Gitterpunkt. Bei der Inversion wird einem Gitterpunkt in
der Art und Weise ein anderer Gitterpunkt zugeordnet, dass dieser in der entge-
gengesetzten Richtung liegt und den gleichen Abstand zum Inversionszentrum
aufweist.

1.3.4 Koppelung von Symmetrietransformationen

Bisher haben wir die einfachen Symmetrietransformationen Drehung, Spiegelung
und Inversion betrachtet. Diese Transformationen kann man auch miteinander
kombinieren und erhéalt auf diese Weise weitere Symmetrietransformationen.

e Drehinversionsachsen: Bei einer Drehinversion wird eine Drehung um
eine Achse und eine Inversion an einem Inversionszentrum als ein Vorgang
ausgefiihrt. Als allgemeines Symbol verwendet man hier X, angelehnt
an die Zahligkeit X der Drehachse. Wie weiter oben erlautert, konnen
in einem Kristallgitter als Drehachsen lediglich 1, 2, 3, 4 und 6-zéhlige
Drehachsen existieren, daher lassen sich auch nur die Drehinversionsachsen
1, 2, 3, 4 und 6 ableiten.

— Drehinversionsachse 1: 1 bedeutet eine Drehung um 360° und Inver-
sion an einem Inversionszentrum auf der Drehachse. Diese Operation
ist offensichtlich mit der einfachen Inversion identisch und erzeugt
insgesamt zwei Gitterpunkte.

— Drehinversionsachse 2: Die Wirkung einer 2 auf einen Gitterpunkt ist
mit der Spiegelung an einer Ebene senkrecht zur Drehachse identisch.
Es werden ebenfalls zwei Gitterpunkte erzeugt.

— Drehinversionsachse 3: Die 3 erzeugt bei Anwendung auf einen
Gitterpunkt insgesamt sechs Gitterpunkte, deren Anordnung eine
Drehachse 3 und die Inversion 1 enthalt.

— Drehinversionsachse 4: Die 4 erzeugt vier Gitterpunkte und enthélt
eine 2.

— Drehinversionsachse 6: Eine 6 erzeugt wie die 3 sechs Gitterpunkte,
jedoch in einer anderen Anordnung. Die 6 enthélt eine 3 und eine
Spiegelung senkrecht zur Drehachse.

e Drehspiegelachsen: Wie bei den Drehinversionsachsen kann man Dreh-
spiegelachsen 57, 55, 53,54 und Sg definieren. Bei der Drehspiegelung
wird eine Drehung um eine Achse und eine Spiegelung an einer Ebene
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senkrecht zur Drehachse als ein Vorgang ausgefiihrt. Die Drehspiegelun-
gen ergeben aber keine neuen Symmetrietransformationen, denn es gilt

Si=m,Sy=1,53=6,5,=4und S = 3. ([BO10], S.72).

Insgesamt haben wir somit zehn verschiedene Symmetrietransformationen: Die
Drehungen 1 (identische Transformation), 2, 3, 4 und 6, sowie die Drehinversio-
nen 1 (Inversion), 2 (Spiegelung m), 3, 4 und 6.°

Alle in einem Kristall vorhandenen Symmetrietransformationen bilden eine
Gruppe, die Symmetriegruppe. Aus diesen zehn Symmetrietransformationen
ergeben sich insgesamt 32 mogliche Symmetriegruppen, die im Falle von Kris-
tallen als Kristallklassen bezeichnet werden. Wir werden in Kapitel 3 naher
darauf eingehen.

1.4 Die Kristallsysteme

In Abschnitt 1.1 auf Seite 6 haben wir das allgemeine dreidimensionale Raumgit-
ter beschrieben. Dort kénnen in drei Richtungen beliebige Translationsperioden
und beliebige Winkel zwischen den drei die Elementarmasche aufspannen-
den Vektoren auftreten. Das allgemeine Raumgitter enthéalt nur eine Art von
Symmetrieelement: Ein Inversionszentrum.

Wenn Drehachsen oder Spiegelebenen vorliegen, entstehen spezielle Raum-
gitter, die wir nun darstellen wollen. Die nachfolgenden Zeichnungen enthalten
jeweils die folgenden Merkmale:

e Die Gitterpunkte der Elementarzelle. In manchen Fallen existieren mehre-
re verschiedene Elementarmaschen, welche aber durch die selben Vektoren
hq, ho, hs und jeweiligen Winkel zwischen diesen Vektoren beschrieben
werden.©

e Die Symmetrieelemente der jeweiligen Kristallklasse. Es werden nicht
immer sdmtliche Symmetrieelemente eingezeichnet sein, um die Zeichnun-
gen nicht zu uniibersichtlich werden zu lassen, aus dem gleichen Grund
werden wir oft auf zweidimensionale Darstellungen zuriickgreifen. Bei-
spielsweise sind die Inversionszentren aufler beim triklinen System nicht
eingezeichnet.

5Zu den erwithnten Symbolen 1, 2, 3, 4, 6, 1, m (= 2), 3, 4 und 6, kommen noch die
folgenden Symbole hinzu: 2/m, 3/m, 4/m und 6/m. X/m bedeutet X-zdhlige Drehachse,
welche senkrecht auf einer Spiegelebene m steht. Diese Schreibweise nennt man Hermann-
Mauguin-Symbolik. Ausfiihrlicher ist dies in [BO10], S. 129 beschrieben.

6Das sind die 14 Bravais-Gitter. Sie spielen fiir unsere Symmetriebetrachtungen keine Rolle.
Eine kurze Erlauterung dazu findet sich in Abschnitt 1.5 auf Seite 20.
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Wir verwenden die folgenden Symbole fiir 2-, 3-, 4- und 6-zéhlige Dreh-
achsen: 0 A O, O .

e Die drei beschreibenden Vektoren hy, ho, b3 und die Winkel & = £(hy, hs),
p = £L(hy,h3), v = £(ha, hs) mit den fir das jeweilige Kristallsystem
charakteristischen Eigenschaften.

Zur mathematischen Beschreibung der Symmetrieeigenschaften wird spéter
in das Achsenkreuz, welches durch die drei Vektoren hq, hy und hjz gegeben
ist, noch ein kartesisches Koordinatensystem gelegt. Dies wird unabhéngig
voneinander fir jedes Kristallsystem gemacht, wobei die Eigenschaften des
jeweiligen Kristallsystems ausgenutzt werden. Diese Vorgehensweise ermoglicht
es, die Anzahl der benétigten Matrizen, mit denen Symmetrieeigenschaften
beschrieben werden konnen, zu verringern, sowie die Form der Matrizen mog-
lichst einfach zu halten. Auf welche Weise dieses kartesische Koordinatensystem
beziiglich der kristallographischen Achsen hq, hs, hs festgelegt wird, ist im
Text an den entsprechenden Stellen erklart.

1.4.1 Triklines System

Das trikline” System weist die geringste Symmetrie auf und besitzt in der
Elementarzelle nur Inversionszentren als Symmetrieelement. Fiir die Lange der
Basisvektoren gilt

Hy # Hy # H3, H) # Hs.

Fiir die Winkel gilt

a,B,v#90°, a#BF#y, aFfy

Das trikline Kristallsystem ist in Abbildung 1.6 auf der nachsten Seite darge-
stellt.

1.4.2 Monoklines System

Das monokline® Kristallsystem hat wie das trikline Kristallsystem drei unter-
schiedlich lange Translationsperioden:

Hy # Hy # H3, Hy # Hs.

triklin bedeutet ,drei (tri) schiefe Winkel
8monoklin bedeutet ,ein (mono) schiefer Winkel®.
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Abbildung 1.6: Triklines Kristallgitter. Linke Seite: Elementarzelle eines triklinen Kris-
tallgitters. Rechte Seite: Elementarzelle mit eingezeichneten Inversionszentren. Jeder
Gitterpunkt ist ein Inversionszentrum, weiterhin die Mitte jeder Kante, sowie die Mitte
jeder Diagonale zwischen zwei Gitterpunkten.

Zwei der drei Winkel in der Elementarzelle sind 90°-Winkel:
a:ﬂ:QOO, "}/#900

Dies erhoht die Symmetrie. Das monokline Kristallsystem besitzt zwei Arten von
Symmetrieelementen: 2-zahlige Drehachsen und Spiegelebenen, welche senkrecht
zu den Drehachsen stehen. Eine solche Anordnung von Symmetrieelementen
wird mit 2/m bezeichnet. Beide Symmetrieelemente sind in Abbildung 1.7
dargestellt.

Abbildung 1.7: Monoklines Kristallgitter. Linke Seite: Elementarzelle eines monoklinen
Kristallgitters. Mitte: 2-zdhlige Drehachsen parallel zu h;. Rechte Seite: Draufsicht
mit Spiegelebenen m. Die gezeichneten Langen von h; und hs sind absichtlich nicht
maBstabsgetreu zur linken und mittigen Zeichnung, um hervorzuheben, dass die Langen
unterschiedlich sind.
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1.4.3 Rhombisches System

Wie im triklinen und monoklinen System, sind auch im rhombischen Kristall-
system alle drei Translationsperioden unterschiedlich, der Unterschied besteht
in einem zusatzlichen rechten Winkel, d. h. alle drei Winkel betragen 90°:

Hy # Hy # Hy, Hi# H;, a=p=vy=90

Die Elementarzelle hat die Form eine Quaders. Dies bedeutet, dass jeweils
parallel zu den sechs Begrenzungsflichen Spiegelebenen liegen, auf denen jeweils
senkrecht 2-zahlige Drehachsen stehen. Elementarzelle und Symmetrieelemente
sind in Abbildung 1.8 dargestellt.

Abbildung 1.8: Rhombisches Kristallsystem. Linke Seite: Elementarzelle. Mitte: 2-zéhlige
Drehachsen, jeweils senkrecht zur Flache, auf welcher sie eingezeichnet sind stehend.
Rechte Seite: Draufsicht mit Spiegelebenen m. Nicht eingezeichnet sind drei weitere
Spiegelebenen, welche parallel zur eingezeichneten Ebene {h, ho} verlaufen. Man stelle
sich eine dhnliche Abbildung (rechts) fiir die Ebenen {h;,hs} und {ho,h3} vor.

1.4.4 Tetragonales System

Die Elementarzelle des tetragonalen Kristallsystems hat ebenfalls die Form
eines Quaders (o = f = v = 90°), jedoch ist die Grundfliche quadratisch,
d.h. Hy = Hy # Hs. Durch die quadratische Grundflache erhalten wir eine
Reihe von 4-zdhligen Drehachsen sowie zwei zusétzliche (im Vergleich zum
rhombischen System) diagonale Spiegelebenen. Das tetragonale Kristallsystem
ist in Abbildung 1.9 auf der néchsten Seite dargestellt.
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Abbildung 1.9: Tetragonales Kristallsystem. Linke Seite: Elementarzelle. Mitte: Angedeu-
tet sind die 2- und 4-z3hligen Drehachsen. Rechts: Eingezeichnet sind acht Spiegelebenen
(senkrecht zur Papierebene). Nicht eingezeichnet sind drei weitere Spiegelebenen, welche
parallel zur Papierebene verlaufen.

1.4.5 Hexagonales System
Fiir das hexagonale Kristallsystem gelten die Beziehungen
H1 :HQ#H?” 042120075:’}/:900 (12)

Aufgrund des 120° Winkels existieren auch 3- und 6-zéhlige Drehachsen sowie
eine Reihe zusétzlicher Spiegelebenen. Abbildung 1.10 zeigt das hexagonale
Kristallsystem.

Abbildung 1.10: Hexagonales Kristallsystem. Linke Seite: Elementarzelle (schwarz).
Mitte: 2-zahlige Drehachsen. Rechte Seite: Draufsicht der Elementarzelle (Netzebene).
Es sind Spiegelebenen (gestrichelt) eingezeichnet. Auch die durchgezogenen Linien sind
Spiegelebenen. AuBerdem sind 3- und 6-zahlige Drehachsen senkrecht zur Papierebene
eingezeichnet. Nicht eingezeichnet sind die Spiegelebenen parallel zur Papierebene.
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1.4.6 Kubisches System

Das kubische Kristallsystem weist von allen Systemen die hochste Symmetrie auf.
Alle Winkel betragen 90°, und alle Translationsperioden haben die selbe Lange.
Es existieren 2-; 3- und 4-zéhlige Drehachsen sowie zahlreiche Spiegelebenen.
Das kubische Kristallsystem ist in Abbildung 1.11 dargestellt.

Abbildung 1.11: Kubisches Kristallsystem. Linke Seite: Elementarzelle. Mitte: Die vier
3-zahligen Drehachsen. Rechte Seite: Draufsicht mit eingezeichneten Spiegelebenen
senkrecht zur Papierebene (gestrichelt) sowie 2- und 4-zihligen Drehachsen. Man stelle
sich das selbe Bild (rechts) mit den permutierten Achsenbeschriftungen hq, hs bzw.
h2, hg vor.

1.5 Bravais-Gitter

In den Abschnitten 1.4.1 bis 1.4.6 haben wir nur die so genannten primitiven
Gitter dargestellt. Tatséachlich gibt es aber 14 prinzipiell verschiedene Mog-
lichkeiten, einen dreidimensionalen Raum durch periodische Anordnung von
Punkten aufzubauen. Man spricht dabei von den 14 Bravais-Gittern. Wir haben
auf eine nédhere Beschreibung dieser zusatzlichen Gitter verzichtet, da sie fiir
die weiteren Symmetriebetrachtungen unerheblich sind. Die 14 Bravais-Gitter
verteilen sich wie folgt auf die verschiedenen Kristallsysteme:

e Triklines System: Nur das primitive Gitter (1)
e Monoklines System: Monoklin primitiv (2), monoklin basiszentriert (3)

e Rhombisches System: Rhombisch primitiv (4), rhombisch basiszentriert
(5), rhombisch raumzentriert (6), rhombisch flichenzentriert (7)
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e Tetragonales System: Tetragonal primitiv (8), tetragonal raumzentriert

(9)
e Hexagonales System: Hexagonal (10), trigonal (11)

e Kubisches System: Kubisch primitiv (12), kubisch raumzentriert (13),
kubisch flichenzentriert (14)

Alle Kristalle sind auf der Grundlage dieser 14 verschiedenen Gitter aufgebaut
(vgl. (1.1) auf Seite 10). Die nichtprimitiven Gitter weisen die selben Symmetrie-
eigenschaften des Kristallsystems, in dem sie sich befinden auf. Wir brauchen
sie also nicht gesondert zu behandeln, solange wir uns nur fiir die Symmetrie
von Kristallen interessieren. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Bravaisgitter

findet sich in [BO10].
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2 Tensoren

In diesem Kapitel wollen wir das wichtigste iber den Umgang mit Tensoren
beschreiben. Die im Folgenden entwickelten GesetzméafBigkeiten werden wir
spater oft verwenden. Eine ausfiihrliche Einfithrung in die Tensoranalysis findet
sich in [SNO9].

2.1 Index-Notation

Essei M :={1,...,n} C N. M nennen wir Wertevorrat. Sei nun i ein Index
mit Wertevorrat M, dann kann 7 nacheinander jeden Wert aus M annehmen.
Mit dem Symbol (a;) meinen wir das n-Tupel (a1, ...,a,), wobei a; die i-te
Komponente von (a;) ist. Der Index ¢ wird auch laufender Index genannt. Da
wir groftenteils nur den 3-dimensionalen Fall behandeln, wird in dieser Arbeit
der Wertevorrat, solange es nicht extra erwahnt wird, immer nur {1, 2, 3} sein.
Auch doppelte Indizes konnen vorkommen.

Im Falle zweier laufender Indizes kann das gemeinte Objekt als Matrix notiert
werden. Haben beispielsweise die Indizes ¢ und j den Wertevorrat {1, 2, 3},
so kann das gemeinte Objekt als Matrix in der iiblichen Schreibweise notiert
werden:

Ay A Agg
(Aij) = A21 A22 A23
Asi Azy Asg

A;;j bezeichnet den entsprechenden Eintrag in der Matrix (A;;).

2.2 Das Kronecker-Delta

In der Tensoranalysis werden die Kronecker-Symbole héufig benotigt, daher
werden sie hier kurz eingefiihrt.

Definition 2 (Kronecker-Delta). Seien 7,5 € {1,2,...,n}. Das Symbol

- {1 firi=j (2.1)

0 sonst
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heifit Kronecker-Delta.

Bemerkung 3. Es gilt natiirlich 0;; = 0. Eine wichtige und haufige Rechen-
regel lautet

3
m=1

In Worten: Wird tuiber einen Index von §,,, summiert, so ersetze man diesen
Index in der anderen Grofle durch den anderen Index von ¢,,, und lasse dort
das 9,,, weg.

Beispiel 4. Sei 7 € {1,2,3} und (a;) = (a1,a9,a3) € R?, dann steht eine
Gleichung

3
Z aiéij = (11(51]- + &2(52]' + 66353j
i=1

eigentlich fiir die drei Gleichungen

3
Z a;0;1 = a1011 + ax091 + azdz = ay
i=1

3
Z a;0;2 = a1012 + G022 + 3032 = Ay
i=1

3
Z a;0;3 = 1013 + A2023 + a3033 = a3.
i=1

Diese drei Gleichungen lassen sich durch

3
Y ads ~a,
=1

kiirzer ausdriicken. Ebenso funktioniert das auch mit mehrfach indizierten
Groflen.

2.3 Transformationen

Wir wollen in der Lage sein, Punkte im Raum unserer Anschauung quantitativ
zu beschreiben. Hierfiir benotigen wir ein Koordinatensystem. Wir beschréanken
uns auf kartesische Koordinatensysteme, bestehend aus einem Ursprung O und
drei paarweise aufeinander senkrecht stehenden Einheitsvektoren ey, es, e3. Ein
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Punkt in einem solchen gegebenen Koordinatensystem léasst sich nun durch
seine Koordinaten

(@) := (@1, T2, 73) (2.3)

beziiglich dieses Koordinatensystems, oder durch seinen Ortsvektor
3
T = x1€1 + To€s + T3€3 = Y Ti€; (2.4)
i=1
ausdriicken.

2.3.1 Transformation kartesischer Koordinatensysteme

Es seien zwei kartesische Koordinatensysteme (O, ey, e, e3) und (O, €1, €y, €3)
gegeben, welche in beliebiger Lage zueinander liegen.! Die relative Lage der
beiden Koordinatensysteme zueinander lasst sich durch die beiden folgenden
Angaben charakterisieren:

(i) Der Ursprung O des geschweiften Koordinatensystems habe im unge-
schweiften Koordinatensystem die Koordinaten (31, 32, 83). Sein Ortsvek-
tor ist also

3
B = fie1 + fres + fses = ) fie;. (2.5)
i=1

(ii) Die Basisvektoren €; des geschweiften Koordinatensystems lassen sich
beziiglich des ungeschweiften Koordinatensystems wie folgt ausdriicken:

3
€ = aj1€] + 2€2 + (vjzeg = Z 1€
i=1
3
€y = (g1€1 + (€9 + (p3e3 = Z Q2;€; (2.6)
i=1

3
€3 = (;31€1 + (i32€y + (i3zes = Z 03i€;.
i=1

fir a;; € R. Kiirzer in Indexschreibweise:

3
éj = Zaﬁei. (27)
i=1

'Wir schreiben hiufig ,,geschweiftes Koordinatensystem® bzw. »ungeschweiftes Koordina-
tensystem“ und meinen damit das Koordinatensystem (O, e1, €3, e3) bzw. (O, €1, €2, €3).
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Die Transformation zwischen dem ungeschweiften und geschweiften Koordi-
natensystem ist durch die 8; und a;; vollstdndig beschrieben. Die «;; werden
Transformationskoeffizienten genannt. Die Matrix

Q11 Qg (g3
(Oéz‘j) = | Qa1 Qg Q93
Q31 Q3 (33

nennt man Transformationsmatriz.

2.3.2 Eigenschaften der Transformationskoeffizienten

Definition 5 (orthogonale Matrix). Sei A eine invertierbare n x n Matrix. A
heifit orthogonal wenn gilt:

AT=A""1 o AAT=ATA=1
wobei I die n x n Einheitsmatrix ist. In Indexschreibweise bedeutet dies
(Aij)(Ai)" = (Aij)(Aj0) = (6i5) baw.
(Aij) T (Aij) = (Aji)(Ai) = (635)-
Bemerkung 6. Bekanntlich gilt fiir die Multiplikation zweier n x n Matrizen
Aund B
k=1

Daraus folgt fiir eine orthogonale n x n Matrix D

DD' = (6ij) wobei 0y = Z D Dj,  bzw. (2.8)
k=1

D'D = (é;;) wobei ;= Dy;Dyj. (2.9)
k=1

Es gilt auflerdem
det(D) = £1 (2.10)

Ein Beweis von Gleichung (2.10) findet sich in [Fis00] (S.304).

Wir haben die beiden Koordinatensysteme — geschweift und ungeschweift —
so gewahlt, dass die jeweiligen Basisvektoren e; bzw. e€; paarweise senkrecht
aufeinander stehen. Deswegen gilt jeweils die Beziehung

<€Z‘, €j> = 6@ bzw. <€~7,, é]> = 52 (211)
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Der Operator (-, -) bezeichnet hier das tibliche Skalarprodukt zweier Vektoren.
Wenden wir Gleichung (2.7) auf Seite 24 an, so erhalten wir

3 3
51']' = <él,é]> = <Z Aim€m, Z ajnen>
m=1 n=1
3
D ) SUIIEN o)

= =1

3 3 3
= Z m Z O-/jn(smn = Z Aim A -
i=m

=1 n=1
~———

Qjim

3
5

o

3

Vergleichen wir nun die rechte Seite mit (2.8), dann sehen wir, dass die Trans-
formationskoeffizienten eine orthogonale Matrix bilden. Zusammenfassend gilt:

3 3
Z Qi Qi = 52']' und Z Qi Oy = 6@' (213)
k=1 k=1

Diese beiden Beziehungen nennen wir Orthogonalitdtsrelationen.

Definition 7. Wir sprechen von einer orthogonalen Transformation, wenn die
Transformationskoeffizienten die Orthogonalitatsrelationen (2.13) erfiillen.

2.3.3 Transformation von Basisvektoren

Bisher konnen wir die Basisvektoren des geschweiften Koordinatensystems
(0, é;) durch die Basisvektoren des ungeschweiften Koordinatensystems (O, e;)
ausdriicken (siehe Gleichung (2.7) auf Seite 24). Wir méchten jedoch von beiden
Koordinatensystemen ins jeweils andere iibersetzen konnen. Es fehlt also noch
die andere Ubersetzungsrichtung. Dazu wiirden wir gerne Gleichung (2.7) auf
Seite 24 nach e; auflésen. Unter Zuhilfenahme der Orthogonalitéitsrelation
(2.13) gelingt dies leicht. Wir multiplizieren in (2.7) auf beiden Seiten mit
und bilden die Summe iiber j, dann erhalten wir:

3 3 3 3 3
D€ =D kD Qi€ = )Ykt €; = €y
j=1 j=1 i=1

i=1 j=1
—_——
Oks

Zusammen mit (2.7) und Umbenennung der Indizes erhalten wir so das Trans-
formationsgesetz fiir Basisvektoren:

3 3
€ = Z aji€; und €; = Z €. (2.14)
j=1

=1
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Wir sind nun in der Lage die Basisvektoren eines Koordinatensystems durch die
Basisvektoren des jeweils anderen Koordinatensystems auszudriicken. Im néchs-
ten Schritt werden wir die Lage eines Punktes im Raum beziiglich verschiedener
Koordinatensysteme darstellen.

2.3.4 Transformation von Punktkoordinaten

Man stelle sich einen Punkt P im Raum vor. P hat (z1,z9,x3) als Koordi-
naten im ungeschweiften, und (%1, Zs, #3) als Koordinaten im geschweiften
Koordinatensystem. Die entsprechenden Ortsvektoren von P seien mit  im
ungeschweiften und & im geschweiften Koordinatensystem bezeichnet. Dann
gilt

3
w:Z:Uiei, 53:2;&-6} und =06+ x.
‘ i=1

wobei B wie in Gleichung (2.5) auf Seite 24 der Verschiebungsvektor des
Ursprungs ist. Setzt man die beiden ersten in die letzte Gleichung ein und
schreibt dann alles beziiglich der ungeschweiften Basis, so ergibt sich

3 3 3 3 3 3
IR SRS SELED SIS 9p sr )
=1 =1 =

i—1 i=1 i=1j=1

Wir mochten die Basis ausklammern, daher miissen wir einige Indizes umbe-
nennen:

3 3
D wie; = Z B+ 303 e = Z 2 (Bi+ cgidi)e
=1 =17=1

=1 7=1

Wie aus der Linearen Algebra bekannt ist, siche etwa [Fis00] (S.871.), ist die
Darstellung eines Vektors beziiglich einer Basis eindeutig. Daher muss

3
T =B+ Y i (2.15)
j=1

gelten.

Wie bei der Herleitung des Transformationsgesetzes von Basisvektoren, wollen
wir die Koordinaten z; bzw. £; von P in beiden Basen darstellen kénnen. Dazu
missen wir Gleichung (2.15) nach #; auflosen. Um die Orthogonalititsrelation
(2.13) ausnutzen zu koénnen, multiplizieren wir mit ay; und bilden die Summe
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iiber i:
3 3 3
Z Qi = Zaki (@ + Z Oéjz'fj)
i=1 i=1 j=
- Z akzﬁz + Z Z i A l']

j=1i=1
Skj
T
3
=Y afi+a, < Zakz x; — f3;)
i=1
Als Transformationsgesetz fiir Punktkoordinaten erhalten wir somit
3 3
r= 0+ > aud; und & =Y ag(z;— B). (2.16)
i=1 j=1

2.3.5 Transformation von gerichteten Strecken

Eine gerichtete Strecke ist die Verbindungsstrecke zweier Punkte im Raum.
Das Transformationsgesetz fiir gerichtete Strecken léasst sich aus dem Transfor-
mationsgesetz fir Punktkoordinaten (Gleichung (2.16)) gewinnen, denn eine
gerichtete Strecke ist die Differenz der beiden Ortsvektoren, welche auf die
beiden Punkte zeigen.

Seien also P und @) zwei Punkte im Raum unserer Anschauung mit entspre-
chenden Ortsvektoren p und g im ungeschweiften, bzw. p und ¢ im geschweiften
Koordinatensystem. Eine gerichtete Strecke a stellt sich dann als

a=q-p=q4—p
dar. Es gilt also

3

Mw

@
Il
—

Mw
@z
||

3
Z = 4=q —pi (2.18)

s
Il
—

Beide Implikationen folgen wieder aus der Eindeutigkeit der Darstellung eines
Vektors beztiglich einer Basis. Mit Gleichung (2.16) folgt nun

3 3
G =Y o+ 0 und p;=> op;+ i
7=1

J=1
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Eingesetzt in Gleichung (2.17) auf der vorherigen Seite ergibt sich
3 3
a; = q; —pi =D (g — Pj) = D_ jid;
j=1 j=1
Umgekehrt folgt aus Gleichung (2.16) auf der vorherigen Seite auch

3 3 3 3
Gi =3 oijq; — Y oqfy and pi =) aip; — Y 0
= j=1 =1

=1
3 3
= G=q—p=y g —p) = o
i= i=1

Als Transformationsgesetz fiir gerichtete Strecken erhalten wir damit

3 3
a; = Z OZjidj und dz = Z Q05 (219)
j=1

J=1

2.4 Tensoren zweiter Stufe

Gegeben sei eine Matrix (7;;), welche den Koordinaten B; jedes beliebigen
Vektors B = Zf?:l B;e; in einem Koordinatensystem e; durch die Beziehung

3
A;:=> T;B, (2.20)

J=1

die Koordinaten A; eines anderen Vektors A zuordnet. In einem beliebigen
anderen Koordinatensystem €; soll zwischen den Koordinaten A4; und B; der
beiden Vektoren A und B die analoge Bezichung

3
A => T;B; (2.21)
j=1

gelten. Wir interessieren uns fir die Frage, welche Beziehung dann zwischen
den beiden Matrizen (T};) und (Tj;) besteht.

Aus dem Transformationsgesetz fiir gerichtete Strecken (Gleichung (2.19))
erhalten wir zunachst:

3 3
Ai = Z Oékizik und Bj = Z OénjBn
k=1

— n=1
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Beides setzen wir nun in Gleichung (2.20) auf der vorherigen Seite ein. Damit
ergibt sich

> s = i Y

3 3
Z Z o, 1 B
j=1n=1

Wie bereits einige Male zuvor, machen wir uns die Orthogonalititsrelationen
(Gleichung (2.13) auf Seite 26) zu Nutze:

= j=1n=1
3 3 3
= Z O A Ak Z Z Z angn]
k=11i=1 i=1j=1n=1
| —
Ok
Ap,
3 3 3 B 3 B
& An= Z Z Z O‘mzaan‘szn = Z TrinBn
i=1j=1n=1 m=1
3 3 3 5 3 B
S >N amionTyBy — Y TrnBy =0 (2.22)
i=1 j=1n=1 m=1

Um unnétige Schreibarbeit zu vermeiden setzen wir temporar abkiirzend

3 3
Smn = Z Z amianjnj-

i=1j=1

Damit wird Gleichung (2.22) zu

23: — Tyun) B, = 0. (2.23)

Nun wéhlen wir drei linear unabhéngige Vektoren a, b und c. Jeder Vektor B
lasst sich dann als Linearkombination dieser drei Vektoren schreiben:

B=aa+pb+~ve fir o,8,y€R
In Indexschreibweise stellt sich das als

Bj = aa; + pb; + ¢ (2.24)
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dar. Konsequente Ausnutzung des Transformationsgesetzes fiir gerichtete Stre-
cken (Gleichung (2.19) auf Seite 29) und der Orthogonalitétsrelationen fithrt
uns schlieBlich zu Gleichung (2.27). Es gilt zunéchst

3 3 3
a; = Z apily, bj = Z ag;by und ¢ = Z Qg Cr (2.25)
k=1 k=1 =
sowie
N 3
Bn = ZOénij (226)
=1

Sukzessives Einsetzen von (2.24) und (2.25) in (2.26) ergibt

i(aa; + pb; + vc;)

3 3 3 3 3
=« Z Z Qe G +6Y Y g b +7 Y Y oo G

k=1j=1 k=1j=1 k=1j=1
Onk Onk Onk
dn by én
= iy, + Bby 4+ 7E, (2.27)

Gleichung (2.27) kénnen wir nun wiederum in Gleichung (2.23) auf der vor-
herigen Seite einsetzen und sehen, dass Gleichung (2.23) auf der vorherigen
Seite fiir beliebige Vektoren B erfiillt ist, wenn sie fiir drei linear unabhéngige
Vektoren erfiillt ist. Wir setzen nun nacheinander a, b und ¢ fiir B ein. Sei
m = 1, dann ergibt das ein lineares Gleichungssystem der Gestalt

(S11 — Tn) + (S12 — T12)a2 +(S13 — T13) =0

(S11 — Tn) + (S12 — T12)52 +(S13 — Tl Jbs =10
(S11 — Tll)cl + (S12 — Tm)éz +(S13 — T13) = 0.

iy a3
by + by =

Dieses Gleichungssystem ist fiir

(511 - Tn) ) (512 - Tm) und (513 - T13)
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homogen und hat eine von Null verschiedene Koeffizientendeterminante, d. h.
es gibt nur die triviale Losung

S = fll , Sie= T12 und Si3 = T13-

Eine analoge Rechnung lésst sich fir m = 2 und m = 3 durchfithren. Als
Ergebnis erhalten wir, dass die anderen Elemente der beiden Matrizen (S;;)
und (TZ]) ebenfalls tibereinstimmen miissen. Zusammenfassend gilt damit

= Z Z il T
i=1j=1
Wie bisher auch wollen wir ein weiteres Mal die Orthogonalitétsrelationen
verwenden, indem wir mit o,,a,, multiplizieren und tiber m und n summieren,
um auch die andere Richtung zu erhalten:

(0D SYUWINE SIS o) SN Do) st

m=1n=1 m=1n=1 i=1j=1
3 3

3 3
= Z Z Z AmpQmy anqanjﬂj

j=1n=1=1m=1

Spi
3 3
= Z Z Z OngQinj O0pi T
j=1li=1n=1

5qj

Somit haben wir ein Gesetz zur Transformation von Matrizen erhalten. Es
lautet:

3 3 3 3
=2 2. it Ty 1nd - Ty = 37 37 i T (2.28)

m=1n=1 m=1n=1
Mit dem obigen Transformationsgesetz sind wir nun in der Lage den Begriff

des Tensors zweiter Stufe zu definieren.

Definition 8 (Tensor zweiter Stufe). Ein Tensor zweiter Stufe ist eine GroBe,
welche sich bei einem Wechsel des zugrunde gelegten Koordinatensystems nach
Gleichung (2.28) transformiert.
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3 Invariantentheorie

In diesem Kapitel werden wir zunéchst einige grundlegende Tatsachen tiber
Invarianten relativ allgemein beschreiben. Relativ deswegen, da wir uns in
unserer Darstellung auf Invarianten unter beliebigen Untergruppen von O(n)
(orthogonale Gruppe), die algebraische Funktionen der Koordinaten endlich
vieler Vektoren und Tensoren sind, beschranken und den hochst allgemeinen
Begriff der Funktion auflen vor lassen. Danach werden wir uns auf den spe-
ziellen Fall polynomieller Invarianten eines einzigen symmetrischen Tensors
zweiter Stufe unter bestimmten endlichen Untergruppen von O(n), den 32
Symmetriegruppen der Kristallklassen, konzentrieren.

3.1 Grundlagen

Auf den néchsten Seiten fithren wir die grundlegenden Begriffe ein.

Definition 9 (Gruppe). Sei G eine Menge. G zusammen mit einer Abbildung

GxG—G
" (g, h) > gxh

heifit Gruppe wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:
(i) Fir alle a,b,c € G gilt: ax (bxc¢) = (a*b) * ¢ (Assoziativitit)

(ii) Es existiert ein e € G, so dass fur alle @ € G gilt: axe = a = e xa. Ein
Element e wird neutrales Element genannt.

1 1

(iii) Zu jedem a € G existiert ein a™!, so dass gilt axa™! = e =a"! xa. Das

Element ¢! nennt man Inverses von a.

Kurz sagt man (G, ) ist eine Gruppe. Gibt es ein H C G, so dass (H,x) eine
Gruppe bildet, dann nennt man H eine Untergruppe. Die Anzahl |G| einer
Gruppe nennt man Ordnung der Gruppe G. Im Falle |G| < oo spricht man von
der endlichen Gruppe G.
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Bemerkung 10. Sei F ein Kérper, die Menge

GL(n; F) == {A e : A invertierbar}
ist mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung eine Gruppe und heif3t all-
gemeine lineare Gruppe (General Linear). Beweis: [Fis00], S. 150. Die Menge
O(n) C GL(n; R)

O(n) :={A € GL(m;R): A~ = A"}

ist eine Untergruppe von GL(n,R) und heifit orthogonale Gruppe. Beweis:
[Fis00], S. 304.

Definition 11 (Gruppenoperation). Sei X eine Menge und G eine Gruppe.
Eine Abbildung

GxX —X
" (g.m) v (g, 7) = go
heifit Operation der Gruppe G auf der Menge X, wenn gilt:

(i) p(e,z) = x, wenn e das neutrale Element von G ist

(i) p(g, p(h,z)) = p(gh,z) fir alle g, h € G
Man sagt auch G operiert via p auf X.
Definition 12. Einige Schreibweisen:
o Seien XM = (XM ... xW) ... x® = (XP . X®) e R kone
N Vektoren und
ORI CY ©

agy in aiy i
A(l): . . 7...’A(€): : : ERTLXTL)feN
ay) - all) ayi - a)
Tensoren zweiter Stufe. Wenn wir fur 1 < ¢ < ¢ schreiben a&? e ,agf%, SO

meinen wir die Reihenfolge

agll)a'"7a§27agll)a'-'>a527"' aav(ga'--?a%)w

samtlicher Koordinaten der Matrix A® | Zeile fiir Zeile*. Mit dieser
Schreibweise sei nun das Symbol

M = (X{l),...,X,(II),--- ,ka),...,XT(L’“),agll),... a) ... ,agﬁ),... a(e))

r'nn) r'nn

k - n Koordinaten n? Koordinaten

¢ - n? Koordinaten

das geordnete (kn + ¢n?)-Tupel sémtlicher Koordinaten der k& Vektoren
XM .. X® und Tensoren AW, ... AW,

34



e Sei nun G C O(n) eine Gruppe, g € G. Mit dem Symbol

M= (X0, X0

n Y

ka) X (k) dﬁ) all ool d(f))
ey XA NATOT
bezeichnen wir das geordnete (kn + ¢n?)-Tupel der mit einem g € G
transformierten Koordinaten der Vektoren und Tensoren. Wenn wir sagen
ytransformiert”, so meinen wir transformiert im Sinne der Transformati-
onsgesetze fiir Vektoren und Tensoren. Beispiel:

gir - Gin n
geGmitg:=1| :+ .. $X{1) :Zgle](»l)

Jj=1
gn1 " Gnn

und

~(1 &
a(n) = Z Z glpglqaz()?
p=1q=1

Unter Anwendung der vorangegangenen Schreibweisen wollen wir nun die
allgemeine Definition einer Invariante einfithren.

Definition 13. Seien X ... X® c R" k € Ny Vektoren, A ... A® ¢
R™™ ¢ € Ny assoziierte Matrizen von Tensoren zweiter Stufe, £ > 0V £ > 0,
G C O(n) Gruppe, M und M wie in Definition 12 auf der vorherigen Seite.
Eine Abbildung

' Rkn—i—hﬂ —3R

heiit Invariante der Vektoren XM, X®) ynd Tensoren AD ... A© unter
der Gruppe G, wenn gilt:

f(M) = |g|"f(M) VgeG

Die Zahl p € Z heifit Gewicht der Invariante. Im Falle von p = 0 spricht man
von einer absoluten Invariante, fiir p # 0 von einer relativen Invariante.

Bemerkung 14. Relative Invarianten werden uns nur im allgemein gehaltenen
Abschnitt 3.2 auf Seite 38 begegnen. Danach betrachten wir nur absolute
Invarianten unter endlichen Untergruppen von O(3). Im Folgenden wird mit
dem Ausdruck ,Invariante“ immer ,absolute Invariante gemeint sein, solange
es nicht explizit anders ausgedriickt wird.
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Zur Mlustration der Definition wollen wir einige Beispiele von Invarianten
unter orthogonalen Transformationen anfiithren.

Beispiele 15. Die folgenden zwei Beispiele orientieren sich an der obigen
Definition 13 auf der vorherigen Seite. Es sei A = (a;;) € O(3). Wir erinnern
uns an die Orthogonalitatsrelation der Koordinaten von orthogonalen Matrizen:
NP i = Okj = Yi agiagi, 1 < k,j < 3 (vgl. Gleichung (2.13) auf Seite 26).

(i) Das Skalarprodukt zweier Vektoren U = (Uy, U, Us),V = (V1, V5, V3) €

R3 ist eine Invariante:

1
3

Ez
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I
M

f(U17 U27 U37 ‘/17 ‘/27 ‘/3)
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o
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L
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=

=Y UV, =(U,V)

k=1

= f(U17 U27 U37 ‘/17 ‘/27 ‘/3>

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist also unter jeder orthogonalen
Transformation invariant. Erinnerung: Hier wurde Gleichung (2.19) auf
Seite 29 und Gleichung (2.13) auf Seite 26 verwendet.

(i) Sei T' = (T3;),1 < 7,7 < 3 die Matrix eines Tensors zweiter Stufe. Die
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Spur Tr (T) := 323, Tj; ist unter O(3) invariant.
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Die Invariante f im Sinne von Definition 13 auf Seite 35 ist keinen Ein-
schrankungen unterworfen, d. h. sie ist eine Abbildung in hochst allgemeiner
Form. Dies wird sich auf den folgenden Seiten &ndern. Wir werden im Wei-
teren Verlauf voraussetzen, dass f eine algebraische Funktion (genaueres im
néchsten Abschnitt) in ihren Argumenten ist. Es wird sich zeigen, dass sich alle
algebraischen Invarianten aus Invarianten erzeugen lassen, welche Polynome in
ihren Argumenten sind. Einen Ausblick auf nichtalgebraische Invarianten gibt
[SpeT1], S.350ff.

Bemerkung 16. Wir sagen in den weiteren Ausfithrungen algebraische Inva-
riante, wenn wir eine Invariante meinen, die eine algebraische Funktion ist,
rationale Invariante fiir eine Invariante, die eine rationale Funktion ist. Dem
entsprechend wird auch von polynomiellen und homogenen Invarianten die
Rede sein.

Ein zentrales Problem der Invariantentheorie ist es, zu einer gegebenen
Menge von Variablen — in unserem Fall die Koordinaten von Vektoren und
Tensoren — und einer gegebenen Gruppe von Transformationen, eine Menge von
grundlegenden Invarianten zu finden, aus deren Elementen sich alle anderen
Invarianten generieren lassen. Eine solche Menge wird Integritdtsbasis genannt.
Wir beschréanken uns hier auf polynomielle Invarianten. Eine Rechtfertigung
dafir folgt in Abschnitt 3.2 auf der nichsten Seite.
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Definition 17 (reduzible/irreduzible Invariante). Sei G C O(n) eine Gruppe,
F ein Korper von Charakteristik 0 (z. B. R) und f eine polynomielle Invariante

unter G, d. h.
fEF[xy,...,2,]% = {f €F[xy,..., 2] : f invariant unter G}.

Man nennt f reduzibel, wenn sich f als ein Polynom in anderen unter G
invarianten Polynomen ausdriicken lasst, d. h.

freduzibel < 3fi, ..., fu €Fay, ..., 2, fF €F[f, ..., fil-
Andernfalls heift f irreduzibel.

Definition 18 (Integritdtsbasis). Sei G C O(n) eine Gruppe, F Kérper von
Charakteristik 0 und

I, ... Iy €Flxy, ..., 2,)°

Die Menge {I4, ..., I} heiit Integrititsbasis, wenn sich alle unter G invarianten
Polynome in x4, ..., z, als Polynome in den Iy,..., I} schreiben lassen, d. h.

{I,,..., I} Integrititsbasis < Flzy,..., 2,9 CF[L,...,I]. (3.1

Eine Integritatsbasis heifit minimal, wenn aus ihr kein Element entfernt werden
kann, ohne dass die Eigenschaft (3.1) verloren geht.

Bemerkung 19. Offensichtlich sind alle Elemente einer minimalen Integritéts-
basis irreduzibel.

3.2 Klassische Resultate — algebraische
Invarianten

Wir werden im Folgenden darlegen warum es bei der Suche nach algebraischen
Invarianten ausreichend ist sich auf homogene polynomielle Invarianten zu be-
schranken. Wir folgen hier im Wesentlichen der Darstellung von [Spe71], welche
sich auf [GYO03], [Ell13], [Tur60], [Wei23] und [Gur64] bezieht. Diese klassischen
Biicher eigenen sich allerdings weniger fiir unsere Anwendung, da sie meist all-
gemeine lineare Transformationen, d. h. Invarianten unter GL(n;R), behandeln.
Wir interessieren uns jedoch in erster Linie fiir bestimmte orthogonale Transfor-
mationen (endliche Untergruppen G C O(3)) und die Invarianten unter diesen.
In der Praxis ist es meist einfacher, die Invarianten fiir die orthogonale Gruppe

38



direkt zu konstruieren als auf die allgemeineren dort beschriebenen Methoden
fur die gesamte lineare Gruppe zurtickzugreifen ([Spe71]). Dennoch enthalt die
klassische Theorie einige Resultate, welche hier wiedergegeben werden sollten.

Wir verwenden im Folgenden wieder die in Definition 12 auf Seite 34 einge-
fithrten Schreibweisen. M steht fiir das geordnete Tupel aller Koordinaten der
Vektoren und Tensoren, welche Argumente einer Invariante sind. M steht fiir
das geordnete Tupel aller transformierten Koordinaten (vgl. Beispiel am Ende
von Definition 12 auf Seite 34).

Definition 20 (algebraische Funktion). Sei eine Abbildung

. R* — R
PXy, LX) = X (X X)) = (X))

gegeben. Die Abbildung ¢ heifit algebraische Funktion in n Verdnderlichen
iitber R, wenn ein £ € N existiert und es rationale Funktionen py,...,p. €
R(Xy,...,X,) gibt, so dass gilt:

P(X)* 4+ pr(X)p(X) " + -+ pu(X) = 0. (3.2)

Funktionen, die nicht algebraisch sind, heiflen transzendent. Mit R(X1, ..., X,)
ist hier der Quotientenkorper des Polynomrings R[ X, ..., X,,| gemeint.!

Bemerkung 21. Informal kann man sagen, dass alle Funktionen, die in ei-
ner endlichen Anzahl von Termen dargestellt werden kénnen, welche nur die
Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sowie
Wurzelziehen einschlieflen, algebraisch sind. Es gibt jedoch auch algebraische
Funktionen, die so nicht darstellbar sind. Der Nachweis der Existenz solcher
Funktionen erfordert jedoch einen héheren Aufwand an Theorie. Siehe hierzu
Texte iiber Galois-Theorie, etwa in [Lan05].

Beispiele fiir transzendente Funktionen sind die Exponentialfunktion, die
trigonometrischen Funktionen oder auch der Logarithmus, da diese Funktionen
nur durch eine unendliche Anzahl von Termen dargestellt werden kénnen
(Reihendarstellung).

Es folgen nun einige vergleichsweise simple Aussagen iiber Invarianten, die
aber trotzdem von grofler Bedeutung sind. Wir erinnern daran, dass wir alge-
braische Invarianten betrachten, d. h. Invarianten, die algebraische Funktionen
in den Koordinaten der betrachteten Vektoren und Tensoren sind.

lsiehe etwa [Lan05], S.110
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Satz 22. Sei p(M) eine algebraische Invariante unter einer Untergruppe G C
O(n), M wie in Definition 12 auf Seite 34, d. h.

(M) = (M) Vge€QG. (3.3)
Dann ist o(M) die Losung einer algebraischen Gleichung
P(M)" + pi(M)p(M)* " + -+ + pp(M) = 0 (3.4)

deren Koeffizienten p;(M) € R(M),1 <i < k, rationale Invarianten unter G
sind.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die Koeffizienten p;(M) invariant unter G sind, dass
also gilt: )
pi(M)=p;(M) VgeG, Vie{l,... k}.

Nach Voraussetzung ist p(M) eine algebraische Funktion, d.h. 3k € N| so dass
gilt:
P(M)* +pr(M)p(M)* " + - + (M) = 0, (3.5)

wobei die Koeffizienten py (M), ..., pr(M) € R(M) rationale Funktionen von
M sind.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir den Exponenten k bereits
als den kleinstmoglichen annehmen. Die Koeffizienten p; (M), ..., pr(M) von
Gleichung (3.5) sind dann eindeutig bestimmt. Denn angenommen die Koeffizi-
enten von Gleichung (3.5) seien nicht eindeutig, dann existieren Koeffizienten
pi(M),...,p,(M) (rationale Funktionen von M) mit

P(M)" + py (M)p(M)* " + -+ + pi(M) = 0. (3.6)

Die Differenz von Gleichung (3.5) und Gleichung (3.6) fithrt uns dann zu einer
Gleichung von der Form Gleichung (3.5) mit Grad < k:

[o(M)" + pi(M)p(M)*™! + -+ + pi(M)]~
[o(M)* + py (M)p(M)*™ ! 4 -+ (M) = 0 (3.7)
was aquivalent zu
(p1(M) = L (M))p(M) ™! - 4 (p (M) — p(M)) = 0 (3.8)

ist. Dividieren wir durch den Leitkoeffizienten und benennen die dadurch
entstehenden Koeffizienten um, erhalten wir wieder eine Gleichung von der
Form von Gleichung (3.5):

(M) + phy (M)p(M)** 4 + pi(M) =0
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Es wire also ein kleinerer Exponent gefunden.

Da (M) die selbe Funktion von M ist wie (M) von M, ist @(M) eine
Losung der Gleichung

(M) +pr(M)p(M)* ! -+ pi(M) = 0 (3.9)
(M) ist nach Voraussetzung aber invariant. Aus Gleichung (3.9) folgt damit
P(M)* +pi(M)p(M)* " + -+ pp(M) = 0.

Wie weiter oben dargelegt, sind die Koeffizienten von Gleichung (3.5) aber
eindeutig bestimmt, damit folgt

pi(M) =pi(M),...,p(M) = prp(M)

was zu zeigen war. (]

Im nachsten Satz zeigen wir, dass eine rationale Invariante wie sie in Satz 22
auftritt, immer ein Quotient zweier polynomieller Invarianten ist.

Satz 23. Sei p(M) € R(M) rationale Invariante unter einer Untergruppe
G C O(n), dann existieren (mdglicherweise relative) polynomielle Invarianten
$(M), x(M) € RIM) mit

(M)

@(M)Zm-

Beweis. Wir zeigen
W(M) = £p(M)  baw. x(M)=£x(M)

Sei also ¢(M) rationale Invariante. Dann existieren Polynome ¢(M), x(M) €
R[M], so dass

p(0) = 2D (3.10)

X(M)’

wobei (M) und x(M) keine gemeinsamen Faktoren mehr besitzen sollen.
Wegen der Invarianz von (M) folgt

Sy = YO0 (3.11)

x(M)
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Aus (M) = (M) erhalten wir mit Gleichung (3.10) auf der vorherigen Seite
und Gleichung (3.11) auf der vorherigen Seite die Relation

- W(M)x (M)

Wir hatten (M) und x(M) als teilerfrei angenommen. Also muss x (M) ein

Teiler von x(M) sein. Die Grade der Monome in x (M) und x(M) stimmen
aber iiberein. Folglich kénnen sich (M) und y(M) nur durch einen Faktor
unterscheiden, welcher eine Funktion der Komponenten der zugrunde gelegten
Transformation ist.> Nach einem Satz in [Gur64] (Theorem 15.1, S. 159 ff) kann
eine solche Funktion aber nur ganzzahlige Potenz von |g| (fir g € G) sein.

Wegen G C O(n) folgt damit x(M) = £x(M), da |g| = £1. Ganz analog zeigt
man das fiir (M), und wir erhalten

V() = £x(M) und (81) = (M), (3.13)

(3.12)

Dies wollten wir zeigen. O

Bemerkung 24. Das Vorzeichen in (3.13) muss fiir beide Gleichungen tber-
einstimmen.

Wie sich zeigen wird, kénnen wir uns bei der Suche nach algebraischen
Invarianten noch weiter auf homogene polynomielle Invarianten einschranken.

Definition 25 (homogenes Polynom). Sei R ein kommutativer Ring, n € N und
R[X1,...,X,] der Polynomring in den Variablen Xj, ..., X,, iber R. Fir ein
f € R[X;,...,X,] existieren ein r € N, sowie Koeffizienten ki, ..., k. € R\ {0}
und Monome 0 # my,...,m, € R[X3,..., X,], so dass sich f als

f(Xl,...,Xn> :k1m1—|—~--—i—krmr

darstellen ldsst. f heifit homogen, wenn fiir alle paarweise verschiedenen ¢, 7 €
{1,...,r} gilt:

degm; = degm;
Beispiele 26. Beispiele fiir homogene Polynome:

(i) 2a%;a3; + bagyay, sei ein Polynom in den Komponenten einer Transfor-
mationsmatrix «;;. Es ist homogen, denn die Grade der Monome a3;a3,
und a3, stimmen iiberein:

deg(@%?,@%l) =24+3=5=1+4= deg(@mo‘gl)

2Also z. B. X(M) =w(g11, -+ Gnn) X (M) fiir w : R — R, g = (9ij)1<i<n € O(n)
1<j<n
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(ii) Das Polynom ai,afscigs + 0y Q390350 0ras ist nicht homogen.

deg=6 deg=T7

Definition 27 (homogene polynomielle Invariante). Eine polynomielle Invari-
ante heifit homogen, wenn sie ein homogenes Polynom ist.

Satz 28. Jede polynomielle Invariante von Vektoren und Tensoren ist eine
Summe von homogenen polynomiellen Invarianten der selben Vektoren und
Tensoren.

Bewets. Die Transformationsgleichungen fiir die Koordinaten der Vektoren und
Tensoren sind immer linear und homogen in diesen Koordinaten. Das heif3t,
jeder Term einer Invariante J in den Koordinaten dieser Vektoren und Tensoren
wird nach einer linearen Transformation zu einer Summe von Termen gleichen
Grades in den Koordinaten dieser Vektoren und Tensoren. Man nehme also in
J alle Terme gleichen Grades in den Koordinaten der Vektoren und Tensoren
und bilde aus ihnen die Summe J;. Bei einer Transformation, unter welcher
J invariant ist, bleibt dann auch J; gleich, also muss .J; selbst eine Invariante
sein. O

Dies bedeutet insbesondere, dass eine Integritatsbasis nur homogene Polyno-
me als Elemente haben kann.

Satz 29 (Hilbert’s Theorem). Fir jedes endliche System von Vektoren und
Tensoren existiert eine Integrititsbasis bestehend aus einer endlichen Anzahl
von Invarianten.

Beweis. Der Beweis findet sich in [Gur64] auf den Seiten 235-244. O

Dieser Satz ist von grofler Bedeutung, garantiert er uns doch die Existenz
einer endlichen Integritétsbasis fiir jedes endliche System von Vektoren und Ten-
soren. Dadurch ist natiirlich auch erst die Suche nach solchen Integritétsbasen
gerechtfertigt.

3.3 Symmetriegruppen und Kristallklassen

3.3.1 Die Kiristallklassen

Die im Folgenden beschriebenen Gruppen beschreiben Materialien, fiir die es in
der Referenzkonfiguration® drei bevorzugte Richtungen gibt. Diese Richtungen

3Dieser Begriff stammt aus der Kontinuumsmechanik. Es ist damit eine bestimmte Aus-
gangslage des betrachteten Materialkorpers (z. B. ein Material mit kristalliner Molekular-
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werden mit den drei Vektoren hq, hy und hj beschrieben (vgl. Kapitel 1 auf
Seite 6). Manchmal schreiben wir auch h; wenn alle drei Vektoren gemeint

sind.

Es gibt 32 Kristallklassen. Jede Kristallklasse ist durch eine bestimmte end-
liche Untergruppe von O(3) charakterisiert. Diese 32 Kristallklassen lassen
sich in sechs Systeme gliedern, die wir in Abschnitt 1.4 auf Seite 15 beschrie-
ben und dargestellt haben. In Nomenklatur und Notation richten wir uns
nach [SR58], welche die Terminologie von [Hur71] adaptiert haben. Die mit
den Kristallklassen korrespondierenden Gruppen wurden z.B. von [Lom59]
hergeleitet.

()

(iii)

(iv)

Triklines System

In diesem System gibt es keinerlei Einschriankung tiber die Orientierung
der drei Vektoren hi, hs und hs. Dieses System enthéalt zwei Klassen,
namentlich Pedial und Pinacoidal.

Monoklines System

Hier ist eine der bevorzugten Richtungen, wir bestimmen dafiir h;, senk-
recht zu der von den beiden verbleibenden Richtungen aufgespannten
Ebene. Das System enthélt drei Klassen: Domatisch, Sphenoidal und
Prismatisch.

Rhombisches System

Die Vektoren h; stehen paarweise senkrecht aufeinander. Dieses System
enthalt drei Klassen: Rhombisch-pyramidal, Rhombisch-disphenoidal und
Rhombisch-dipyramidal.

Tetragonales System

In diesem System stehen die Vektoren h; ebenfalls paarweise senkrecht
aufeinander. Eine der bevorzugten Richtungen, wir bestimmen hierzu hs,
hat eine besondere Bedeutung und wird Hauptsymmetrieachse genannt.
Das System beinhaltet sieben Kristallklassen: Tetragonal-disphenoidal,
Tetragonal-pyramidal, Tetragonal-dipyramidal, Tetragonal-scalenohedral,
Ditetragonal-pyramidal, Tetragonal-trapezohedral und Ditetragonal-dipy-
ramidal.

struktur) gemeint. Der Referenzkonfiguration gegeniiber steht die Momentankonfiguration,
welche die Lage des betrachteten Korpers zu einem bestimmten Zeitpunkt wiahrend einer
Deformation beschreibt (vgl. auch Definition 53 auf Seite 88).
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(v) Hezagonales System

Der Vektor hs steht senkrecht zur von h; und h, aufgespannten Ebe-
ne. hy kann durch eine Rotation von 120° um die Richtung von hg
mit hy zur Deckung gebracht werden. Das hexagonale System umfasst
die zwolf Kristallklassen: Trigonal-pyramidal, Rhombohedral, Ditrigonal-
pyramidal, Trigonal-trapezohedral, Hexagonal-scalenohedral, Trigonal-di-
pyramidal, Hexagonal-pyramidal, Hexagonal-dipyramidal, Ditrigonal-dipy-
ramidal, Dihexagonal-pyramidal, Hexagonal-trapezohedral und Dihexago-
nal-dipyramidal.

(vi) Kubisches System

Abermals sind die drei bevorzugten Richtungen paarweise senkrecht zuein-
ander ausgerichtet. Das kubische Kristallsystem enthélt fiinf Kristallklas-
sen: Tetartoidal, Diploidal, Hextetrahedral, Gyroidal und Hexoctohedral.

Um die Transformationen, welche eine gegebene Kristallklasse charakte-
risieren, beschreiben zu konnen, ist es hilfreich, fiir jedes Kristallsystem ein
kartesisches Referenzkoordinatensystem zu wahlen. Wir wollen nun beschreiben,
auf welche Weise wir fiir jedes Kristallsystem ein rechtwinkliges Koordinaten-
system, bestehend aus den drei Einheitsvektoren ey, es, e3, abhéngig von der
Lage der kristallographischen Achsen hq, hs, hs, festlegen. Der Grund fiir die
separate Festlegung eines Koordinatensystems pro Kristallsystem besteht darin,
dass sich die Darstellung der Symmetrietransformationen durch Matrizen ver-
einfacht. Wiirden wir nur ein einziges Koordinatensystem wéhlen, so bréauchten
wir deutlich mehr Matrizen, um alle Symmetrietransformationen darzustellen.

Triklines System: Da das trikline Kristallsystem bis auf Inversionszentren
keine Symmetrieelemente enthélt, kann ein beliebiges kartesisches Koordina-
tensystem gewéhlt werden.

Monoklines System: Fiir das Monokline System wahlen wir das Koor-
dinatensystem derart, dass die e;-Achse parallel zum Vektor h; verlauft, es
ansonsten aber ein beliebiges rechtwinkliges Koordinatensystem ist, d. h. e;
steht senkrecht auf der Ebene {hy, h3}. Die Achsen ey, e; bilden einen rechten
Winkel in der {hg, hs}-Ebene.

Rhombisches, tetragonales und kubisches System: Fiir das rhombi-
sche, tetragonale und kubische System werden die Achsen ey, e; und es3 einfach
entsprechend parallel der kristallographischen Achsen hq, hy und hj3 gewahlt.

Hexagonales System: Fiir das hexagonale System wéhlen wir ein recht-
winkliges Referenzkoordinatensystem, in dem die e;- und es-Achse entsprechend
parallel zu den Vektoren h; und hs verlaufen. Die Achse es steht dann senkrecht
auf der Ebene {e;,e3}.
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Sind die Referenzkoordinatensysteme wie oben beschrieben gewéhlt, so lassen
sich nach [SR58] (S.177) samtliche Transformationen, welche ein gegebenes
Gitter in sich selbst tiberfiihren, durch die in Tabelle 3.1 angegebenen Matri-
zen beschreiben. Diese Transformationen werden Symmetrietransformationen
genannt (vgl. Abschnitt 1.3 auf Seite 11). Transformationen, die sich aus Pro-
dukten dieser Matrizen ergeben, werden ebenfalls beriicksichtigt. In Tabelle 3.2
auf der néchsten Seite sind die Matrizen, welche eine Kristallklasse charakterisie-
ren, fir jede der 32 Kristallklassen angegeben (Tabelle ist [Spe71] entnommen).
Die mit einer gegebenen Kristallklasse korrespondierenden Matrizen bilden eine
Gruppe, die so genannte Symmetriegruppe (ausfithrlich wurden diese Gruppen
von [Lomb59] hergeleitet).

Tabelle 3.1: Liste aller bendtigten Symmetrietransformationen

Symmetrietransformation Beschreibung

100
I=10 10 Einheitstransformation
0 01
-1 0 0
cC=10 -1 0 Inversion am Punkt 0
0 0 -1
-1 00
Ri=[0 10 Spiegelung (Reflektion) an der Ebene
0 01 senkrecht zum Vektor h;
1 0 0
Ry=10 -1 0 Spiegelung (Reflektion) an der Ebene
0 0 1 senkrecht zum Vektor h,
10 0
R;3=10 1 0 Spiegelung (Reflektion) an der Ebene
00 —1 senkrecht zum Vektor h,
1 0 0
D=0 -1 0 180° Drehung um die X;-Achse
0 0 -1
-1 0 0
Dy=[0 1 0 180° Drehung um die X5-Achse
0 0 —1
1 0 0
Ds;=|0 -1 0 180° Drehung um die X3-Achse
0 0 1

Fortsetzung auf der nichsten Seite
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Tabelle 3.1: Fortsetzung
Symmetrietransformation Beschreibung

1 00
T7=10 0 1 Spiegelung an einer Ebene, welche durch
010 jene Achse verlauft, die hy enthélt und den

Winkel zwischen hy und hg halbiert

&3
I

entsprechend T7: Achse durch hy, Winkel
zwischen h; und hs

o O =

entsprechend T7: Achse durch hy, Winkel
zwischen h; und hs

&3

Il
o~ _
O O = O O
~ .

=
|

120° Drehung um eine Achse, die den Punkt
(0,0,0) und (1,1,1) enthélt

240° Drehung um eine Achse, die den Punkt
(0,0,0) und (1,1,1) enthélt

IS

Il |
= - _
O~ O, OO
o~ O~ OF @O
N N~

P o o c o RO =

—1 \/g 0
Si=|-iv3 -1 0 120° Drehung um die Achse, die hs enthélt
0 0 1
1 -3 0
Sy = % 3 —% 0 240° Drehung um die Achse, die h3 enthélt
0 0 1

Tabelle 3.2: Die 32 Kristallklassen und ihre korrespondierenden Symmetrietransforma-
tionen. Das n in der letzten Spalte entspricht der Gruppenordnung.

System  Nr. Kristallklasse Symmetriegruppe

n
Triklin 1 Pedial 1 1
2 Pinacoidal I, C 2
Monoklin 3  Domatisch I, Ry 2
4 Sphenoidal I, Dy 2
5  Prismatisch I, C, Ry, Dy 4
Rhombisch 6  Rhombisch-pyramidal I, Ry, R3, Dy 4
7 Rhombisch-disphenoidal 1, Dy, Dy, D5 4
8  Rhombisch-dipyramidal I, C, Ry, Ry, R3, Dy, 8
Dy, Dy

Fortsetzung auf der nachsten Seite
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Tabelle 3.2: Fortsetzung

System  Nr. Kristallklasse Symmetriegruppe n
Tetragonal 9  Tetragonal-disphenoidal 1, D3, D13, DyT3 4
10 Tetragonal-pyramidal 1, D3, R\T5, R;T; 4
11 Tetragonal-dipyramidal I, C, Rs, D3, RT3, 8
RT3, DiT3, DyTy
12 Tetragonal-scalenohedral I, Dy, Dy, D3, T3, D113, | 8
D2T3, D3T3
13 Ditetragonal-pyramidal I, Ry, Ry, D3, T3, R{I5, | 8
RyT3, D3Ts
14 Tetragonal-trapezohedral I, Dy, Do, D3, C'T3, 8
RT3, RT3, R3Ts
15 Ditetragonal-dipyramidal  I,C, Ry, Ry, R3, Dy, 16
DQ, Dg, Tg, CTg, Rng,
RT3, RT3, D13,
D2T3, D3T3
Hexagonal 16 Trigonal-pyramidal I, 5,5 3
17 Rhombohedral I, 5,5, C, CS, CS, 6
18  Ditrigonal-pyramidal I, 51, Sy, R, R51, 6
Rng
19 Trigonal-trapezohedral 1,5, Sy, Dy, D15y, 6
D152
20  Hexagonal-scalenohedral I, Sy, Sy, C, C'Sy, C'Sy, | 12
Ry, RiS1, R1Ss, Dy,
DlSl, D15'2
21 Trigonal-dipyramidal 1,51, S3, R3, R3S, 6
RgSQ
22 Hexagonal-pyramidal I, 51,5, D3, D35Sy, 6
Dgsg
23  Hexagonal-dipyramidal I1,5,8, C, CS,CSy, |12
R3, R351, R35s, Ds,
Dgsl, DgSQ
24 Ditrigonal-dipyramidal I, 51, Sy, Ry, R51, 12
R153, R3, R351, R3S,
Dy, DySy, DySs
25 Dihexagonal-pyramidal I, 51,9, R, RSy, 12

RSy, Ra, RyS1, RoSo,
D37 DSSla DSSQ

Fortsetzung auf der nachsten Seite

48



Tabelle 3.2: Fortsetzung

System

Nr.

Kristallklasse

Symmetriegruppe

| n

26

27

Hexagonal-trapezohedral

Dihexagonal-dipyramidal

I, Si, S5, Dy, DSy,
D153, Dy, DySy, D2Ss,
D3, D35y, D3S;

1,5, 5, C,CS, CSy,
Ry, RiS1, RSy, Ro,
RyS1, RySs, Rs, R3S,
R3Sy, Dy, D151, D15y,
Dy, DSy, DySs, Ds,
D35y, D3S,

12

24

Kubisch

28

29

30

31

Tetartoidal

Diploidal

Hextetrahedral

Gyroidal

I, Di, Dy, D3, My, M,
DM, DiMs, Dy M,
Dy My, DsM,y, D3M,

I, C, R, Ry, R3, Dy,
Dy, D3, My, My, CM;,
CMsy, RiM,, Ry My,
RoMy, RyMy, R3My,
RsMy, DMy, Dy Ms,
Dy My, DyMs, D3M;,
D3 M,

I, Dy, Dy, D3, My, M,
Ty, Ty, T3, D My,
DMy, DTy, D15,
D1T3, DyMy, Dy My,
DyT', DyTy, DT,
DsM,, DsM,, D311,
D315, D3T3

1, Dy, Dy, D3, My, M,
CTy, CT,, CT3, RTh,
R\Ts, RT3, RyTY, RyTs,
RT3, R3Ty, R3Ts, R3Ts3,
DM, DiMs, Dy M,
Dy My, DsMy, D3 M,

12

24

24

24

Fortsetzung auf der nachsten Seite
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Tabelle 3.2: Fortsetzung
System  Nr. Kristallklasse Symmetriegruppe ‘ n

32 Hexoctohedral I, C, Ry, Ry, R3, Dy, 48
Dy, D3, My, My, T, T,
T3, CM,, CM,y, CTy,
CT,, CTs, RiM;, R{Ms,,
RoMy, RyMy, R3My,
RsM,, R\T, RT5,
RT3, RyTy, RyT5, RoT3,
R3Ty, R3T5, RsTs,
DMy, DiMs, Dy My,
Dy My, DsMy, D3My,
DT, DTy, D13,
D,T, D15, D)1,
D3Ty, D315, D3T3

Es folgt nun zunéchst ein recht allgemeiner Teil, in dem wir den ersten Haupt-
satz der Invariantentheorie fiir die symmetrische Gruppe S,, (vgl. Definition
30) vorstellen wollen (Satz 45 auf Seite 62). Eine weitere wichtige Aussage, der
Endlichkeitssatz der Invarianten endlicher Gruppen, wird sich mit Hilfe des
Hauptsatzes ebenfalls beweisen lassen (Satz 46 auf Seite 65). Danach werden
wir zur eigentlichen Konstruktion der Integritatsbasen fiir die 32 Kristallklassen
unter ihren jeweiligen Symmetriegruppen kommen und fiir diese Anwendung
Spezialfille der nun folgenden allgemeinen Aussagen formulieren (Satze 47, 48
und 49).

3.4 Aligemeine Aussagen zu Integritatsbasen

Wir geben hier den ersten Hauptsatz der Invariantentheorie ([Wey39], S.36) in
einer modernen Version ([Smi95], S. 68) wieder, welcher die Rechtfertigung der
spéter verwendeten Satze 47 und 48 bildet. Direkt im Anschluss folgt dann aus
dem Hauptsatz der Endlichkeitssatz der Invarianten endlicher Gruppen von
Noether ([Noel6]). Korper F seien im Folgenden immer von Charakteristik 0.

3.4.1 Symmetrische Polynome

Definition 30 (Permutation). Sei 0 < n € N und die Abbildung

No{1l,....n} —{1,...,n} CN
o k+— o(k)

20



bijektiv. Die Menge aller ¢ bildet mit der Komposition als Gruppenstruktur
und Identitéit als neutrales Element eine Gruppe. Jedes ¢ heif3t Permutation,
und die gebildete Gruppe wird mit .S,, bezeichnet und symmetrische Gruppe
genannt.

Definition 31 (symmetrisches Polynom). Sei F ein Korper (z.B. R) und
Flzy,...,z,], n € N der Polynomring in n Variablen mit Koeffizienten in F.
Ein Polynom

flzr,. .. x,) € Flay, ...,z

heifit symmetrisch, wenn

f(xh cee 7xn) = f(xa(l)a e 7xa(n)>
fur alle o € .5,,.
Beispiele 32. Einfache Beispiele fiir symmetrische Polynome sind

o p(z1,13) = 23 + 23 € Flwy, 5], allgemeiner die Potenzsummen
n

 pl(z1,.. ., xy) :xT—F---—i—xnm:Zx;" € Flxy,...,z,], m € Ny
i=1

e Das Produkt x; -+ -z, € Flzq, ..., z,]

Bemerkung 33. Die in xy,...,x, symmetrischen Polynome bilden einen
Unterring

Flzy,...,2,]°" == {f € Flay,...,2,] : f symmetrisch} C Flay,...,2,].

Denn wenn zwei Polynome f, g € Flxy,...,z,| symmetrisch sind, dann sind
auch f + g und f - g symmetrisch. Der Unterring besitzt auch ein neutrales
Element 1, da die konstanten Polynome offensichtlich symmetrisch sind. Wie sich
dieser Unterring beschreiben léasst, ist Gegenstand des néchsten Abschnitt 3.4.2.

3.4.2 Die elementarsymmetrischen Polynome

Wir fithren eine neue Variable X ein, und betrachten die Gleichung

n n

U(X)=]](1 =z X) =D (=D'¢s(x1, ..., 2,) X" (3.14)

=1 i=0
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welche o;(11,...,2,) € Flry,...,z,] definiert. Aquivalent kénnen wir ¢; mit
der Gleichung

n

[[(X +z) = i%xni (3.15)

i=1
definieren.

Beispiel 34. Sei n = 2, dann folgt durch Auflésen von
2 2

[[( = 2:X) = (1) 'pi(x1, 22) X"

i=1 =0
= 1-— $1X — $2X + ZL’1$2X = 1@0(1‘1,%’2) — @1($1,$2)X + QOQ(l‘l,l’Q)XQ

nach @ (21, 2), p1(21, £2) und (21, 22), dass
wo(r1,22) =1, @1(x1,29) =21 + 22, und (a1, 22) = T122.
©o, w1 und 9 sind offensichtlich symmetrisch. Fir beliebiges n gilt:
wo(r1,...,xy) =1

gpl(xl,...,a:n):x1+---+xn:Zmi
i=1

Yoy, ..., Tp) = T1T2 + X1 T3+ - + Tp_1Ty, = Z T
0<i<j<n

gOk(l’l,...,l'n): Z .ZC“QJ%

0<iy <io<--<ip<n

n
Pn(T1, . T0) = 2192y = [[ 1
i=1

Definition 35. Die durch Gleichung (3.14) bzw. Gleichung (3.15) definierten
Polynome ¢; fiir 0 < ¢ < n nennt man elementarsymmetrische Polynome.

3.4.2.1 Newtons ldentitat

Die Potenzsummen p,,(z1,...,2,) = 27" + - -+ + 2 sind symmetrisch. Eine
Formel die auf Isaac Newton zuriickgeht zeigt, wie sich p,,(x1,...,z,) in den
elementarsymmetrischen Polynomen ausdriicken lasst. Um diese Formel zu
bekommen, nehme man die logarithmische Ableitung? der Funktion ¥ (vgl.

4siche etwa [Wal99], S. 249
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Gleichung (3.14) auf Seite 51):

v'(xX)
S U(X)

d — X X2 4...
gl—xiX P1+ paX +p3 AT+

Durch ausmultiplizieren erhalten wir
V(X)) = —U(X)(p1 +p2X +psX>4--)
und durch Koeffizientenvergleich erhalt man
$1=D1

29 = P11 — P2
33 = p1p2 — P21 + P3

k
ko, = Z(—l)“lpz‘@kﬂ' (3.16)

i=1

was sich fiir g = 1 induktiv nach p; auflésen lasst. Auf diese Weise erhalt
man fir p; eine Darstellung in den elementarsymmetrischen Polynomen. Die
allgemeine Formel (3.16) wird oft als Newtons Identitit bezeichnet.

Die Tatsache, dass sich die Potenzsummen p,,(x1, ..., x,) in den elementar-
symmetrischen Polynomen ausdriicken lassen, ist ein Spezialfall des folgenden
Satzes 38.

3.4.2.2 Der Fundamentalsatz iiber symmetrische Polynome

Definition 36 (Halbordnung). Sei L eine Menge. Eine Halbordnung auf L
ist eine Relation = wenn fiir alle a, b, c € L, die folgenden drei Eigenschaften
erfillt sind:

(i) a = a (Reflexivitat)

(ii) a = bund b < a = a = b (Antisymmetrie)
(iii) @ = bund b = ¢ = a =< ¢ (Transitivitat)
Beispiele 37. Beispiele fiir Halbordnungen sind:

e Die Teilmengenrelation C in einem System von Mengen. Sei L eine Menge
von Mengen. Dann gilt fiir alle A, B,C' € L
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(i) ACA
(i) Wenn ACBund BC A= A=DB
(iii) Wenn ACBC(C=ACC

e Die Teilerbeziehung | auf N. Fiir alle a,b, ¢ € N gilt
(i) ala (a teilt a)
(i) albund bla=a=1">

(iii) alb und bjc = alc
Satz 38. Jedes symmetrische Polynom

flzr, .. x,) € Flay, ..., x,)

kann als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen geschrieben
werden. Anders ausgedriickt, es gilt:

Flxy, ... ,xn]s” =Flp1, ..., ¢n)

Beweis. Dieser Beweis folgt [Smi95]. Wir machen uns die lexikographische
Ordnung auf Monomen zu Nutze. Wir definieren eine Halbordnung® < auf
Monomen durch die Festlegung:

gftexin <2l e b —a; >0 und b—a; =0 Vi<j

(,wenn die erste Differenz b; — a;, welche ungleich 0 ist, positiv ist*. Es gilt z. B.
w1l < 2iry)).

Wir machen vollstandige Induktion iiber die lexikographische Ordnung. Sei
f(x1,...,x,) ein symmetrisches Polynom. Die Operation der symmetrischen
Gruppe S,, wirft homogene Polynome (vgl. Definition 25 auf Seite 42) auf
homogene Polynome vom selben Grad. Ein Polynom f ist daher genau dann
symmetrisch, wenn jede seiner homogenen Komponenten symmetrisch ist.5
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir daher annehmen, dass f
homogen ist.

Sei z{* - - - 2% das grofite (bzgl. der lexikographischen Ordnung) Monom mit
von Null verschiedenem Koeffizient a von f(xy,...,z,). Dann gilt a;11 < a;
fiur alle i € {1,...,n — 1}. Angenommen dies wére nicht der Fall, dann gébe
es ein kleinstes i, so dass a;41 > a;. Die Transposition 7(4,7 + 1), welche ¢ mit

Sauch partielle Ordnung
6Jedes Polynom lisst sich offensichtlich als Summe homogener Polynome, die homogenen
Komponenten des Polynoms, schreiben.
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i + 1 vertauscht, ist Element von S,,, und weil f unter S,, invariant ist (f ist
symmetrisch), miisste dann auch das Monom " - - -z 'z, - - - 22 mit Koeffi-
zient a in f vorkommen. Dieses Monom ist in der lexikographischen Ordnung
aber grofer als z7" - - - 2%, was einen Widerspruch darstellt, da z{* - - - 29" ja
das grofite Monom von f ist. Wir machen nun von der Tatsache Gebrauch,

dass unser grofites Monom z{* - - - 2% von f auch das gréfite Monom von

alp—az

¥1

az—as

N

ist (das Produkt ist moglich wegen a;1 < q; fir alle 7). Das Polynom

a1—az

flx1, ..., z,) — ap] 92 (3.17)

2

hat als grofites Monom eines, welches kleiner ist als das grofite Monom von f.
(3.17) ist auch symmetrisch. Dieser Prozess ldsst sich nun mit (3.17) wiederholen
und mit dem daraus resultierenden Polynom und so weiter. Schliefllich wird man
das 0-Polynom erreichen und durch Umsortierung der resultierenden Gleichung
erhalt man fiir f(zy,...,z,) einen Ausdruck in den elementarsymmetrischen
Polynomen.” O

Bemerkung 39. Die Darstellung eines symmetrischen Polynoms als Polynom
in den elementarsymmetrischen Polynomen ist eindeutig (vgl. [Lan05], S.191).

3.4.3 Der Polarisierungsprozess

Definition 40 (Darstellung einer Gruppe). Es sei G eine Gruppe, F ein Korper
und V ein n-dimensionaler F-Vektorraum. Eine Abbildung

-G — GL(n,F)

Po g p(g)

heifit Darstellung der Gruppe G auf V wenn gilt:

p(gh) = p(g)p(h) Vg,h € G

Es sei G eine endliche Gruppe, F ein Korper, V' ein endlichdimensionaler F-
Vektorraum und p : G — Aut(V) = GL(V) ein Gruppenhomomorphismus,
also eine Darstellung von G auf V.

Fiir einen F-Vektorraum V' meinen wir mit F[V] die Algebra der Polynome
auf V| welche wir als die symmetrische Algebra auf V* = Homp(V,F), dem

"Ein alternativer Beweis findet sich in [Lan05], S. 191 ff.
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Dualraum von V, definieren.® Anders gesagt, wenn dim(V) = n und zy,...,x,
eine Basis des Dualraums V* ist, dann gilt

FV] =F[zy,...,2, ) =F@V* @ S* (V) S*(V)® -

wobei S™(V*) die m-te symmetrische Potenz von V* ist, welche aus den
homogenen Polynomen von Grad m in zq, ..., x, besteht.

Sei V' = F" n-dimensionaler Vektorraum. .S,, operiert auf V' durch Permu-
tation der Basis {z1,,...,x,}. Wir bezeichnen diese Darstellung von S, mit
7 : S, — GL(n,F). Fir jedes k € N gibt es die Darstellung

Tk Sp — GL(kn,F)

welche in Matrixform durch

7(s) 0
0 7(s) ---
T(s) =] . . : s€S,
0 7(s)
dargestellt wird. Man stelle sich vor, dass jede der Variablen zq, ..., x, durch

eine k-dimensionale Vektor-Variable ersetzt wird. Wenn wir uns den Vektorraum
F** als den Raum der k x n-Matrizen vorstellen, dann operiert S,, mittels 7,
auf F** durch Permutation der Spalten der Matrizen. Sei

{Ilf@jZizl,...,k’,j:l,...,n}

die Basis von F*"| wobei x; ; jene Matrix ist, welche eine 1 im (i, j)-Eintrag hat
und 0 tiberall sonst. Auf diese Weise ergibt die Darstellung 7 eine Operation
der symmetrischen Gruppe S,, auf dem Polynomring

F[ZL’ZJ 1= 1,...,k,j: 1,...,77,].
Wir fragen uns nun, was die Struktur von

F[l’i’j12'21,...,]{],]':1,...771}3”

8Dies ist der formale Weg um die Polynome als Polynomfunktionen aufzufassen. Da wir
fir F Charakteristik 0 vorausgesetzt haben, sind die Polynomfunktionen F"* — F auch
eindeutig mit den Polynomen identifizierbar. Es ist daher meistens ausreichend sich die
Elemente f € Flzy,...,2,] als Polynomfunktionen f : F” — F vorzustellen. [Smi95]
berticksichtigt auch endliche Koérper.
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ist. Dies ist auch die Frage, welche der weiter unten folgende Satz 45 beantworten
wird.

Um die Invarianten von Flz;; :i=1,...,k,j =1,...,n] unter S,, beschrei-
ben zu kénnen fithren wir die folgende Gleichung? ein:

(1 + ulxl,j 4+ 4+ ukxk,j) = Z JB(xm)(ul{l s uzk) (318)
Jj=1

B=(b1,..-,bx)

welche als Element von Flz;; : ¢ = 1,...,k,j = 1,...,n][uy,...,u;] aufge-
fasst werden kann. Gleichung (3.18) definiert o € Flz;; i =1,...,k,j =
1,...,n]% mit B = (by,...,b), wobei 0 < by,...,by <nund by +---+b <n.
Die Funktion op ist die B-te elementarsymmetrische Funktion in den Vektor-
Variablen {z;; : i =1,...,k,j =1,...,n}. [Wey39] (S.37) bezeichnet diese
Polynome als die polarisierten elementarsymmetrischen Polynome.

Beispiel 41. Die polarisierten elementarsymmetrischen Polynome sind im
Folgenden fiir £ = 2 und n = 4 aufgelistet. Dabei steht der zweite Index j von

9Gleichung (3.18) ist auch unter dem Namen Galoissche Resolvente ([Noel6]) bekannt.
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z;; fiir die Vektor-Variable und 7 fiir die Komponente dieser Vektor-Variable.

T, =1

0(1,00 = Z(1,1) T T(1,2) T 23 T T4

00,1) = T(2,1) T T(22) T L(2,3) T L(2,4)

0(2,0) = Z(1,)%(1,2) T TA,1T(1,3) T L(1,1)T(1,4) T T(1,2)T(1,3)
T 22,9 T T(,3)T0,)

0(02) = T(2,1)T(22) T T2,1T@23) T T(2,1)T(24) T T(2,2)T(2,3)

+ T (2,2)%(2,4) T T(2,3)T(2,4) T
o1 = Ta,n%a2) T Ta,nTes) T La)Te4) T T2 T 212223
+ X(1,2)%T(2,4) T T(1,3)(2,1) T T(1,3)%(2,2) T £(1,3)T(2,4) T T(1,4)T(2,1)
+ T(1,4)%(2,2) T T(1,4)T(2,3)
0(3,0) = T,HZT(1,2)T1,3) T LA,DT1,2T14) T LA,1)T(1,3)2(1,4) T T(1,2)T(1,3)(1,4)
0(03) = T2,1)T(22)T(23) T L21)T2,2)T24) T T21)T2,3)%(24) T L(22)T(2,3)%(2,4)
O(2,1) = Z(1,)Z(1,2)2(2,3) T T1,1)T12)T24) T T1,1)TA,3)T2,2) T T1,1)T(1,3)T(2,4)
T Zan2T,9T22) T TanT,9T23) T T022T3)Te1) T 201,220,324
+ 2(1,2)T(1,4)T(2,1) T T(1,2)T(1,4)T(2,3) T T(1,3)T(1,4)T(2,1) + T(1,3)T(1,4)T(2,2)
0(1,2) = Z(1,)Z(2,2)T(2,3) T T(1,1)T(22)T(2,4) T T1,1)T(23)T(2,4) T T(1,2)T(2,1)%(2,3)
T 22T 1)TE4) T T022T3)Te4) T 201,32 1)T22) T 201,3)%21)T(24)
+ X(1,3)%(2,2)T(2,4) T T(1,4)T(2,1)T(2,2) T T(1,4)T(2,1)T(2,3) T T(1,4)T(2,2)T(2,3)
0(4,0) = T(1,1)%(1,2)L(1,3)T(1,4)
0(0,4) = T(2,1)%(2,2)L(2,3)T(2,4)
O(3,1) = T,1)T(1,2)L(1,3)T(24) T T(1,1)T(1,2)T(1,4)Z(2,3)
T ZanZT3)Ta0%22) T 212703209721
0(13) = T1,1)T2,2)T(23)%2,4) T T(1,2T(2,1)T(2,3)L(2,4)
+ T(1,3)%(2,1)T(2,2)T(2,4) T T(1,4)T(2,1)T(2,2)T(2,3)
0(22) = T(1,1)T(1,2)T(23)T24) T T(1,1)T1,3)T2,2)T(24) T L(1,1)T(1,4)2(2,2)T(2,3)
+ 2(1,2)T(1,3)T(2,1)T(2,4) T T(1,2)T(1,4)T(2,1)T(2,3) + T(1,3)T(1,4)T(2,1)T(2,2)

3.4.4 Der erste Hauptsatz der Invariantentheorie

Es sei p : G — GL(n,F) die Darstellung einer endlichen Gruppe G. Wei-
tere Darstellungen von G lassen sich durch p auf vielfiltige Art und Weise
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konstruieren. Sei z. B. k € N, dann existiert die Darstellung
p@--®p=Ep: G— GL(nk,F),
k-mal k

welche die k-fache direkte Summe von p selbst ist. In einer Matrixnotation
stellt sich diese Darstellung wie folgt dar:

p(g) 0--- 0
@o9)=| 0o . o | Vged
g 0 - plg)

Sei nun V = F™. Wir identifizieren F™* mit
pv=ve oV,
k k-mal

dann ist die Operation von G auf F™ durch

@p(g)(vh cve) = (p(9) (W), p(g) () Yge G, (v,...,u) €DV

k

gegeben. Wir stellen uns nun folgende Frage: Sei eine Integritétsbasis fiir F[V]¢

gegeben, konnen wir dann aus dieser Integritétsbasis eine Integritdatsbasis fiir

FIEp V]¢ konstruieren? Dies wollen wir auf den folgenden Seiten fiir G = S,
k

beantworten.

Definition 42 (dquivariante Abbildung). Sei G eine Gruppe und X, Y Mengen,
auf welchen eine Operation

GxX — X
HX (g,2) — px(g, @)

(analog uy fir Y') definiert ist. Eine Abbildung f : X — Y heifit G-dquivariant
wenn gilt:

flux(g,7)) = py(g, f(z)).

Eine aquivalente Formulierung ist: f : X — Y heiit G-dquivariant wenn
folgendes Diagramm kommutiert:
X x
f f
y Moy



Durch die Definition der Darstellung @ p sind die beiden Abbildungen
k

V — |4
A @
v— (v,...,0)
und
PV —Vv
I': k k
(vl,...,vk)»—>Zvi
i=1

G-aquivariant, d.h. A(p(g)(v)) = @ p(A(v)) und

r @mg)(vl,.-.,vw) = (g (T (ons - 1),

A und I induzieren Abbildungen A* und I'* von Polynomringen, mit
A FIP V¢ c FIP V] — F[V] D F[V]¢
o Cpe )
wobei A*(f)(v) = f(v,...,v) und

. F[V]¢ c F[V] — FIP V] D FIPV]®
' h—s T(h) '

wobei I'*(h)(v1, ..., vg) = h(vy +- - -+ v), welche uns ein Mittel in die Hand ge-

ben mit dem wir Invarianten in FP V] aus Invarianten in F[V]¢ konstruieren
k
konnen.

Die symmetrische Gruppe Si operiert auf @V durch Permutation der
k
Faktoren, und damit operiert sie auch auf F[@ V]. Wenn S, auf V trivial

k
operiert, d. h. o(v) = v,Vo € Si,v € V, dann sind A und I auch Si-dquivariant.
Die Komposition I' o A ist nichts weiter als eine Multiplikation mit k.!° Damit
folgt A* o T*(f) = kf, mit d = deg(f).

BroAw)=T(v,...,v) =v+---+v=Fkv
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Definition 43 (multihomogenes Polynom). Ein Polynom f € F[@) V] heiBt
k
multihomogen von Multigrad (dy, ..., d), wenn gilt:

f(U1, ce ,?JZ'_1,)\UZ',UZ‘+1,. .. ,Uk) = /\dif(’l}l, ey Uy n ,Uk)
VAEF, (vi,...,0) € PV
k

Sei nun z1, ..., z, eine Basis von V*. Wenn wir x;1,. .., z;, fiir jene Vekto-
ren schreiben, welche eine Basis fiir den i-ten Faktor von @ V bilden, dann

k
bilden die Monome in x;1,...,2;, von Grad d eine Basis der multihomogenen
Polynome von Multigrad (0,...,0,d,0,...,0), wobei d an der i-ten Stelle steht.
Damit folgt, dass die Monome

di1 din _d21 d2n di1 din
xl,l ...xl’n le ...x27n ...ka ...xk’n
eine Basis des Raums der multihomogenen Polynome von Multigrad (dy, .. ., dx)

bilden, wobei d; = d; 1 + - - - +d; ,. Alle Monome dieser Art mit dy +---+d =d

bilden eine Basis der homogenen Polynome von Grad d in F[@V]. Dies
k
bedeutet, dass wir jedes homogene Polynom h € ]F[@ V] als eine Summe von

k
multihomogenen Polynomen von Multigrad (dy, ..., dy), welche dy+---+dy = d
erfiillen, schreiben konnen.

Definition 44. Schreiben wir fiir h € F[EP V]
K

h = Z hdl ..... dy,

di1+--+dp=d
wobel hg, g, multihomogen von Multigrad (dy,...,ds) ist, so nennen wir
ha, ....q, die Komponente von h mit Multigrad (dy, ..., dy).

Sei nun f € F[V] und

(f) = ) ()

di+--+d=deg(f)

die Dekomposition der Funktion I'*(f) in seine multihomogenen Komponenten.

.....

.....
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Fir h € F[@ V] multihomogen von Multigrad (di,...,dy) und g € G
k

ist gh wieder multihomogen von Multigrad (dy, ..., dy). Die multihomogenen
Komponenten eines h € F[P V] sind daher invariant. Wenn f € F[V]¢ dann
k

auch I'*(f) € F[P V] und damit
K

Polig,.a(f) EFIEPVI® V(di,...,dy) mit di+ -+ dp = deg(f).
k

Die Polarisierungen von f liegen im Allgemeinen aber nicht im Bild von I'™*
und liefern uns somit neue Invarianten in F[EP V]°

k

Die polarisierten elementarsymmetrischen Polynome oy, . 4,, welche uns aus
Gleichung (3.18) bekannt sind, entsprechen den Polarisierungen Polw, . 4,)(¢:)
der elementarsymmetrischen Polynome 1, ..., ©,.

Satz 45 (Erster Hauptsatz der Invariantentheorie fiir S,). Seien n,k € N,
F Koérper von Charakteristik 0 und 7 : S, — GL(n,F) die tautologische
Darstellung von S,, als die Permutationsgruppe auf der kanonischen Basis von
V :=T". Dann bilden die polarisierten elementarsymmetrischen Funktionen

k
{JB:B:(bl,...,bk),bl,...,bkENO und Zbign}

=1

eine Integritditsbasis fiir

FIP V] =Fla; |l <i<k,1<j<n]
k

Beweis. Wir machen vollsténdige Induktion tiber n. Fiir n = 1 ist S} die triviale
Gruppe und die Polarisierungen des elementarsymmetrischen Polynoms ¢; =
sind xy, T9, ..., x, welche eine Basis von @ V sind, wobei V' = F Dimension 1

k
als Vektorraum tber F hat. Die Behauptung ist daher trivialerweise wahr.

Wir nehmen nun die Wahrheit der Behauptung fiir alle 0 < n’ < n an. Sei
x1,...,%, eine Basis von V* (Dualraum von V') und setze

V* = Span{xy,...,Tp_1}.

Seien @1, . .., @, die elementarsymmetrischen Polynome in x4, ..., x, und setze

N wi(x1, ..., Tp1,0) firi=1,...,n—1
@i(xl, . a‘rn—1> = .
0 firi=n
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Die Polynome ¢4, ..., ®,_1 sind die elementarsymmetrischen Polynome in den

Variablen z1,...,z,_1. Wir haben die folgenden Formeln, welche 1,..., @,
mit @1, ..., Pn—1 in Zusammenhang setzen:
Y1 =P1+ Ty
P2 = P2+ TnP1
(3.19)

Pn—1 = @n—l + xn@n—Q

Pn = xn@nfl

Um dies nachvollziehen zu konnen betrachte die Definitionen

n

> ooit! = [+ )

i+j=n i=1

_ (ﬁl(l + m)) (1+ x,t)

= ( Z @itj) (1+ z,t)
= Z (Pi + Tn @it € Flay,. .., z][t]

i+j=n

aus denen man die obigen Formeln (3.19) durch Gleichsetzen der Koeffizienten
von Potenzen von t erhalt.

Die Formeln (3.19) lassen sich rekursiv nach @, ..., 9,1 auflosen:
P1 =1 — Ty
P2 = P2 — TnP1 = P2 — Tn(P1 — Tn)
(3.20)
@nfl = Pn-1 — mn@an =
Anders gesagt, es existieren Formeln
@i = Fi(p1,...,0i,1n) = Z Fi (1, i)l
j=1
fir : =1,...,n — 1. Durch Polarisierung dieser Formeln erhélt man
Polp(¢;) =Y Hp az® (3.21)
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wobei D = (dy,...,dy), i =dy+---+dy, A= (ay,...,a), 24 = xyl, k.
Hp 4 ist ein Polynom in den polarisierten elementarsymmetrischen Polynomen
©1y- . Polp(@;) = Gp ist natiirlich ein polarisiertes elementarsymmetri-
sches Polynom in n — 1 Variablen.

Sei nun f € F[EP V] und schreibe f in der Form
k

f=>fax (3.22)
A

wobei fq € F| @ V Wir sehen, dass tatséchlich f, € F[ @ V Sn=1_ Nach der

Induktlonsannahme kann f4 als Polynom in den polamswrten elementarsymme-
trischen Polynomen 6p = Polp(@;), D = (dy, ... ,dp_1), wobei dy+- - -+d,_1 =i
fir 1 <i < n — 1, geschrieben werden. Wir wollen dies durch f4 = La(6p)
ausdriicken. Setzen wir dies in Gleichung (3.22) ein, so erhalten wir

F=3fax? =3 La(op)x
A A,D
= ZKAZ‘A
A

wobei K 4 ein Polynom in den polarisierten elementarsymmetrischen Polynomen
opg ist. Die Polynome f und K4 sind invariant unter S,,. Daher erhalten wir bei
Mittelung! von Gleichung (3.23) iiber die von den zyklischen Permutationen
von i, ..., T, erzeugte Untergruppe von S,

Z Y Kaxly - apk. (3.24)

]lA

(3.23)

Polarisierung von Newtons Formel

l’(ll‘i‘"“i‘Ig:Sa(QOl,...,QOn)?

welche die Potenzsummen in den elementarsymmetrischen Polynomen aus-
driickt, fithrt uns zu einer Formel, welche die Summe

n
al ag
me Y
j=1

in den polarisierten symmetrischen Polynome von ¢, ..., ¢, ausdriickt. Setzen
wir diese Formel in Gleichung (3.24) ein, so erhalten wir fur f einen Ausdruck
als Polynom in den polarisierten elementarsymmetrischen Polynomen og von
D1yeves Pne O

Hsiche [O1v99), S. 74

64



3.4.5 Der Endlichkeitssatz der Invarianten endlicher
Gruppen

Der folgende Satz wurde von Emmy Noether direkt bewiesen (siche [Noel6))

und bildet die Rechtfertigung fiir Satz 49 auf Seite 67. Hermann Weyl ([Wey39],

S.275) fithrte den Beweis unter Verwendung des ersten Hauptsatzes der Invari-

antentheorie (vgl. Satz 45 auf Seite 62). Diese Variante geben auch wir hier

wieder. Eine alternative Version des Satzes findet sich als Korollar in [Smi95]
(Corollary 3.3.3, S.63).

Satz 46. Sei G eine endliche Gruppe linearer Transformationen, mit

G={A,.. A}, A=), 1<ijj<n, 1<k<h

Firxz = (z1,...,2,) € R" ist also
2P = > ag-c)xj. (3.25)
=1
Sei nun f(x) = f(x1,...,2,) eine polynomielle Invariante unter G, d. h.
1
F@) = F@W) = - = Fa®) = 13" fa®) (3.26)
k=1

wobei K = (xgk), . ,:l:ff)) firl <k<h.
Dann gilt: Fine Integritditsbasis fiir die Invarianten unter G besteht nur aus
Invarianten, deren Grad die Gruppenordnung |G| = h nicht tibersteigt.

Beweis. Die rechte Seite von Gleichung (3.26) kann als Polynom in n - h
unabhéngigen Variablen aufgefasst werden. Als solches ist es symmetrisch in
den n Vektor-Variablen

o= (... at")

Cn = (1’7(11), s 7$nh))

eines h-dimensionalen Vektorraumes. Aus dem ersten Hauptsatz der Invarian-
tentheorie (vgl. Satz 45 auf Seite 62) folgt, dass sich Gleichung (3.26) in den
polarisierten elementarsymmetrischen Polynomen ausdriicken lésst, welche sich
als Koeffizienten op in

h
[Tw+wa” + +ua®) = ¥ op(a)ulult -l
k=1 B=(b,b1,...,bn)
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schreiben lassen (vgl. Gleichung (3.18) auf Seite 57), wobei b+ by +- - -+ b, = h.
Die Polynome, welche sich ergeben, wenn man UB(IZ(-k)) unter Verwendung von

Gleichung (3.25) auswertet, haben alle Grad < h. O

3.5 Integritatsbasen fiir die 32 Kristallklassen

Wir werden in diesem Abschnitt fiir jede einzelne Kristallklasse eine irreduzible
(aber nicht eindeutige) Integritétsbasis fiir einen symmetrischen Tensor zweiter
Stufe angeben. Vorher werden wir noch einige theoretische Voraussetzungen fiir
dieses Unterfangen klaren. Die dargestellten Ergebnisse beruhen hauptséchlich
auf [SR58]. Wir orientieren uns in den meisten Fallen aber mehr an der Arbeit
von [Spe7l].

3.5.1 Theoreme iiber Integritiatsbasen

Wir moéchten hier vier Sétze vorstellen, die wir bei der Konstruktion von
Integritatsbasen fiir einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe unter den 32
Symmetriegruppen, haufig benétigen werden. Die ersten beiden verhelfen uns
zu Integritatsbasen fiir Polynome in zwei und drei Mengen von Variablen,
welche invariant unter der symmetrischen Gruppe sind. Beide sind Spezialfille
des obigen Hauptsatzes. Der dritte Satz ermoglicht uns die Konstruktion von
Invarianten fiir Polynome in drei Mengen von Variablen, welche invariant
unter zyklischen Permutationen sind. Der vierte Satz unterstiitzt uns bei der
Anwendung der ersten drei Sétze.

Satz 47. Wir betrachten Polynome, die symmetrisch in den zwei Vektor-
Variablen (yy,...,yn) und (z1,...,2,) sind, d. h. fir ein Polynom f gilt

flyr, - oyyn) = f(z1, 00y 20)-

FEine Integritdtsbasis fiir Polynome dieser Art ist mit den folgenden Grifien
gegeben:

Iy = (y; + z)/2 (1<)
Lk = (y;2 + ykz;) /2 (1<j.k

IN

n)

IN

n)

Satz 48. Wir betrachten Polynome, die symmetrisch in den drei Vektor-
Variablen (y1,21), (y2,22) und (ys, z3) sind, d.h. ein Polynom f in diesen
Variablen ist invariant unter der beliebigen Vertauschung dieser Variablenpdr-
chen. Eine Integrititsbasis fir Polynome dieser Art ist durch die folgenden
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Gréfien gegeben:

Ji=y1+y2+ys3

J2 = Yoys + ysin + y1ye

J3 = Y1923

Jy =21+ 2+ 23

Js = 2923 + 2321 + 2122

Jg = 212923

J7 = Yoz3 + Y322 + Y321 + Y123 + Y122 + Y221
Js = y12223 + Y22321 + Y321 22

Jo = z1Y2y3 + Z2ysy1 + Z3Y1Y2

Die Satze 47 und 48 sind Spezialfille des obigen Hauptsatzes der Invarian-
tentheorie.

Satz 49. Wir betrachten Polynome in den Variablen vy, ys, ys, 21, 22, 23, welche
unter zyklischer Permutation der Indizes 1,2,3 invariant sind. Eine Integri-
tatsbasis fiir Polynome dieser Art ist durch die folgenden Gréfien gegeben:

Ki=uy+y2+ys Kg = 20y3 + 231 + 2192
Ky = yays + Ysy1 + Y19 Ko = ysys + 115 + v20;
K3 = y1y2y3 K1 = 2325 + 2123 + 222
Ky=21+ 22+ 23 K11 = y12223 + y22321 + Y32122
K5 = 2923 + 2321 + 2120 Ko = 219293 + 229381 + 239192
K¢ = 212923 K13 = t1y222 + y2ys23 + ysy121
K7 = yaz3 + ysz1 + Y122 K14 = z120y2 + 2223Yy3 + 232101

Beweis. Der Beweis dieses Satzes folgt aus einem Theorem von Noether, wel-
ches besagt, dass der Grad der Elemente einer Integritatsbasis fiir Polynome,
welche invariant unter einer endlichen Gruppe von Transformationen sind, die
Gruppenordnung nicht iibersteigen kann (vgl. Satz 46 auf Seite 65). Da die
Gruppe der zyklischen Permutationen, welche hier betrachtet wird, von Ord-
nung drei ist, besteht die Integritétsbasis aus Polynomen deren Grad hochstens
drei ist. Mit diesem Ergebnis ist es eine einfache Aufgabe, alle Polynome vom
Grad drei oder weniger, welche die entsprechende Invarianzeigenschaft erfiillen,
aufzuschreiben und die redundanten Elemente zu eliminieren. Diese Prozedur
fithrt genau zum oben formulierten Resultat oder einem dazu dquivalenten

([SpeT1], S. 309 ff). O
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Satz 50. Seip ein Polynom in den Variablen x1,...,x, und Iy, Is, ..., I,,. Eine
Integritatsbasis fiir Polynome p unter einer Gruppe von orthogonalen Trans-
formationen, fir welche Iy, Is, ..., I, invariant sind, erhdlt man indem man
2u I, Is, . .., I, eine Integritdtsbasis fiir Polynome in den Variablen x1,...,x,
unter dieser Gruppe von Transformationen, hinzufigt.

Beweis. Sei f(I,1s, ..., Iy, x1,...,2,) eine polynomielle Invariante. f ist dann
eine Summe von Termen der Form

I Iimo(e, .. xp) (3.27)

wobei ¢ ein Polynom in seinen Argumenten ist. Nach Voraussetzung sind die
I, fir 1 < k < m unter den betrachteten Transformationen invariant, also
werden Terme in den [ gegebenen Grades in Terme gleichen Grades in den
I, transformiert. Folglich miissen Ausdriicke der Form (3.27) Invarianten sein
(vorausgesetzt sie enthalten alle Terme der gegeben Grade in den [). Damit

miissen aber auch die ¢(z1,...,z,) Invarianten sein und kénnen somit in den
Elementen der Integritédtsbasis fir die 1y, ..., z, ausgedriickt werden. Damit
ist der Satz bewiesen. O]

3.5.2 Invarianten eines symmetrischen Tensors

Wir ndhern uns nun unserem Ziel, fiir jede der 32 Kristallklassen eine Inte-
gritatsbasis fiir polynomielle Invarianten eines symmetrischen Tensors zweiter
Stufe angeben zu konnen. Dies soll nun auf den folgenden Seiten durchgefiihrt
werden. Da es sich aber um viele einzelne, teilweise komplexe Rechnungen
handelt, werden wir den Vorgang beispielhaft an einigen (weniger komplexen)
Rechnungen vorfiihren. Im Detail unterscheiden sich die einzelnen Rechnungen
fir die 32 Kristallklassen, die grundlegende Vorgehensweise ist jedoch immer
dahnlich. Fir die vollstindigen Resultate wird ggf. auf die Literatur verwiesen.

Wir bezeichnen den symmetrischen Tensor zweiter Stufe mit (a;;) (4,7 =
1,2,3) und fassen F' als ein Polynom in den unabhéngigen Komponenten von
(a;;) auf. Wir zeigen dann, wenn F' invariant unter einer der fiir eine Kristall-
klasse charakteristischen Transformation ist (das sind genau die Elemente der
entsprechenden Symmetriegruppe), F' dann als ein Polynom in bestimmten
anderen Polynomen in den Komponenten von (a;;) geschrieben werden kann.
Die Menge dieser bestimmten anderen Polynome bildet dann die gesuchte
Integritatsbasis. Wenn wir uns auf eine bestimmte Kristallklasse beziehen, so
werden wir dies der Einfachheit halber iiber die entsprechende Klassennummer
(zweite Spalte) in Tabelle 3.2 auf Seite 47 tun. Sprechen wir also von , Klasse
12“ so meinen wir damit Tetragonal-scalenohedral.
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Wir werden zunéchst einige Beispiele (Klassen 1 und 2 bzw. 3-5) in aller
Ausfiithrlichkeit durchrechnen, um die Vorgehensweise zu erldutern. Spéater
werden wir uns dann auf Tabellen beziehen miissen, da die Komplexitat mancher
Rechnungen den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde.

Wenn wir im Folgenden F' schreiben, so ist immer F'(aj1, g, ass, o3, ai3, a12)
gemeint.

3.5.2.1 Klassen 1 und 2 (Triklines System)

Sei F' also eine polynomielle Invariante des symmetrischen Tensors zweiter
Stufe

aixz aiz Aais

3x3

(aij) = [ a2 a2 ags | € R,
az1 asz 33

d. h. es muss gelten

F(ay1, as, ass, ass, a3, a12) = F(@11, o, a3, A2s, 13, G12)-

Die geschweiften Komponenten a;; bezeichnen dabei, wie im 2. Kapitel, die mit
der jeweils fiir die Kristallklasse charakteristischen Transformationen trans-
formierten Komponenten a;;. Fir die Klasse 1 ist das laut Tabelle 3.2 auf
Seite 47 nur die identische Transformation I. Fir Klasse 2 ist es zusétzlich
noch die Transformation C' (Inversion). Eine Begriindung, warum wir diese
beiden Klassen gemeinsam behandeln konnen, folgt etwas weiter unten. Wir
werden die Rechnungen hier ausschreiben, damit die Vorgehensweise klar wird.
Um die einzelnen Transformationen durchzufiihren, erinnern wir uns an
das Transformationsgesetz fiir Tensoren zweiter Stufe in Gleichung (2.28) auf
Seite 32. Da wir fiir die Transformationen Bezeichnungen mit tiefgestellten
Indizes verwendet haben (siche Tabelle 3.1 auf Seite 46) werden wir, wenn
wir eine Komponente einer Transformation meinen, die Indizes oben schreiben.
Beispielsweise meinen wir mit S3' die Komponente der Transformation S
welche sich in der zweiten Zeile und ersten Spalte befindet, in diesem Fall also
1V/3 (vgl. Tabelle 3.1 auf Seite 46). Fiir I ist klar, dass F' invariant bleibt, denn
es gilt fiir alle 4, j
3 3
a;j = Z Z I'" " a,,, = a; (I'"™, [’ = 1 oder 0) (3.28)

m=1n=1

Fiir die Transformation C' gilt Gleichung (3.28) aber gleichermafien, wenn man
I durch C ersetzt (I'™, ['" = —1 oder 0). Die transformierten Komponenten
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haben also fiir die beiden Transformationen I und C' den selben Wert. Dies
ist auch der Grund, weshalb wir die beiden Kristallklassen 1 und 2 zusammen
behandeln kénnen.

Die Form von F' ist somit keinen Einschréankungen unterworfen. Als Integri-
tatsbasis erhalten wir damit:

11, A2, 33, Qa23, A13, Q12

3.5.2.2 Klassen 3-5 (Monoklines System)

Wir wollen nun ein weiteres Beispiel ausfithrlich behandeln und dabei auch auf
die Gruppenstruktur der fiir eine Kristallklasse charakteristischen Transforma-
tionen eingehen.

Wie bei den Klassen 1 und 2, interessiert uns zunachst welchen Einschrankun-
gen die polynomielle Invariante F' méglicherweise unterworfen ist. Dazu miissen
wir als erstes a;; fir alle Transformationen, die die Klassen 3-5 charakterisieren,
ausrechnen. Laut Tabelle 3.2 auf Seite 47 sind das I, C, Ry und D;. Fiir I und
C haben wir das schon im vorigen Beispiel getan. Es bleiben also R; und D;.
Zu erst Ry:

3 3

m=1n=1
= (R?R{lan + R?R{Qalg -+ R?R{?’alg)—i—
(R?R{lagl —+ R?R{Qagg + R?R{?’CLQ?,)—’—
(RliSRﬁla:Q + R?Rfagg + R§3RJ136L33>
Die einzelnen Komponenten des mit R; transformierten Tensors (a;;) lassen

sich nun leicht ablesen, da fir jede Komponente alle Glieder der Summe bis
auf eines gleich 0 sind:

ail = a11, Qg2 = A2, A3z = A33, Q23 = A23, Q13 = —A13, Q12 = —A12

Diese Rechnung miissen wir mit D; ebenfalls durchfiihren:

3 3

m=1n=1

= (DilD{laH + DilD{Qalz + DilD{BCng)—F
(DY Di*ag) + DY D% gy + D DY a03)+
(DigD{l(lgl + D?D{QCL;Q + DZiSD{BCng)
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Abermals lassen sich die transformierten Grofien ablesen:
(11 = a11, G2 = G2, (33 = A3z, 23 = 93, (13 = —aA13, Q12 = —a12
Wir wollen zwei Dinge bemerken:

(i) Wir stellen fest, dass die transformierten Groflen fiir Ry und D; tiberein-
stimmen. Dies ist der Grund, warum wir die Klassen 3, 4 und 5 gemeinsam
behandeln.

(ii) Es kann keine weitere Transformation geben, denn die entsprechenden
Mengen {I, R;} (Klasse 3), {I, D;} (Klasse 4) und {I,C, Ry, D1} (Klasse
5) bilden bereits die gesamte Symmetriegruppe der jeweiligen Kristall-
klasse. Um das zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass diese Mengen
beziiglich der Gruppenoperation (Matrixmultiplikation) abgeschlossen
sind. Dies wollen wir tun:

Klasse 3: R? = RiR; =1

Klasse 4: D} = DD, =1

Klasse 5: RiD, = C = D\R,, C*=1, CR, =D, =R C, CD, =
R, = D,C

Damit ist die Gruppenstruktur gezeigt. Gleiches gilt im Weiteren auch

fiir die anderen Symmetriegruppen, wir wollen dies nicht fiir alle Falle
explizit nachrechnen.

Wenn F' also eine polynomielle Invariante von (a;;) unter den oben genannten
Transformationen sein soll, dann ist F' der Einschrankung

F(a1, ag, ass, azs, arz, a12) = F(ai1, as, ass, ags, —a13, —a12) (3.29)

unterworfen. Auf der Suche nach einer Integritédtsbasis kommen uns nun die
weiter oben behandelten Satze aus Abschnitt 3.5.1 auf Seite 66 zu Hilfe. Wir
wahlen nun in Satz 50 auf Seite 68

I :==ay, Iy:=ax, I3:=as, Iy:=ay

diese sind, wie aus Gleichung (3.29) hervorgeht, bereits invariant unter allen
vier Transformationen, d. h. unter den Symmetriegruppen, welche die Klassen
3-5 charakterisieren, wie es im Satz gefordert ist. Nach Satz 50 auf Seite 68
erhalten wir eine Integritatsbasis, indem wir zu den Invarianten I, ..., I eine
Integritatsbasis fiir unter den betrachteten Gruppen invariante Polynome in den
restlichen Variablen hinzufiigen. Im vorliegenden Fall suchen wir also noch eine
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Integritatsbasis fiir Polynome F’(a13, a12), welche unter den Transformationen
Ry, Dy und C invariant sind. Es gilt also die Einschréankung

F/(als, CL12) = F/<_a137 —Cllz)

F’ ist also symmetrisch in den Vektor-Variablen (aj3,a12) und (—a3, —aj2),
ganz im Sinne von Satz 47 auf Seite 66. In diesem Satz wahlen wir also

(yla cee 7yn) = (G13, a12)

(21, -y 2n) = (—a13, —a12)
Als Ergebnis erhalten wir dann:

(1 + 21)/2 = (a13 — a13)/2 =0

(Y2 + 22)/2 = (a12 — a12)/2 =0
(y121 + y121)/2 = (—ai3a13 — a13a13) /2 = _aig
(272 + 1272) /2 = (—a12a12 — a12a12) /2 = —ai,
)/2= (-

(y122 + Y221 /2 1312 — (113@12)/2 = —ai13a12

Wir koénnen 0 und konstante Faktoren weglassen, da wir diese ja im Zuge
einer Polynombildung beliebig hinzufiigen kénnen. Die Integritatsbasis fiir F
setzt sich nun aus den Invarianten I,..., I, sowie der Integritatsbasis fiir F”
zusammen. Insgesamt erhalten wir also:

9 9
ai1, Qg, QA33, G23, Qj3, Qfy, (13012 (3.30)

Dies bedeutet: Jedes unter den den Transformationen Ry, D;,C' invariante
Polynom

f(an, 22, (33, 423, A13, CL12)
ist als ein Polynom
2 2
p(alb 92, 433, 423, A13, A1, a13a12)

in den Elementen der Integritatsbasis ausdriickbar.

3.5.2.3 Klassen 6—-8 (Rhombisches System)

Tabelle 3.2 auf Seite 47 entnehmen wir, dass zu den bisher behandelten Trans-
formationen noch Ry, R3, Do und D3 hinzukommen. Etwaige Produkte miissen
ebenfalls beriicksichtigt werden. Wir miissten zunéchst wieder fiir jede der
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Transformationen Ry, R3, Dy, D3 die Groflen a;; berechnen. Dies ist eine unin-
teressante Aufgabe, die nur unndtig Platz wegnehmen wiirde. Wir iibernehmen
daher, auch im Hinblick auf die noch bevorstehenden Berechnungen der Klassen
9-32, Tabellen aus [SR58], wiedergegeben in Tabelle 3.3 auf der néchsten Seite
und Tabelle 3.4 auf Seite 75.
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Tabelle 3.3: Werte von @;; berechnet mit Gleichung (2.28) auf Seite 32 fiir alle méglichen
Transformationen welche sich aus Tabelle 3.1 auf Seite 46 ergeben.

Nr. Transformation &11 &22 &33 &23 &13 &12
1 I,C a1 22 a33 23 a13 12
2 Ry, Dy a1l 22 a33 Q23 —ais —a12
3 Ry, Dy ai1 22 a33 —a23 a3 —a12
4 R3, D3 ail 22 ass —a23 —ars @12
5 Ty, CTy a1 a33 22 23 12 @13
6 R\Tv, DiT} a1 a33 22 23 —ai2 —ai3
7 RyTy, DT a1 a33 22 —asg3 12 —ais
8 R3Ti, D3Ty a1 a33 22 —a23 —a12 a3
9 Ty, CT, a3z 22 ai1 Q12 a3 23
10 RyT5, D15 a33 22 a1 12 —ais —as23
11 RyT5, D)T5 a33 22 a1 —ai2 a13 —Q23
12 R3T5, D315 as3 a2 ary —aip  —a3 a3
13 T15,CT3 22 ai1 a33 a13 23 12
14 RyT5, D013 22 ai1 a33 ai13 —a23 —a12
15 RyT3, D)3 22 a1 a33 —ais 23 —ai2
16 R3T3, D3T3 22 ary as3 ~ —ajz3  —as3 a2
17 M, CM,; a2 as3 ary a3 a2 a3
18 Ry My, DM, 22 a33 a1l a13 —a12 —a23
19  RoMy, Dy M,y 22 a33 a1 —a13 Q12 —a23
20  R3My, DsM, 22 a33 a1 —ais —ai2 23
21 M, CM, a33 a1 22 12 23 a13
22 RyM,y, DM, a33 a1 22 12 —a23 —ai3
23 RyMy, Dy M, ass ar agy  —ap a3 —ar3
24 R3My, D3 M, a33 ai1 22 —a12 —a23 ai3

In Tabelle 3.4 auf der néachsten Seite wird aulerdem folgende Notation
verwendet:

1 V3 3 1 V3

Y1 = a1, Y2 = Zan - 7%2 + 1a22, Y3 = zan + 7%2 + 1“22 (3.31)
sowie
1 V3 1 V3
21 7= 13, R = —§CL13 + 7023, z3 = —56113 - 7@23 (3.32)
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Tabelle 3.4: Werte von a;; berechnet mit Gleichung (2.28) auf Seite 32 fiir alle moglichen
Transformationen, welche sich aus Tabelle 3.1 auf Seite 46 ergeben.

Nr. Transf. ‘ aiy ‘ Q22 ‘ as3 ‘ a3 ‘ ais ‘ 12

1 5,08 y2 | 3(2u1—vy2+2y3) | ass *%(21 — 23) 22 %(yl —y3)
2 5,08, ys | 3(21+2y2—ys) | ass %(21 — z2) 23 %(yz — Y1)
3 RiS1,DiS1 | yo | 2@2yi—y2+2ys) | ass —%(m —2z3) | —2 %(ZB - Y1)
4 RiS2, D18y | ys | 3(2u142y2—y3) | ass %(21 —22) | —z3 %(Zﬂ —Y2)
5  RyS1,D281 | w2 | 35(2y1—y2+2y3) | ass %(21 — 23) z2 %(ys — Y1)
6 RS2, D2S> | ys | 2(2yi+2y2—ys) | ass —%(2’1 — 22) 23 %(Zﬂ —Y2)
7 RsS1,DsS1 | y2 | 3(2y1—y2+2ys) | ass %(21 —23) | —22 %(yl —Y3)
8 RS2, D35y | y3 | 5(2u1+2y2—ys) | ass | —5(z1—22) | —2 %(yz — Y1)

Es ist klar, dass die polynomielle Invariante F' auf jeden Fall der Einschran-
kung aus Gleichung (3.29) auf Seite 71 unterworfen ist, da die dort betrachteten
Symmetrietransformationen auch in den Symmetriegruppen der Klassen 6-8
enthalten sind. Folglich muss F' in den Elementen der Integritétsbasis (3.30)
ausdriickbar sein, etwa als ein Polynom F’. Zusétzlich aber muss dieses F’ auch
unter den Transformationen Ry, R3, Dy und D3 invariant sein. Betrachtet man
in Tabelle 3.3 auf der vorherigen Seite die transformierten Groflen a;; von a;;
beziiglich der neu hinzugekommenen Transformationen Ry, R3, Dy und D3, so
ergibt sich die zusatzliche Einschrénkung

' 2 2 ' 2 2
F (0117 22, 33, 23, A3, A19, a13al2) =F (a11> 22, 433, —A23, A13, A9, —G13@12)

Wieder konnen wir die Séatze 47 und 50 aus Abschnitt 3.5.1 auf Seite 66
anwenden. Wir wahlen

(3/17 . 7yn) = (a23, CL12CL13)

(21, e 7Zn) = (—a23, —a12a13)
in Satz 47 auf Seite 66, sowie
(I, ..., I,) = (ai1, ass, ass, ais, aly)

in Satz 50 auf Seite 68. Wie Satz 50 auf Seite 68 zu entnehmen ist, sind die I,
(k € {1,...,5}), bereits Elemente der gesuchten Integritatsbasis. Die restlichen
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Elemente miissen durch Satz 47 auf Seite 66 noch bestimmt werden:

( Y1 + Zl)/2 =0

(Y2 + 22)/2 =0
(Y121 +y121)/2 = a23 (3.33)
(y122 + y221)/2 = —agzaizas (3.34)
(Y222 + Y222) /2 = —alsai, (3.35)

Konstante Faktoren sowie 0 konnen wieder weggelassen werden. Als Integri-
tatsbasis erhalten wir somit vorerst

2 2 2 2 2

a1, dg22, G33, Qy3, (19, Qo3 , (230A130A12, Q13019
Nl —_—— N >

I,...I5 (3.33) (3.34) (3.35)

Dem Leser wird an dieser Stelle sicherlich auffallen, dass das letzte Element
a3al, iiberfliissig ist, da wir dieses Element aus den bereits vorhandenen Ele-
menten a?; und a?, erzeugen kénnen. Endgiiltig erhalten wir als Integrititsbasis:

2 2 2
i1, A2, G33, (Q93, 0«13, QAy9, (A23013012 (3-36)

3.5.2.4 Klassen 9-11 (Tetragonales System)

Fir die ersten drei Klassen des tetragonalen Systems (vgl. Tabelle 3.2 auf
Seite 47) haben wir als eine erste Einschrankung fir F'

F(Gn, 22, 433, 423, @13, Glz) = F(Gn, 22, a33, —A23, —A13, a12)

Dies ergibt sich, wenn man die transformierten Gréflen in Zeile 4 (D3 bzw.
R3) von Tabelle 3.3 auf Seite 74 in die Relation eintrdgt. In einer analog
zum monoklinen Fall verlaufenden Rechnung (Abschnitt 3.5.2.2 auf Seite 70)
erfahren wir, dass sich F' als ein Polynom in den Polynomen

2 2
a11, Q22, Aaz3, G93, Qy3, 0412, und agsa;s

ausdriicken lasst. Diesen Ausdruck wollen wir mit F’ bezeichnen. Wie man
Tabelle 3.2 auf Seite 47 entnehmen kann, gibt es aber neben D3 noch weitere
Symmetrietransformationen, aus denen sich auch weitere Einschrankungen
ergeben. Diese diirfen natiirlich nicht ignoriert werden. Wir nehmen als , zweite*
Einschrankung nun die transformierten Groflen aus Zeile 14 von Tabelle 3.3
auf Seite 74 (D175 bzw. R,T3) hinzu:

/ 9 9 , 2 9
F'(ay1, asg, ass, ass, i3, @12, as3a13) = F'(ag, ai1, ags, ajs, a5y, —a12, —a23a13)
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Die Anwendung der Satze 47 und 50 mit

2 2
(yh . ,yn) = (a117 22, Qo3, A3, A12, CL22G13)7
2 2
(21, ceey 22) = ((122, a11, @13, Goz, = —0a12, —0236113)
und
[1 = as3

fithrt uns zu der Einsicht, dass sich F” und damit auch F' in einem Polynom in
den Grofien

2 2
an +age, ass, a3 +aj;,  a11az,  a2(an — ag),

2 2 2 2 2
a11a73 + A22a53, a23a13(a11 - a22)> 7, al?(a13 - a23)7 (3-37)

2 2 2 2
QA12023013, (53073, a23@13(a23_a13)

ausdriicken lasst. Die Rechnung um auf (3.37) zu kommen, haben wir hier
erstmals nicht explizit durchgefiihrt. Offensichtlich redundante Elemente wurden
wieder weggelassen. Ein solches Polynom — wie sich leicht nachpriifen lasst
— erfiillt auch die Einschrdnkung, welche sich durch Zeile 15 von Tabelle 3.3
auf Seite 74 (D13 bzw. RyT3) ergibt. Damit bilden die Grofien in (3.37) eine
Integritatsbasis fiir die ersten drei Kristallklassen des tetragonalen Systems.

3.5.2.5 Klassen 12-15 (Tetragonales System)

Fiir die verbleibenden vier Klassen des tetragonalen Systems erhalten wir die
Einschrankungen fiir /' durch entsprechendes Einsetzen der transformierten
Groflen aus den Zeilen 2, 3, 4, 13, 14, 15 und 16 von Tabelle 3.3 auf Seite 74.
Wir sehen, dass im Fall des rhombischen Systems die ersten drei dieser Ein-
schrankungen (Zeilen 2, 3 und 4) dazu fithren, dass F als ein Polynom, sagen
wir I, in den Groflen aus (3.36) geschrieben werden kann. Nimmt man die
Einschrankung, welche durch Zeile 13 gegeben ist, hinzu, so erhalten wir

, 2 92 9 / 2 2 9
F'(a11, ag, ass, a3, afs, A1, A23a13a12) = F'(ag, a11, ass, ais, 33, A1s, A23013012)

Die analoge Anwendung der Sétze 47 und 50 wie bisher und das Weglassen
redundanter Elemente zeigt uns, dass sich F’, und damit auch F, als ein
Polynom in

2 2 2 2 2 2
a11 + Gg2, G11Q22, Qo3+ aj3, Q11053 + A22G73, Q53073
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sowie
2
a3, QAy9, (23013012

ausdriicken lésst.

Es lasst sich durch Betrachtung der Zeilen 14, 15 und 16 in Tabelle 3.3 auf
Seite 74 leicht einsehen, dass ein solches Polynom automatisch die Einschrankun-
gen, welche sich durch diese Zeilen ergeben, erfiillt. Diese Elemente bilden also
eine Integritatsbasis fiir die Tetragonal-scalenohedrale, Ditetragonal-pyramidale,
Tetragonal-trapezohedrale und Ditetragonal-dipyramidale Kristallklasse.

3.5.2.6 Klassen 16 und 17 (Hexagonales System)

Invarianten unter den die Trigonal-pyramidale und Rhombohedrale Klasse
charakterisierenden Symmetriegruppen werden durch die Zeilen 1 und 2 von
Tabelle 3.4 auf Seite 75 eingeschriankt. Unter Verwendung der auf Seite 74
eingefithrten Notation erhalten wir

F(am 22, A33, 423, 413, a12)

1 1 1
=F , = (291 — Yo + 2y3), as3, ——=(21 — 23), 22, —=(y1 — 3.38
R LR . T S) ICED

1 1 1
= F 77 2 +2 — ’a, ’7 Z _Z ,Z ,7 -
<y3 3( n Y2 yg) 33 \/3( 1 2) 3 \/g(?h y1)>

Geeignetes Umformen und gegenseitiges Einsetzen bei (3.31) und (3.32) auf
Seite 74 liefert

ai; = Y1

1
Ay = 5(2?42 +2y3 — y1)

1
Qo3 = —=(29 — 2 3.39
23 \/§( 2 3) ( )
13 = 21

1
aig = ﬁ@g - yz)
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Wenn wir (3.39) in die linke Seite von (3.38) einsetzen und einige Terme etwas
umsortieren, so ergibt sich

1 1
F , —(2y9 + 2y3 — ,as3, — (20 — 23), 21, —= — =
(?Jl 3( Y2 Ys ?Jl) 33 \/3( 2 3) 1 \/g(yg y2)>

1 1 1
=F , = (2ys + 2y1 — y2), ass, —=(23 — 21), 22, —=(y1 — 3.40
<y2 3( Y3 Y1 yz) 33 \/5( 3 1) 2 \/g(yl ys)) ( )

1 1 1
=F , = (291 4+ 2y — y3), a3z, —=(21 — 22), 23, —= — .
<y3 3( Y1 Y2 Z/s) 33 \/§( 1 2) 3 \/g(yz yl))

Der Ubersichtlichkeit halber kénnen wir (3.40) dann auch als ein Polynom F”
in y1, Y2, Y3, 21, 22, 23 und asz schreiben:

F'(y1, Y2, Y3, 21, 22, 23, 433) =

= F'(y2,y3, Y1, 22, 23, 21, a33) (3.41)

= F’(ys, Y1, Y2, 23, 21, 22, (33)
Es ldsst sich nun erkennen, dass F” unter zyklischen Permutationen der Indizes
1,2 und 3 von y und z, invariant ist. Wir kénnen also Satz 49 auf Seite 67
anwenden. Setzen wir fir die y; und z; wieder die urspriinglichen Werte (siehe
(3.31) und (3.32) auf Seite 74) ein und setzen in Satz 50 auf Seite 68 I; := ags, so

erhalten wir als Integritatsbasis fiir die trigonal-pyramidale und rhombohedrale
Kristallklasse die folgenden Elemente:

2 2 2
ass, G11+ A2, Q11022 — Ajy, Q11 {(an + 3CL22) - 12&12} )
2 2 2 2
ajs + ass, aiz(ajs — 3as3), (@11 — ag2)aiz — 2a12a93,

(6122 - G11)Cl23 — 2a12a13, 3G12(G11 - a22)2 - 461%2:

a3(a3; — 3ag3)?,  anai; + ai1a5; — 2a93a13a12, (3.42)
a3 [(an + CL22)2 + 4(6152 — a%g)} + 8ajiaizasgs,
Q23 [(an + a22)2 + 4(0@2 - G%Q)} + 8ajiaiza13,

(a1 — agz)aszars + a12(a§3 — a%g)

3.5.2.7 Klassen 18-20 (Hexagonales System)

Fiir diese Klassen erhalten wir die Einschrinkungen fiir eine Invariante F' aus
der Zeile 2 von Tabelle 3.3 auf Seite 74 und den Zeilen 1, 2, 3 und 4 von
Tabelle 3.4 auf Seite 75. Genau wie im vorherigen Fall der trigonal-pyramidalen
und rhombohedralen Klassen, fassen wir F' als ein Polynom F” in den Grofien
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Y1, Y2, Y3, 21, 22, 23 (definiert in (3.31) und (3.32)) und asz auf. Wir gewinnen
dann die Einschrankungen, welche F’ auferlegt sind, und fithren eine weitere
Notation ein:
Vii=wy, YYo=y, Y=y
1 1 1 (3.43)
21 = —=(29 — 23), ZLo:=—(23—21), ZLop:=—(z1—2
1 \/3( 2 — 23) 2 \/§< 3—21) 2 \/3( 1 — )

Wir fassen F’ und damit auch F nun als ein Polynom F” in den Gréflen
Y1,Y5, Y3, Z1, Zy, Z3 und asz auf. Wie sich zeigt, bleibt F” bei beliebiger Vertau-
schung der Variablenpérchen (Y1, Z1), (Ya, Z2) und (Y3, Z3) unverandert (die
Abhéangigkeit von agz hat keine Einschrankungen zur Folge). Es gilt also
F”(H,%,%,ZMZQ,ZS,G%)
= F”(H,K,%,Z%Zl,zs,a%)
= F"(Y3,Y3, Y1, Z3, Z5, 7, ass)
= F”(Yl, Y3,Ya, 21, Z3, Z, as3)
= F"(Y3,Y3, Y1, Zy, Z3, Z1, ass)
= F"(Y3,Y1,Ys, Z3, 2y, Zs, ass
Wir kénnen also Satz 48 auf Seite 66 und Satz 50 auf Seite 68 anwenden.
Stellt man die durch die Anwendung der Satze erhaltenen Ausdriicke wieder

in ihrer urspriinglichen Weise (als Polynome in a;;) dar, so erhalten wir als
Integritatsbasis

(3.44)

2 2 2
assz, ai1 + ase, G11G22 — G1y, A11 [(an + 3CL22) - 12012} )
2 2 2 2
ajz + a3, Q23 (%3 - 3%3) ) (an - G22)G23 + 2a12a13
2 2 2 2 4 2 1 8
a11a73 + Q22053 + 2023013012, Qo3 |(a11 + ag0)” — 4 (a3y — a1y )| + Sariai2ais

wobei die redundanten Elemente ebenfalls wieder weggelassen wurden.

3.5.2.8 Klassen 21-23 (Hexagonales System)

Die Einschrankungen fiir jede der Klassen 21-23 sind durch die Zeile 4 von
Tabelle 3.3 auf Seite 74 und die Zeilen 1, 2, 7 und 8 von Tabelle 3.4 auf Seite 75
bestimmt.

Analog zur Vorgehensweise im Fall des monoklinen Kristallsystems (vgl.
(3.30) auf Seite 72) kann man zeigen, dass sich eine Invariante F' unter der
Einwirkung der Einschrénkung durch Zeile 4 von Tabelle 3.3 auf Seite 74 als
ein Polynom F’ wie folgt ausdriicken ldsst:

/ 2 2
F = F'(a11, ags, ass, a3, 15, G12, A23013) (3.45)
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Wir verwenden nun die Notation
Yii=y, YYo=y, Ys3:i=uy3, Z;:= Zf, Lo = z%, A= z§ (3.46)

wobel y1,¥a, ..., 23 in (3.31) und (3.32) definiert wurden. Unter Zuhilfenahme
von (3.39) auf Seite 78 driicken wir Gleichung (3.45) auf der vorherigen Seite
erst in den yy, s, . . ., z3 und as3 aus, und schreiben sie dann anschliefend in der
soeben eingefiihrten Notation in Y7,Y5, ..., Z3 und as3. Nun kénnen wir F” als
ein Polynom F” in Y1,Y5, ..., Z3 auffassen. Lassen wir die Einschrankungen,
welche sich aus den Zeilen 1, 2, 7 und 8 von Tabelle 3.4 auf Seite 75 ergeben,
auf I einwirken so erhalten wir
F//(Yla }/27 }/37 Zl) ZQ; Z37 CL33)
= FII(Ea}%)EaZZ:Z&Zl?aSZS) (347)
= F”<}/37 Y17 }/27 Z37 Zl7 227 a33)'
Wir beobachten, dass F” invariant unter zyklischen Permutationen der Indizes
1, 2 und 3 ist (as3 ist nicht betroffen) und kénnen somit Satz 50 auf Seite 68
(I; := as3) und Satz 49 auf Seite 67 mit
y1:=Y1, 21:=2
Yo :=Ya, 20:=Zy
ys =Yz, 23:=73
anwenden. Als Ergebnis erhalten wir dann eine Integritatsbasis fiir F” in den
Groflen Y1, Y5, ..., Z3 und damit auch fiir /. Wenn das Ergebnis per Substitu-
tion von (3.46), (3.31) und (3.32) wieder in den GréBen a;; ausgedriickt wird,
so ergibt sich als Integritéitsbasis fiir die trigonal-dipyramidale, die hexagonal-
pyramidale und die hexagonal-dipyramidale Kristallklasse:
ass, Q11+ ag, A11022 — a%z; ai {(an + 3a22)2 - 12@%2} )
2
033 + agg, afS (oﬁ3 — 3(1%3) , allafg + a22af3 — 2a93a13013,
2
a2 (leg - a%3) + (622 - CL11)CL136L23, 3CL12(6L11 - a22)2 - 4(1?27
2
3 (a%z), - ags) - 4“%3“33} ;

4 4 2 2 2 3
aiq (&13 + 3@23> + 2&22@13 (a13 + 3&23) — 8@12&23&13,

413023
ais [(an + a22)2 —4 (a%Q — an)} — 2a11 [(an + 3ags) (afg + agg) — dagzaizais| ,

2 2 2 2 2
23013 [(an + ag)” —4 (agg - a12>} +4anaip (%3 - alg) )

2
2 2 2 2 2 3
a12 |:(a13 + CL23) + 4@23 (CL13 — CL23):| — 4(113CL23((111 — a22>
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3.5.2.9 Klassen 24-27 (Hexagonales System)

Die Einschrinkungen, welchen eine Invariante F' fiir diese vier Kristallklassen
unterworfen ist, leiten sich aus den Zeilen 2, 3 und 4 von Tabelle 3.3 auf Seite 74
und den Zeilen 1-8 von Tabelle 3.4 auf Seite 75 ab. Im Zuge der Behandlung
der drei vorherigen Kristallklassen des hexagonalen Systems (21-23) haben wir
bereits Einschrankungen der Zeile 4 von Tabelle 3.3 auf Seite 74, sowie die Zeilen
1, 2, 7 und 8 von Tabelle 3.4 auf Seite 75 berticksichtigt. Dies bedeutet, dass
sich F" als ein Polynom F” in den Groflen ass und Yy, Ys, Y, Z1, Zy, Z3, definiert
durch (3.46), (3.31) und (3.32), ausdriicken lésst, welches Gleichung (3.47) auf
der vorherigen Seite gentigt. Wir berticksichtigen nun noch die verbleibenden
Einschrankungen, welche sich aus den Zeilen 2 und 3 von Tabelle 3.3 auf Seite 74
ergeben, sowie die Einschrankungen aus den Zeilen 3, 4, 5 und 6 von Tabelle 3.4
auf Seite 75. Fir F” ergeben sich dann drei weitere Relationen die von F”
erfiillt werden miissen:

F"(K,YQ,%,ZLZLZ&%:;)

= F”(Yh Y3, Yo, 241,23, 25, CL33)
= F"(Ys,Y1,Y3, Zo, Z1, Z3, a33)
= F”(Y?n Yo, Y1, Z3, Zy, Z1, as3)

(3.48)

Nimmt man nun Gleichung (3.47) und Gleichung (3.48) zusammen, so sieht man,
dass F” in den drei Variablenpaaren (Y7, Z1), (Ya, Z2) und (Y3, Z3) symmetrisch
ist. Die Anwendung von Satz 50 auf Seite 68 (I; := as3) und Satz 48 auf Seite 66
mit

yr:=Y1, z:=2;
Yo 1= Yo, 29:= 25
y3 :=Y3, 23:=Z3

verhilft uns zu einer Integritdtsbasis fiir F” — und damit auch fir F — in
den Groflen Y1,Ys, ..., Z3 und ags. Riicksubstitution iber (3.46), (3.31) und
(3.32) fuhrt uns zu dieser Integritétsbasis, dargestellt in den GroBen a;; des
symmetrischen Tensors:

2 2 2
ags, a11 + Qg2, A11022 — Ajy, Q11 [(&11 + 3a22) - 12@12} )
2 2 2 2 2 2 2
4 4 2 2 2 3
a1 ((113 + 3@23) + 2@22@13 (a13 + 3@23) — 8@12@23(1137

a3y |(an1 + an)® — 4 (a3, — a},)| — 2011 [(a11 + Baz) (a3 + ads) — dazsar301]

82



3.5.2.10 Klassen 28 und 29 (Kubisches System)

Fiir die Kristallklassen tetartoidal und diploidal ist eine Invariante F' durch die
Zeilen 2, 3 und 4, sowie die Zeilen 17-24 von Tabelle 3.3 auf Seite 74 beschrénkt
(vgl. Tabelle 3.2 auf Seite 47). Einschrédnkungen durch die Zeilen 2, 3 und 4 sind
uns schon beim rhombischen System (Abschnitt 3.5.2.3 auf Seite 72) begegnet.
Wir kénnen eine polynomielle Invariante /' daher ohne Umschweife als ein
Polynom F’ in den Elementen der Integritatsbasis des rhombischen Systems
(3.36) schreiben. Nehmen wir die Einschrankungen, welche uns durch die Zeilen
17-24 auferlegt werden, hinzu, fligt es sich folgendermaflen zusammen:

/ 2 2 2
F (an; 22, 433, o3, A3, A1, a23a13a12)

, 2 2 2
= F'(ag, ass, ai1, ajs, ajy, A3, A23013012) (3.49)

= F'(a33, a1, a2, a%g; a33; af3, a236L13@12)
Wir wihlen
I := azsaizais
in Satz 50 auf Seite 68 und

. 42
Y1 = a1, <1 = Qog
. 42
Yo 1= Q22, 29 = Q3
e 42
Y3 ‘= a33, 23 := Qqq

in Satz 49 auf Seite 67, was uns zu folgender Integritatsbasis aus zunachst 15
(K7 bis K14 und I;) Elementen fiihrt:

a11 + Q9o + assg, 22033 + A33Q11 + A11022, A11022033,

ags + a%s + a%Q? a%&’.a%Z + a%zag?) + agga%?)

a§3af3a§27 @22&%2 + &33&%3 -+ &11&%3, a%3a33 + a%zan + a§3a22
a33a§2 + a11a§3 + a22a%37 a%ﬂi& + ag?,ailz + a%?)a%?)

11103507, + 20075055 + A3305303, (3.50)
a§3a22a33 + a§3a33a11 + a%2a11a227

(1116!226%3 + ageazzal, + a33a11a%3,

agga%am + a%safza&% + a%zagsalh

(23013012

Das Element K¢ = a3;ai;a?, = I7 ist jedoch tiberfliissig, d. h. die Integritatsbasis
besteht lediglich aus 14 Elementen.
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3.5.2.11 Klassen 30-32 (Kubisches System)

Die Konstruktion einer Integritatsbasis fiir die hextetrahedrale, gyroidale und
hexoctohedrale Kristallklasse beginnt genau so wie im Fall der Klassen 28 und
29. Ein Blick auf die Tabellen 3.2 und 3.3 verrét, dass eine Invariante F' durch
die Zeilen 2-24 limitiert ist. Wie aus dem rhombischen Fall bekannt, konnen
wir dann (vgl. (3.36))

/ 2 2 2
F=F (alh 22, 33, Ag3, A13, A19, a23a13a12) (3.51)
schreiben. Die verbleibenden Einschriankungen ergeben:

/ 2 2 2
F (alla (22,033, Ag3, A3, A9, a23a13a12)
o 2 2 2
=F (a117 a3z, 22, Go3, (19, A13, A23A13012

/ 2 2 2
33, A22, A11, A9z, A13, (g3, A23A13012

/

=F
=F
2 2 2
= F'(ag, ass, a1, 13, A9, Q9gz, A230130412
=F

)
( )
,(a22, aii, ass, a%g, a§3, a%m CL236L13G12)
( )
,(CL33, aiy, A2z, CL%Q, a%g, a%37 a23a13a12)

In den Sitzen 48 und 50 wahlen wir

I, = agzay3a12

und
._ 2
Y1 = a1, 21 = Qog
- 2
Y2 1= Q22, 22 := Q3

) 2
Y3 = a33, 23 = Q9

Nach Entfernung offensichtlich redundanter Elemente, erhalten wir als Integri-
tatsbasis fiir die Kristallklassen 30-32

a11 + ago + ass, QA92a33 + @33G11 + A11Q22, Q11022G33,

2 2 2 2 2 2 2 2 2
(o3 + ayg + iy, Q13075 + A1p053 + (53073,
2 2 2 2 2 2
A22099 + 3315 + 33095 + 11019 + 11045 + 22093, (352)

2 9 2 9 2 9
(11073079 + Q22075053 + A33053073,

2 2 2
53022033 + A73033011 + A1o011022
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3.5.3 Minimalitat der Integritatsbasen

Bei den Klassen 1-10 konnte man leicht erkennen, dass die jeweiligen Integritéts-
basen minimal im Sinne von Definition 18 auf Seite 38 sind. Den entwickelten
Integritéatsbasen fiir die restlichen Klassen sieht man dies auf den ersten Blick
nicht an. Der Nachweis der Minimalitit fiir diese Klassen erfordert jedoch
einigen Aufwand. In [Smi62] ist die Minimalitdt der Integritatsbasen fir alle

Kristallklassen nachgewiesen.
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4 Anwendung in der
Kontinuumsmechanik

Dieser kurze Anhang soll einen Ausblick auf die Anwendung der Integritatsbasen
fiir die 32 kristallographischen Symmetriegruppen, welche wir in Abschnitt 3.5
auf Seite 66 dargestellt haben, in der Kontinuumsmechanik liefern. Notwendi-
gerweise kann dieser Abschnitt nur sehr kurz ausfallen und wir miissen auf die
entsprechende Literatur verweisen. Unsere Darstellung richtet sich groitenteils
nach [Hau00].

4.1 Materialkorper

Die grundlegende Annahme der Kontinuumsmechanik ist, dass ein Material
als den Raum kontinuierlich ausfiillend aufgefasst wird. Es wird also von
der wahren Struktur eines Materials, bestehend aus Elementarteilchen wie
Atomen, Tonen, etc. abstrahiert. Ein Materialkérper B (auch als Kontinuum
bezeichnet) wird zunichst ganz abstrakt als eine Menge von Partikeln! P
definiert, welche keinerlei Struktur oder Erscheinungsform hat. Erst eine so
genannte Konfiguration gibt einem Materialkorper eine konkrete Gestalt im
Raum unserer Anschauung. Eine Bewegung oder Deformation wird dann als
eine Menge solcher (zeitabhéangigen) Konfigurationen dargestellt.

Definition 51 (Materialkorper). Ein Materialkorper B = {P : P ist Partikel}
ist eine Menge von Elementen P mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Es existiert eine Menge K = {x} von Bijektionen

B — x[B] C R?

X - P — x(P) = (a!, 22, 23) (4.1)

Jede solche Bijektion y € K wird Konfiguration genannt und es gilt
P =xYat 2? 2?).

lauch Materialpunkte oder Materialelemente genannt
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(ii) Seien x1,x2 € K zwei Konfigurationen mit y;(P) = (2!, 2% 2*) und
x2(P) = (y', 4% v*), dann soll die Komposition

_ Bl — vo|B
woxi' s NI Tl

%) s (g h ) = el @ et at) (P

(hinreichend oft) stetig differenzierbar sein.

Durch eine Konfiguration wird einem Materialpunkt ein eindeutiges Tripel
von reellen Zahlen zugeordnet. In Abbildung 4.1 ist das Konzept bildlich
dargestellt. Die in der Definition geforderte stetige Differenzierbarkeit duflert
sich physikalisch darin, dass benachbarte Teilchen immer benachbart bleiben,
d. h. Risse oder Briiche im Materialkorper werden in diesem Modell a priori
ausgeschlossen.

Abbildung 4.1: Der abstrakte Materialkorper B und zwei mogliche Konfigurationen x
und xo.

Die folgende Definition stellt sicher, dass eine Konfiguration eines Material-
korpers wahrend einer Bewegung von der Zeit ¢ abhangig ist.

Definition 52 (Bewegung, Momentankonfiguration). Die Bewegung eines Ma-
terialkorpers ist eine glatte Familie von Konfigurationen mit ¢ als Familienpa-
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rameter: . B— [B] c R3
P xu(P) = (2 (8), 2%(1), 2(1))

Eine solche zeitabhéngige Konfiguration x; nennt man Momentankonfiguration.

Um eine Bewegung klar darstellen zu kénnen, miissen die abstrakt definierten
Materialpunkte eliminiert werden. Dies geschieht, indem man eine bestimmte
von allen vorstellbaren Konfigurationen herauspickt und ihr einen speziellen
Namen gibt.

Definition 53 (Referenzkonfiguration). Eine Referenzkonfiguration ist eine
feste, beliebig ausgewéhlte Konfiguration R € IC

B— R[B]CR?
P R(P) = (X' X% X?)
welche jedem Partikel P € B ein eindeutiges Tripel von reellen Zahlen zuordnet.
Es gilt P = R7Y(X!, X2, X3).

Durch die Auswahl einer Referenzkonfiguration R befinden wir uns nun in
der Situation, dass jedem individuellen Partikel ein Name zugeordnet werden
kann. Der Name des Partikels P ist das Zahlentripel (X!, X2 X?) € R®. Die

quantitative Beschreibung einer Bewegung ist nun eine unmittelbare Folge der
obigen Definitionen. Die Familie von Konfigurationen

Xe(P) = xe(R™H(XT, X*, X))

lauft auf drei reellwertige Funktionen hinaus, welche jeweils von vier Variablen
abhéngig sind:

R (4.4)

vt = xp(X1 X% X5 1),
2? = xH(X', X2 X2, (4.5)
2 = \H(XH X2 X3 1),
Kurz schreiben wir dafiir
2 = (X", D), (4.6)
wobei die Abbildung x% wie folgt definiert ist:

Definition 54 (Materialkoordinaten, raumliche Koordinaten). In der Abbil-
dung

;. RIB] — x[B
P X2 X0) b = (X 1)

nennt man die Zahlentripel X* = (X!, X2, X3) Materialkoordinaten und z* =
(2!, 22, 23) riumliche Koordinaten des Partikels P.
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In Abbildung 4.2 ist ein Materialkdrper schematisch in seiner Referenz- und
Momentankonfiguration dargestellt.

R[B] C Rg Y [B] - R3

Abbildung 4.2: Darstellung eines Materialkorpers in Referenzkonfiguration und Momen-
tankonfiguration sowie ein Punkt des Materialkorpers, angegeben in Materialkoordinaten
und rdumlichen Koordinaten.

Bemerkung 55. Die Referenzkonfiguration kann beliebig ausgewéhlt sein und
muss physikalisch zu keinem Zeitpunkt wirklich angenommen werden. Sie dient
nur dem Zweck, die abstrakten Materialpunkte benennen zu kénnen. Haufig
wird jedoch aus Bequemlichkeit die Momentankonfiguration eines bestimmten
Zeitpunktes ty, etwa die Ausgangslage unmittelbar vor einer Bewegung, als
Referenzkonfiguration ausgewahlt.

Wir wollen R® nun als Vektorraum mit einer Basis {e;, es, e3} auffassen.
Durch die Festlegung

(e;,ej) =0d;; 1,5 €{1,2,3}

ist uns ein kartesisches Koordinatensystem gegeben. Ein Materialpunkt in
Momentankonfiguration lasst sich nun auch als ein Ortsvektor

x(t) = kz_: z*(t)ey,
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darstellen.? Ebenso gilt dies auch fiir einen Materialpunkt in Referenzkonfigu-
ration:

3
X =) X'e,
k=1

Im Vergleich zu [Hau00] haben wir hier eine Vereinfachung vorgenommen. Prin-
zipiell konnen unterschiedliche Basen fiir die Darstellung der Materialpunkte
in Referenzkonfiguration, und der Darstellung der Materialpunkte in Momen-
tankonfiguration gewahlt werden. Wir haben hier fiir beide Darstellungen der
Einfachheit halber die gleiche Basis gewahlt. Durch die Identifikation von Zah-
lentripeln mit Vektoren in einem Vektorraum koénnen wir eine Bewegung als
eine Vektorfunktion

N " R[B| x [to,t] — x:[B]
e (X,1) — x = xr(X,1)

angeben.

4.2 Deformationsgradient und
Verzerrungstensoren

Wir werden hier zunéchst den Deformationsgradienten einfithren, welcher in
der Kontinuumsmechanik die zentrale Grofle darstellt, um Deformationen
(Bewegungen von Materialpunkten) in Materialien zu beschreiben. Aus dem
Deformationsgradienten leiten sich dann verschiedene Verzerrungstensoren mit
unterschiedlichen Eigenschaften ab. Einen dieser Verzerrungstensoren, den
Greenschen Verzerrungstensor, wollen wir etwas genauer vorstellen.

4.2.1 Der Deformationsgradient

Seien X und Y zwei Materialpunkte in der Referenzkonfiguration eines Konti-
nuums. Wir bezeichnen dann die Verbindungsstrecke der beiden Punkte mit
dem Symbol dX =Y — X. Wird der Materialkorper nun verformt, so dndert
sich die gegenseitige Lage der beiden Punkte zueinander, X wird in & und Y in
y tberfithrt. Die Verbindungsstrecke zwischen beiden Punkten im verformten

2Haupt verwendet fiir R? aufgefasst als Euklidischer Vektorraum das Symbol V3, und
zusétzlich noch das Symbol E? fiir den Euklidischen Punktraum als denjenigen Raum
in dem wir einen Materialpunkt tatsdchlich wahrnehmen. Zu den Details vgl. [Hau00]
(S.12).
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Zustand, d. h. in Momentankonfiguration, bezeichnen wir mit de = y — «. Die
Elemente dX und da bezeichnet man als Linienelemente. Die Bewegung eines
Linienelements ist in Abbildung 4.3 veranschaulicht. Die Wahl der Bezeichnun-
gen dX und da soll andeuten, dass es sich um infinitesimale Grofien handelt.
Der Deformationsgradient stellt nun die Verbindung zwischen dem unverform-
ten (Referenzkonfiguration) und dem verformten (Momentankonfiguration)
Linienelement her.

Kontinuum in Kontinuum in
Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

R[B] C R}

€1

Abbildung 4.3: Zweidimensionale Darstellung eines Linienelements in Referenzkonfigu-
ration (dX) und Momentankonfiguration (da). Betrag und Richtung des Linienelements
haben sich wahrend der Verformung verandert.

Im Hinblick auf die Definitionen 51-53 ist die Koordinatendarstellung einer
Bewegung % = % (X1 t) stetig differenzierbar. Selbiges gilt auch fiir die
Vektordarstellung einer Bewegung & = yg(X,t). Dementsprechend existiert
fir ein H € R3 eine Taylorreihenentwicklung am Punkt x:

Xr(X + H,t) = xr(X,t)+ (Gradyr(X,t)) H + |H|Y (X ,t, H) (4.7)

x

wobei fiir das Restglied

lim |¥(X,t, H)| =0
|H|—0
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gilt. Der Operator ,,Grad” meint die Differentiation nach den Materialkoordi-
naten X', X2 X3 (der so genannte Materialgradient, [Hau00], S.23).

Definition 56 (Deformationsgradient). Der Materialgradient der Bewegung
F(X,t) = Gradygr(X,1t)

d. h. die lineare Transformation

R —R?

F'Hl—)FH

nennt man Deformationsgradient.

Der Zusammenhang zwischen verformten und unverformten Linienelementen
ergibt sich schliellich wie folgt. Wir beschreiben den Punkt y durch Taylorrei-
henentwicklung am Punkt «.? Die Taylorreihe brechen wir nach dem linearen
Term ab (lineare Approximation):

y=x+dx
= xr(X,t) +[Gradxr(X,t)]dX (nach (4.7))
o F

Damit folgt nun der besagte Zusammenhang
de = FdX.

Ausgeschrieben hat der Deformationsgradient die Gestalt einer Matrix:

Ozt Ozt Ozt
ax1l  9x2 9Xx3

F = 9z? 9z? 9z?
oxXl 9x2 9x3 |
ox3 ox3 ox3
oxl 9x2 ox3

wobei x!', 22, 2% den Funktionen in (4.5) auf Seite 88 entspricht. Der Deforma-
tionsgradient enthalt alle lokalen Eigenschaften einer gegebenen Bewegung.
Entsprechend den Linienelementen lassen sich auch Oberflichen- und Volu-
menelemente definieren und auch fir diese stellt der Deformationsgradient
den Zusammenhang zwischen Referenz- und Momentankonfiguration her (vgl.
Theorem 1.1 in [Hau00], S.28).

3Dies ist moglich weil wir die beiden Punkte als unmittelbar benachbart ansehen, d. h. dx
ist infinitesimal klein.
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4.2.2 Polare Zerlegung des Deformationsgradienten

Eine Tatsache, die wir hier nicht beweisen wollen, ist, dass sich der Deforma-
tionsgradient multiplikativ in einen orthogonalen und einen symmetrischen
Anteil zerlegen lasst (vgl. Theorem 1.2 in [Hau00]). Wir haben dies in Ab-
bildung 4.4 angedeutet. Demnach besteht eine lokale Deformation aus einer
Dehnung/Stauchung (in Abbildung 4.4 mit U bezeichnet) und einer anschlie-
Benden Rotation (R in der Abbildung) oder aus einer Rotation R und einer
anschlieBenden Dehnung/Stauchung (mit V bezeichnet), d. h. es gilt

F = RU = VR.
/ RdX
F=RU=VR >

\@/

Abbildung 4.4: Polare Zerlegung des Deformationsgradienten in einen Rotations- und
einen Stauchungsanteil.

Diese Komponenten einer lokalen Verformung haben eigene Namen, welche
wir nun festlegen.

Definition 57. Der Tensor

U heif3t rechter Dehnungstensor

V hei3t linker Dehnungstensor

C := F'F heiit Cauchy-Green-Tensor
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4.2.3 Der Greensche Verzerrungstensor

Wir wollen nun den Greenschen Verzerrungstensor einfithren, welchen wir im
Anschluss benotigen, um die Anwendung der 11 Integritéatsbasen zu veranschau-
lichen. Zunachst noch eine Definition, welche die Bewegungen eines Kontinuums
bei denen Abstande und Winkel zwischen Materialpunkten gleich bleiben, von
solchen Bewegungen, bei denen dies nicht der Fall ist, unterscheidet.

Definition 58 (Starrkérperbewegung). Eine Bewegung der Form
© = xr(X,t) = Q(t)(X — Xo) + o(t)

wobei Q(t) ein orthogonaler Tensor abhéngig von der Zeit ¢ ist, Xy ein Referenz-
punkt und x((t) eine vektorwertige Funktion der Zeit ist, wird Starrkérperbewe-
gung genannt. Die Funktion x((¢) steht fir die Bewegung des Referenzpunktes
Xo.

Die obige Definition besagt, dass sich eine solche Starrkorperbewegung nur
aus einer Rotation Q(¢) um den Referenzpunkt X, und einer Translation um
den Vektor xy(t) zusammensetzt. Dies bedeutet insbesondere, dass sich das
Kontinuum selbst nicht im Sinne einer Verdnderung des Abstandes zweier
Materialpunkte voneinander verformt (|dz| = |[dX|). Der Deformationsgradient
besteht somit nur aus der Rotation:

F(X,t) = Q(t).

In der Kontinuumsmechanik interessiert man sich allerdings weniger fiir solche
Starrkorperbewegungen, sondern fiir Bewegungen die von Starrkérperbewe-
gungen abweichen. Man hétte also gerne einen Verzerrungstensor, der fiir
Starrkorperbewegungen verschwindet. Eine Moglichkeit hierfiir ist der Green-
sche Verzerrungstensor.

Definition 59 (Greenscher Verzerrungstensor). Der Tensor
1 1

heiBt Greenscher Verzerrungstensor (1 ist hier der Einheitstensor).

Der Greensche Verzerrungstensor verschwindet wie behauptet fiir eine Starr-
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korperbewegung?:
1
E(X,t) = 5(FTF —1)
1
= §(QTQ —1)
——
=1
=0
Die Norm des Greenschen Verzerrungstensors
|B|l = (B, E) = /Tr(E?) (48)

ist damit ein MaB fiir die Abweichung einer Bewegung von einer Starrkorperbe-
wegung.’

4.2.4 Anwendung der Invarianten

Nach [Hau00] (Definition 9.1, S.326) ist ein so genanntes hyperelastisches
Material durch die Existenz einer skalaren Funktion des Greenschen Verzer-
rungstensors E, welche bestimmte Eigenschaften zu erfiillen hat, charakterisiert.
Dabei ist diese skalare Funktion als Funktion der unabhéngigen Komponenten
von E aufzufassen. Wenn wir also schreiben

Ey En Ei
E=|Fn FEy» Eyn|, Ej;eR
Es1 Ezy Ess

dann hat E die sechs unabhangigen Komponenten F.q, Fas, F33, Fo, Fo3, Fi3,
denn E ist symmetrisch.

Nun ist ein anisotropes® Material durch eine endliche Untergruppe von O(3)
charakterisiert ([Hau00], Definition 7.6, S.284). Derer gibt es aus mathemati-
scher Sicht unendlich viele. Fiir die Anwendung in der Kontinuumsmechanik

4und zwar nur fiir diese, was unmittelbar aus der Definition folgt.
®Die Norm welche in Gleichung (4.8) verwendet wird, ist die so genannte Frobeniusnorm,
dabei ist (-,-) das verallgemeinerte Skalarprodukt

(A,B) =Tr(A"B) = > > aib; fir A BeR™™
i=1j=1

Nach [Hau00] (S.31) ist C = FTF symmetrisch und positiv definit, damit gilt dies auch
fiir B, deswegen existiert die Norm.
bvgl. Fuinote 1 auf Seite 6
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(und nicht nur dort) sind aber nur bestimmte Untergruppen von O(3) inter-
essant. Der Grund hierfiir liegt darin, dass fast alle anisotropen Feststoffe eine
kristalline Struktur besitzen ([Hau00], S.360), d.h. man betrachtet lediglich
die Symmetriegruppen der 32 Kristallklassen.

Eine allgemeine Darstellung des Deformationsverhaltens anisotroper hype-
relastischer Materialien verlangt fiir jede gegebene Symmetriegruppe G das
Vorhandensein eines vollstandigen Systems skalarer Funktionen, die unter jeder
Transformation g € G invariant sind ([Hau00], S.360). Diese skalaren Funktio-
nen sind genau die Polynome, in den sechs unabhéngigen Komponenten des
Greenschen Verzerrungstensors welche wir als Elemente der 11 Integritétsbasen
in den Abschnitten 3.5.2.1 bis 3.5.2.11 (S.69-S. 84) angegeben haben. Die spe-
zifische Verzerrungsenergiedichtefunktion eines solchen Materials hangt dann
genau von diesen Invarianten ab, je nachdem welcher kristallinen Struktur das
Material entspricht.
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