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FINFORMATIK I

ZENTRALÜBUNG AM 16.11.2005MATTHIAS H�OLZLLMU M�UNCHENInhaltsverzei
hnis1. Beweismethoden 11.1. Direkter Beweis 11.2. Deduktionskriterium 31.3. Beweis dur
h Fallunters
heidung 31.4. Widerspru
hsbeweis 31.5. Induktion 41. BeweismethodenZum Beweis mathematis
her Aussagen stehen vers
hiedene Beweismethoden zurVerf�ugung. Zu den am h�au�gsten verwendeten Methoden geh�oren:
• Direkter Beweis
• Deduktionskriterium (Implikations-Eliminations-Regel)1
• Beweis dur
h Fallunters
heidung1
• Widerspru
hsbeweis
• Mathematis
he InduktionIn den meisten Beweisen werden vers
hiedene Beweismethoden kombiniert. ZumBeispiel wird in einem Induktionsbeweis die Induktionsaussage h�au�g dur
h einendirekten Beweis in Verbindung mit der Induktionsvoraussetzung gezeigt.1.1. Direkter Beweis. Als "direkte Beweise\ bezei
hnet man Beweise, bei denenman die zu zeigende Behauptung unmittelbar aus Voraussetzungen ableitet, derenWahrheit bekannt ist. H�au�g verwendete S
hritte in direkten Beweisen sind z.B.Anwendung von Modus Ponens oder direktes Ausre
hnen arithmetis
her Glei
hun-gen.1.1.1. Modus Ponens. Die S
hlussweise desModus Ponens (oft alsMP abgek�urzt,eigentli
h Modus ponendo ponens) ist ein Beweis, der na
h folgendem S
hemaabl�auft: Aus den Pr�amissen A und A =⇒ B folgt die Konklusion B. Andersausgedr�u
kt: Wenn man wei�, dass eine Aussage A wahr ist, und wenn man wei�,dass aus der Aussage A die Aussage B folgt, dann wei� man au
h, dass B wahr ist.1Dieses Beweisverfahren wurde in der �Ubung ni
ht bespro
hen.1
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Beispiel 1. Wenn wir z.B. wissen, dass die beiden folgenden Aussagen zutre�en(wahr sind):

• Wenn es regnet wird die Stra�e nass.
• Es regnet.Dann d�urfen wir folgern, dass au
h die Aussage \Die Stra�e wird nass\ wahr ist.

Beispiel 2. Das "traditionelle\ Beispiel f�ur den Modus Ponens ist folgendes: AlleMens
hen sind sterbli
h (d.h. wenn jemand ein Mens
h ist, dann ist diese Personsterbli
h), Sokrates ist ein Mens
h. Also ist Sokrates sterbli
h.21.1.2. Ausre
hnen. Eine weitere M�ogli
hkeit direkte Beweise zu f�uhren ist das Aus-re
hnen bzw. Umformen arithmetis
her Glei
hungen.
Beispiel 3. Wir wollen die folgende Behauptung zeigen:

n∑

i=0

i =
n(n + 1)

2Ans
hauli
h kann man das Problem na
h dem folgenden Verfahren l�osen. Mans
hreibt die Summe der Zahlen von 1 bis n zweimal hin, einmal von vorne undeinmal von hinten beginnend:
0 + 1 + 2 + 3 + · · · + n

n + (n − 1) + (n − 2) + (n − 3) + · · · + 0

n + n + n + n + · · · + nDann hat man n+1 Summanden, die jeweils den Wert n haben, also ergibt si
h f�urdie Summe 2·
∑n

i=0
i der Wert n·(n+1). Das ist in der angegebenen Form kein ma-thematis
her Beweis. (Faustregel: Wenn in einem Beweisversu
h \· · ·\ vorkommtist es kein g�ultiger Beweis.)Wir k�onnen den ans
hauli
h formulierten Beweisversu
h aber in einen g�ultigendirekten Beweis �uberf�uhren. Statt der Aussage

n∑

i=0

i =
n(n + 1)

2zeigen wir entspre
hend der vorhergehenden Verans
hauli
hung die �aquivalenteAussage
2 ·

n∑

i=0

i = n(n + 1)dur
h Umformung:
2 ·

n∑

i=0

i =

n∑

i=0

i +

n∑

i=0

i2Bei kritis
her Betra
htung kann man aber argumentieren, dass dieses Beispiel besser dur
heine Kombination mit der Eliminationsregel f�ur den Allquantor formalisiert wird als dur
h reinenModus Ponens.
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=

n∑

i=0

i +

n∑

i=0

(n − i)

=

n∑

i=0

(i + n − i)

=

n∑

i=0

n = n(n + 1)Dabei setzen wir voraus, dass die g�angigsten Re
henregeln f�ur Produkte und Sum-men (z.B. 2 · n = n + n) bereits bewiesen sind.1.2. Deduktionskriterium. DasDeduktionskriterium ist gewisserma�en das Ge-genst�u
k zum Modus Ponens: Um eine Aussage A =⇒ B aus Vorausetzungen
V1, . . . , Vn zu beweisen nimmt man die Aussage A an, und zeigt, dass unter dieserzus�atzli
hen Voraussetzung die Aussage B gilt. (Man zeigt also: Aus den Voraus-setzungen V1, . . . , Vn, A folgt die Aussage B.) Dann gilt au
h, dass aus V1, . . . , Vndie Aussage A =⇒ B folgt.Es gibt wenige Beweise, die allein dur
h das Deduktionskriterium gef�uhrt werdenk�onnen, meist dient das Deduktionskriterium dazu, eine zu beweisende Aussage soumzuformen, dass andere Beweisregeln anwendbar werden. Ein triviales (und etwassophistis
hes) Beispiel ist das folgende:
Beispiel 4. Es gilt: A ∧ B =⇒ A. Zum Beweis mittels Deduktionskriteriumnehmen wir an, dass A ∧ B gilt. Dann gelten aber sowohl A als au
h B, also giltinsbesondere A. Daraus folgt die Behauptung.1.3. Beweis durch Fallunterscheidung. Wenn wir Aussage A, B und C haben,f�ur die die folgenden Eigens
haften gelten: A ∨ B, A =⇒ C, B =⇒ C, dann giltau
h C.
Beispiel 5. Der Betrag einer reellen Zahl x ist immer ni
htnegativ. Denn es gilt:
x < 0 ∨ x ≥ 0. Falls x < 0 ist, so ist |x| = −x und −x > 0. Falls x ≥ 0 ist, so ist
|x| = x also |x| ≥ 0.(Bei diesem Beispiel wurden die Re
henregeln f�ur reelle Zahlen als Vorausset-zungen angenommen.)1.4. Widerspruchsbeweis. In der klassis
hen Logik gilt f�ur jede Aussage A, dassentweder A oder ¬A wahr ist, dass also gilt A ∨ ¬A. Diese Eigens
haft nutzt manbeim Widerspru
hsbeweis (au
h Redu
tion ad Absurdum genannt) aus.Ein Widerspru
h ist eine Aussage B, f�ur die glei
hzeitig B und ¬B gelten.Wenn aus Voraussetzungen V1, . . . , Vn ein Widerspru
h B ∧ ¬B folgt, so giltf�ur jede beliebige Aussage C, dass aus V1, . . . , Vn au
h die Aussage C ∧ ¬C folgt.3Insofern sind Voraussetzungen, die zu Widerspr�u
hen f�uhren uninteressant, da dannjede Aussage sowohl "wahr\ als au
h "fals
h\ ist.3Der Beweis geht folgenderma�en: Man kann si
h lei
ht �uberlegen (z.B. mit Wahrheitstafeln),dass gilt ¬B =⇒ (¬B ∨ (C ∧ ¬C)). Da ¬B wahr ist folgt also mittels Modus Ponens, dass
¬B∨ (C∧¬C) gilt; das ist (siehe z.B. Blatt 1) �aquivalent zu B =⇒ (C∧¬C). Da au
h B gilterh�alt man dur
h no
hmalige Anwendung von Modus Ponens die Aussage C∧¬C.
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hsbeweis aus Voraussetzungen V1, . . . Vn zu zeigengeht man folgenderma�en vor: Man nimmt ¬A an und leitet daraus einen Wider-spru
h her, es gilt also: aus V1, . . . , Vn, ¬A folgt B∧¬B. Somit gilt na
h dem geradeGezeigten au
h: aus V1, . . . , Vn, ¬A folgt A. Na
h dem Deduktionskriterium folgtaus V1, . . . , Vn also ¬A =⇒ A. Da immer gilt A =⇒ A ergibt si
h mit einerFallunters
heidung, die Aussage: Aus V1, . . . , Vn folgt A.Man hat also folgendes S
hema:
• Annahme von ¬A, Herleitung eines Widerspru
hs.
• Daraus folgt A.

Beispiel 6. Zu zeigen: Es gibt keine gr�o�te Primzahl.
• Annahme (um einen Widerspru
h zu erhalten): Es gibt eine gr�o�te Prim-zahl.
• Seien p1, . . . pn alle Primzahlen. Dann gilt f�ur alle i mit 1 ≤ i ≤ n:

(p1 · · ·pn + 1)modpi = 1. Somit ist p1 · · ·pn + 1 von keiner Primzahlaus {pi | 1 ≤ i ≤ n} teilbar. Somit gibt es eine Primzahl, die gr�o�er ist als
pn. Also sind p1, . . . pn ni
ht alle Primzahlen.

• Die Aussage "Es gibt eine gr�o�te Primzahl\ f�uhrt zu einem Widerspru
h,somit kann es keine gr�o�te Primzahl geben.1.5. Induktion.1.5.1. Induktionsbeweis (Analysis). Die einfa
hste Form der Induktion ist derbekannte "S
hluss von n auf n+1\. Hier zeigt man, dass die zu beweisende Aussagef�ur die Zahl 0 gilt, und dass man "von n auf n + 1 s
hlie�en kann\. Ans
hauli
hgespro
hen zeigt man die Ri
htigkeit der Aussage "von unten\ her: Die Aussage giltf�ur 0, deshalb gilt sie f�ur 0 + 1, deshalb gilt sie f�ur 0 + 1 + 1, et
. Da man aber jedenat�urli
he Zahl irgendwann dur
h fortgesetzte Addition von 1 errei
ht, ist dadur
hdie Aussage f�ur alle nat�urli
hen Zahlen bewiesen. Das Induktionss
hema ist also:
• Zeige die zu beweisende Aussage f�ur n = 0.
• Zeige die Aussage f�ur n+ 1 unter der Voraussetzung, dass sie f�ur n gilt.

Beispiel 7.
n∑

i=0

i =
n(n + 1)

2Die Aussage gilt f�ur n = 0:
0∑

i=0

i = 0 =
0 · 1

2Wenn die Aussage f�ur eine Zahl n gilt, so gilt sie au
h f�ur n + 1:
n+1∑

i=0

i =

n∑

i=0

i + (n + 1)

=
n(n + 1)

2
+ n + 1 =

n(n + 1) + 2n + 2

2

=
n2 + n + 2n + 2

2
=

(n + 1)(n + 2)

2
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FINFORMATIK I ZENTRAL�UBUNG AM 16.11.2005 51.5.2. Induktionsbeweis (Werteverlauf). Statt "von unten na
h oben\ vorzuge-hen kann man au
h den umgekehrten Weg w�ahlen: Um die Aussage f�ur n zu zeigennimmt man an, dass man sie f�ur alle kleineren Zahlen 0, . . . , n− 1 bereits bewiesenhat und zeigt die G�ultigkeit der Aussage unter dieser Voraussetzung. Der Beweisf�ur jede der Zahlen m aus 0, . . . , n − 1 geht wieder na
h dem selben S
hema: Wirnehmen an, dass die Aussage f�ur alle kleineren Zahlen 0, . . . , m−1 bereits bewiesenist, und zeigen die Aussage unter dieser Voraussetzung f�ur m. Die nat�urli
hen Zah-len haben eine Eigens
haft, die garantiert, dass dieses Beweisverfahren funktioniert:Na
h endli
h vielen S
hritten muss der Beweis f�ur die Zahl 0 gef�uhrt werden, da esf�ur jede nat�urli
he Zahl n nur endli
h viele nat�urli
he Zahlen gibt, die kleiner als nsind. Und f�ur die Zahl 0 m�ussen wir zeigen, dass die Aussage f�ur 0 gilt, wobei wirannehmen d�urfen, dass sie f�ur alle nat�urli
hen Zahlen, die kleiner sind als 0 gilt.Da es aber keine nat�urli
hen Zahlen gibt, die kleiner sind als 0 hei�t das s
hli
ht:Wir m�ussen die Aussage f�ur die Zahl 0 beweisen. Dann sind wir aber wieder in derglei
hen Situation wie vorher: F�ur den Beweis, dass die Aussage f�ur 1 gilt, habenwir nur angenommen, dass die Aussage f�ur 0 gilt, also folgt aus dem Beweis f�ur
0 der Beweis f�ur 1, usw. Also erhalten wir das folgende Induktionss
hema dur
hWerteverlauf:Um zu zeigen, dass eine Aussage f�ur alle nat�urli
hen Zahlen n gilt:

• Zeige die Aussage f�ur n unter der Voraussetzung, dass sie f�ur alle n ′ < ngilt.1.5.3. Induktion f�ur fundierte Mengen (Werteverlauf). Wir haben bei der Be-gr�undung, dass dieses Induktionss
hema korrekt ist nur eine wesentli
he Eigen-s
haft der nat�urli
hen Zahlen benutzt, n�amli
h die, dass jede "absteigende Kette\nat�urli
her Zahlen endli
h ist; d.h., es gibt keine unendli
h lange Kette n0, n1, . . .f�ur die gilt ni > ni+1. Daher k�onnen wir das Werteverlaufss
hema au
h auf andereMengen verallgemeinern, die diese Eigens
haft haben:Um zu zeigen, dass eine Aussage f�ur alle Elemente einer fundierten Menge, d.h.einer Menge auf der es eine fundierte Relation ≺ gibt, gilt:
• Zeige die Aussage f�ur n unter der Voraussetzung, dass sie f�ur alle n ′ ≺ ngilt.1.5.4. Induktion f�ur beliebeige Mengen (Abbildung in eine fundierte Menge).Seien A eine beliebige Menge, M eine Menge mit einer fundierten Relation ≺und h : A → M eine Funktion. Dann kann man auf der Menge A eine Relati-on ≺A folgenderma�en de�nieren: f�ur alle x, y ∈ A gilt x ≺A y genau dann, wenn

h(x) ≺ h(y) gilt. Man kann si
h lei
ht �uberlegen, dass die so de�nierte Relation
≺A auf A ebenfalls eine fundierte Relation ist. Na
h dem Werteverlaufss
hema f�urfundierte Mengen kann man also Induktionsbeweise f�ur A bez�ugli
h der Relation
≺A f�uhren. Wenn man die De�nition der Relation ≺A ni
ht angeben will, kannman das Werteverlaufss
hema folgenderma�en umformulieren:Um zu zeigen, dass eine Aussage f�ur alle Elemente einer beliebigen Menge Agilt:
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• Seien M eine Menge, ≺ eine fundierte Relation auf M, h : A → M eineFunktion, so dass f�ur alle x ∈ A gilt: Die Aussage gilt f�ur x unter derVoraussetzung, dass sie f�ur alle y mit h(y) ≺ h(x) gilt.


