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Uber die Bausteine der mathematischen Logik.

Von
M. Schonfinkel in Moskau?).

§ 1.

Es entspricht dem Wesen der axiomatischen Methode, wie sie heute
vor allem durch die Arbeiten Hilberts zur Anerkennung gelangt ist, da8
man nicht allein hinsichtlich der Zahl und des Gehalts der Aaiome nach
méglichster Beschrinkung strebt, sondern auch die Anzahl der als un-
definiert zugrunde zu legenden Begriffe so klein wie méglich zu machen
sucht, indem man nach Begriffen fahndet, die vorzugsweise geeignet sind,
um aus ihnen alle anderen Begrifie des fraglichen Wissenszweiges auf-
zubauen. Begreiflicherweise wird man sich im Sinne dieser Aufgabe be-
ziiglich des Verlangens nach Einfachheit der an den Anfang zu stellenden
Begriffe entsprechend bescheiden miissen.

Bekanntlich lassen sich die grundlegenden Aussagenverkniipfungen
der mathematischen Logik, die ich hier in der von Hilbert in seinen Vor-
lesungen verwendeten Bezeichnungsweise wiedergebe:

a, avb, a&b, a—b, a~b

(lies: ,,@ nicht, ,.a@ oder b, ,,a und b, ,,wenn a, so b*, ,,a dquivalent b),
aus einer einzigen von ihnen iiberhaupt nicht, aus zweien von ihnen aber
nur in der Weise gewinnen, daB man die Negation und irgendeine der drei
folgenden Verkniipfungen als undefiniert zugrunde legt. (Von diesen drei
Arten der Zuriickfilhrung haben Whitehead und Russell die erste und
Frege die dritte verwendet.)

DaB dessenungeachtet die Zuriickfiihrung auf eine einzige Grundver-
kniipfung sehr wohl méglich ist, sobald man sich von der Einschrinkung

1) Die folgenden Gedanken wurden vom Verfasser am 7. Dez. 1920 vor der
Mathematischen Gesellschaft in Gottingen vorgetragen. Ihre formale und stilistische
Durcharbeitung fiir diese Verdfientlichung wurde von H. Behmann in Gottingen
iibernommen.
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frei macht, daB diese gerade der obigen Reihe entnommen sein soll, ist
erst neuerdings von Sheffer?) entdeckt worden. Wihlt man nimlich als
Grundverkniipfung etwa ,,@ nicht oder b nicht®, d. h. ,,von den Aussagen
a und b ist mindestens eine falsch’, die mit den obigen Zeichen in den
beiden dquivalenten Formen

avb und a&bd
geschrieben werden kann, und als zugehdriges neues Zeichen

alb,
s0 ist augenscheinlich

) i=a'a, avVb={(ala)|(b|b),

womit wegen
a&b=avdb, (a—b)=avbd, (a~Db)=(a—b)&(b—a)
die Zuriickfiihrung grundsatzlich geleistet ist.

Es ist nun bemerkenswerterweise sogar noch dariiber hinaus méglich,
durch eine geeignete Abinderung der Grundverkniipfung auch die beiden
hoheren Aussagen

(2)f(2) und (Ez)f(z),
d. h. ,,Alle Individuen haben die Eigenschaft f* und ,,Es gibt ein Indi-
viduum, das die Eigenschaft f hat*‘, mit andern Worten, die beiden Opera-
tionen («) und (Ez), die mit den fritheren zusammen bekanntlich ein im
Sinne der Axiomatik vollstindiges System von Grundverkniipfungen der
mathematischen Logik ausmachen, mit zu erfassen,

Verwenden wir nidmlich als Grundbeziehung nunmehr

(@) [f(2)vg(z)] baw. (2)f(w)&g(z)
und schreiben wir hierfiir
(@) g (),
so gilt offenbar (da wir Konstante formal wie Funktionen eines Arguments
behandeln diirfen):

ad=a’a, a\/b—(x)(avg =(a 'a)|"(b!b),
(2) f(z) = (=) (f(z) V f(2)) = { (=) |*f( =(f<x) YF(@),"(f() U f()),

womit wegen

(Ex)f(x)—(x)f(x)
auch die neue Behauptung erwiesen ist.

Die bisherigen Erfolge auf dem eingeschlagenen Wege ermutigen zu
dem Versuch eines weiteren Fortschreitens, Man wird auf den im ersten

2) Am. Math. Soc. Trans. 14 (1913), 8. 481.
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Augenblick gewiB suBerst kiihn erscheinenden Gedanken gefiihrt, hinsicht-
lich vollig beliebiger logisch allgemeiner Aussagen — fiir andere hitte das
Verlangen offenbar keinen Sinn — auch die noch verbleibenden Grund-
begrifie der Aussage, der Aussagenfunktion und der Veréinderlichen durch
geeignete Zuriickfithrung zu beseitigen zu suchen. Eine derartige Méglich-
keit naher zu priifen und zu verfolgen, wire nicht nur vom methodischen
Standpunkt des Strebens nach groBtmoglicher gedanklicher Einheitlichkeit,
sondern auch von einem gewissen philosophischen oder, wenn man will,
asthetischen Standpunkt wertvoll, insofern namlich, als die Verinderliche
in der logischen Aussage ja nichts weiter als ein Abzeichen ist, um ge-
wisse Argumentstellen und Operatoren als zusammengehdrig zu kenn-
zeichnen, und somit den Charakter eines bloBen, dem konstanten, ,ewigen‘
Wesen der logischen Aussage eigentlich unangemessenen Hilfsbegrifies hat.

Es erscheint mir #uBerst bemerkenswert, daB auch das eben aui-
gestellte Ziel der Verwirklichung fahig ist, und zwar in dem Sinne, daf
hier die Zuriickfilhrung auf drei Grundzeichen gelingt.

§ 2.

Zur Erreichung dieser letzten und tiefsten Zuriickfiihrung bedarf es
nun freilich einer Reihe von Hilfsmitteln und Tatsachenzusammenhingen,
die zunichst bereitgestellt und erkldrt werden miissen.

Es wird darum notwendig sein, unser Problem an dem vorhin er-
reichten Punkte stehen zu lassen und vorerst eine Art von Funktionen-
kalkiil — in einem gegeniiber dem sonst iiblichen verallgemeinerten Sinne —
zu entwickeln.

Unter einer Funktion versteht man bekanntlich im einfachsten Falle
eine Zuordnung zwischen den Elementen irgendeines Bereiches von GroSen,
des Argumentbereiches, und denen eines (zumeist freilich mit dem ersten
zusammenfallend gedachten) Bereiches der Funktionswerte, derart, daB
jedem Argumentwert héchstens ein Funktionswert entspricht. Dieser Be-
griff soll hier nun in dem Sinne erweitert werden, daB sowohl als Argu-
mentwerte wie auch als Funktionswerte selbst wieder Funktionen auftreten
konnen. Den Wert einer Funktion f fiir den Argumentwert x bezeichnen
wir durch einfaches Nebeneinanderstellen des Funktions- und des Argument-
zeichens, d. h. als

fx.

Punktionen mehrerer Argumente lassen sich auf Grund unserer er-
weiterten Begrifisbestimmung der Funktion in der folgenden Weise auf
solche eines Arguments zuriickfithren:

Wir fassen z. B.

F(z,y)

20%
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etwa als eine Funktion des einzigen Arguments y, aber nicht mehr als
eine fest gegebene, sondern als eine verinderliche, ihrer Gestalt nach von
x abhingige Funktion auf. (Es handelt sich hier — wohlverstanden —
um eine Abhiingigkeit der Fumktion, also der Zuordnung selbst, nicht
etwa um die selbstverstindliche Abhingigkeit des Funktionswertes vom
Argument.) In der Mathematik pflegt man hier von einer Funktion zu
reden, die noch von einem Parameter abhingt, und etwa

G, (y)

zu schreiben. Wir konnen diese Funktion G selbst — ihre Gestalt so-
zusagen — als den Wert (Funktionswert) einer neuen Funktion f betrach-
ten, so dafl G = fz ist.

Wir schreiben daher in unserer Symbolik
(f2)y

oder, indem wir, wie dies z. B. aus der Theorie der unendlichen Reihen
geliufig ist, verabreden, daf Klammern, die das linke Ende einer der-
artigen symbolischen Form mit umfassen, wegbleiben diirfen, einfacher

fzy,

wo die neue Funktion f von der fritheren F wohl zu unterscheiden ist.

Ich mochte die eben geschilderte Umformung dadurch dem Verstandnis
niherbringen, daB ich sie auf die spezielle Zahlenfunktion z — y anwende.
Betrachtet man den Ausdruck als Funktion von y allein, so hat diese
die ,,Gestalt x — , bedeutet also die ,Differenz des  mit irgendeiner
gegebenen GroBe, womit jener sich als (¢ —)y darstellt. Wesentlich ist
hier, daB nicht etwa fiir x und y gleichzeitiz Werte eingesetzt zu denken
sind, sondern zunichst allein fiir # etwa der Wert a, wodurch als Zwischen-
stufe erst die Funktion mit dem Wert ¢ — y (kurz: die Funktion ¢ —)
entsteht, derart, daB nun erst die Ersetzung des y etwa durch den festen
Wert b angéngig wird.

fa ist also im obigen Falle der Wert einer Funktion, die nach Ein-
setzung eines Wertes fiir « noch nicht ein Ding des Grundbereiches (falls
ein solches als Wert von F(z,y) -gemeint war), sondern wiederum
eine Funktion lefert, deren Argument nunmebr y ist; d. h. f ist eine
Funktion, deren Argument keiner Einschrinkung zu unterliegen braucht,
deren Funktionswert aber wieder eine Funktion ist. Die oben beschriebene
Umformung werden wir von nun an fiir Funktionen von mehr als einer
Veranderlichen stets durchfiihren bzw. durchgefiihrt denken, so daB diese
durchweg in der Form

feyz...
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erscheinen, die, wie schon gesagt, als Abkiirzung fiir

((fe)y)2). .-
gedeutet werden soll.

§ 3.

Es soll nunmehr eine Reihe von sndividuellen Funktionen von sehr
allgemeiner Natur eingefiihrt werden. Ich nenne sie: die Identitdtsfunk-
tion I, die Konstanzfunktion O, die Vertauschungsfunktion 7', die Zu-
sammensetzungsfunktion Z und die Verschmelzungsfunktion S.

1. Unter der Identstitsfunktion I soll diejenige vollig bestimmte Funk-
tion verstanden werden, deren Argumentwert keiner Einschrinkung unter-
worfen ist und deren Funktionswert stets mit dem Argumentwert iiberein-
stimmt, durch die also jedes Ding und jede Funktion sich selbst zugeordnet
wird. Sie ist somit definiert durch die Gleichung

Ie=ux,

in welcher das Gleichheitszeichen nicht etwa als logische Aquivalenz im
Sinne der im logischen Aussagenkalkiil iiblichen Definition zu lesen ist,
sondern besagt, daf die Ausdriicke links und rechts dasselbe bedeuten,
d. h. daB der Funktionswert Iz stets derselbe ist wie der Argumentwert
x, was man auch fiir z einsetzen mag. (So wire z. B. II=1.)

2. Nunmehr sei der Argumentwert wieder ohne Einschrinkung be-
liebig, wihrend der Funktionswert unabhingig von jenem stets der feste
Wert a sein soll. Diese Funktion ist ihrerseits von @ abhingig, also von
der Form Ca. DaB ihr Funktionswert stets a ist, wird geschrieben:

(Ca)y=a.
Und, indem wir nun auch @ variabel lassen, erhalten wir:
(Ca)y==z bzw. Cazy==x

als Definitionsgleichung der Konstanzfunktion C. Diese Funktion C ist
augenscheinlich von der auf 8. 308 betrachteten Art; sie liefert nimlich
erst durch Einsetzen eines festen Wertes fiir # eine Funktion mit dem
Argument y. In der praktischen Anwendung leistet sie uns den Dienst,
daB sie eine Grofe z als ,,blinde” Verdnderliche einzufiihren gestattet.

3. Einen Ausdruck
fzy

kann man offenbar auch umgekehrt stets als aus

F(z, y)
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entstanden betrachten, wo F durch das gegebene f eindeutig bestimmt
ist. Schreibt man diesen Ausdruck nun andererseits um in

g9y,
indem man also y als Parameter betrachtet, so ist auch diese neue Funk-
tion durch F und daher mittelbar auch durch f eindeutig gegeben.
Wir konnen daher die Funktion g als den Wert einer Funktion 7'
fir den Argumentwert f auffassen. Diese Vertauschungsfunktion T hat
als Argument eine Funktion der Form ¢ zy, und der Funktionswert

y=7Tg
ist diejenige Funktion yazy, fir welche der Wert yway mit pyz bel

" allen den Argumentwerten w, y iibereinstimmt, fiir die @y einen Sinn
hat. Wir schreiben diese Definition kurz:

(Te)zy=oya,
wo die Klammern wiederum auch fehlen diirfen.

Die Funktion 7 bietet die Moglichkeit, die Reihenfolge der Glieder
eines Ausdrucks abzuindern, und hilft damit iiber den Mangel des kom-
mutativen Gesetzes bis zu einem gewissen Grade hinweg,

4. Erscheint an der Argumentstelle einer Funktion f der (von z ab-
hingige) Wert einer anderen Funktion g, so hingt

flg)
augenscheinlich ebenfalls von z ab und kann folglich als der Wert einer
dritten, durch f und g eindeutig bestimmten Funktion F betrachtet werden.
In der Anpalysis spricht man hier bekanntlich ungenau von einer ,Funk-
tion von einer Funktion“ — es miiBte richtig heiien: eine Funktion von
einem Funktionswert — und bezeichnet F als die aus f und g ,,zusammen-
gesetzte Funktion. Die Funktion F ist somit ihrerseits der Wert einer
bestimmten Funktion Z’ von f und g.

Wir konnten daher definieren:
[Z' (p, 2)]z =9 (z2).
Doch werden wir es im Sinne unserer fritheren Verabredung vorziehen,
Z' durch die zugehérige Funktion eines Arguments zu ersetzen, und er-
halten demzufolge als Definitionsgleichung der Zusammensetzungsfunk-
tton Z:
Zoye=g(12)

Vermittels der Funktion Z konnen Klammern innerhalb eines um-
fassenderen Ausdrucks verschoben werden (nicht eigentlich beseitigt, da sie
stets noch hinzuzudenken sind); sie wirkt also im Sinne des hier ebenfalls
nicht erfiillten assoziativen Gesetzes.
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5. Setzt man in
fry
fiir y den Wert einer Funktion g ein, und zwar genommen fiir dasselbe
x, das als Argument von f auftritt, so kommt man auf einen Ausdruck

fz(g2)
oder, wie wir fiir den Augenblick etwas iibersichtlicher schreiben wollen:
(f2)(g2).

Dies ist natiirlich der Wert einer Funktion von z allein, also
(fx)(gx)ze,
F=28'(f.9)

wieder in einer vollig bestimmten Weise von den gegebenen Funktionen
f und g abhingt. Wir haben demgemif:

[8" (9, 1)] &= (pz)(x2)
oder, nach der auch im vorigen Fall verwendeten Umformung:
Sprz=(pz)(12)
als Definitionsgleichung der Verschmelzungsfunktion S.

wo

Es wird gut sein, diese Funktion durch ein praktisches Beispiel dem
Verstindnis niherzubringen. Nehmen wir etwa fiir fzy den Wert “logy
(d. h. den Logarithmus von y zu der Basis z) und fiir gz den Funktions-
wert 1--z, so ergibt sich (fz)(gz) augenscheinlich als “log (1 -+ z),
d. h. als der Wert einer Funktion von z, die mit den beiden gegebenen
Funktionen eben durch unsere allgemeine Funktion § eindeutig verkniipft ist.

Der praktische Nutzen der Funktion S besteht ersichtlich darin, daf
sie es ermoglicht, mehrmals auftretende Verdnderliche — und bis zu einem
gewissen Grade auch individuelle Funktionen — nur einmal auftreten zu
lassen.

§ 4.

Es wird sich fiir die Durchfilhrung unseres logisch-symbolischen
Problems als belangreich erweisen, daf die oben erklirten fiinf individuellen
Funktionen I, C, T, Z, S des Funktionenkalkiils nicht voneinander unab-
héngig sind, vielmehr zwei von ihnen, ndmlich C' und S, hinreichen, um
die iibrigen durch sie zu definieren. Und zwar bestehen hier die folgen-
den Zusammenhinge:

1. Es ist gemiB der Erklirung der Funktionen 7 und C:

Iz =2=_Cuzy.
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Da y willkiirlich ist, konnen wir dafiir ei:: beliebiges Ding oder eine be-
liebige Funktion einsetzen, also z. B. Cz. Dies gibt:
Iz = (Cx)(Cx).
Nach der Erklirung von S bedeutet dies aber:
SCCx,

I=800.%

Ubrigens kommt es in dem Ausdruck SCC auf das letzte Zeichen C
gar nicht einmal an. Setzen wir namlich oben fiir y nicht Cz, sondern
die willkiirliche Funktion ¢, so ergibt sich entsprechend:

I=8Cep,
wo also fiir ¢ jede beliebige Funktion eingesetzt werden kann*).
2. Nach der Erklarung von Z ist
Zfgz=f(gx).
Weiter ist vermoge der bereits verwendeten Umformungen
flgz) = (Cfz)(gz) =S (Cf)gz = (C8f)(Cf)gz.
Verschmelzung nach f ergibt:

so dafl wir erhalten:

8(C8)Crgz,

Z=28(C8)C.
3. Ganz entsprechend liBt sich
Tfyz=fzy

also

weiter umformen in:

fz(Cyz) = (fz)(Cyz) = 8f(Cy)a = (81)(Cy)x = Z(8f) Oy
— ZZ8fCyx = (ZZ8f)Cyz = (ZZSf)(COf)yz = 8(ZZ8) (CC)fyx.
Es gilt somit:
T=S8(ZZ8)(CO0).

Setzt man hier fir Z den oben gefundenen Ausdruck ein, so ist
damit 7T ebenfalls auf € und S zuriickgefiihrt.

§ 5.
Wir wollen nunmehr unsere Ergebnisse auf den besonderen Fall des
Logikkalkiils anwenden, in welchem die Grundelemente die Individuen und

3) Diese Zuriickfiihrung wurde mir von Herrn Boskowitz mitgeteilt, die etwas
weniger einfache (SC)(CC) bereits frijher von Herrn Bernays.
y!
4) Freilich nur eine solche, die fiir jedes x einen Sinn hat.
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die Funktionen die Aussagefunktionen sind. Wir brauchen zunichst eine
weitere individuelle Funktion, die diesem Kalkiil eigentiimlich ist. Der
Ausdruck
fz|*g=,
wo f und g Aussagefunktionen eines Arguments sind — auf solche diirfen
wir uns gemédB einer fritheren Bemerkung beschrinken —, ist augenschein-
lich eine bestimmte Funktion der beiden Funktionen f und g, also von
der Form U(f, g) oder, nach unserem Umformungsprinzip, Ufg. Damit
haben wir
Ufg=fz gz,

wo f und g nun natiirlich Aussagefunktionen sind, als Definitionsgleichung
der Unwvertrdglichkeitsfunktion U.

Es besteht nun die bemerkenswerte Tatsache, daf jede logische Formel
sich allein durch unsere individuellen Funktionen I, C, T, Z, 8, U, also
insbesondere schon durch C, § und U ausdriicken 148t.

Zunidchst einmal 188t sich jede logische Formel vermittels der ver-
allgemeinerten Strichsymbolik ausdriicken, wobei die gebundenen Verinder-
lichen (apparent variables) an den oberen Enden der Striche stehen. Dies
gilt ohne Einschrénkung, also fiir beliebige Aussagenordnungen und auch,
wenn Beziehungen auftreten. Weiterhin 1486 sich schrittweise mit geeigneter
Verwendung der iibrigen konstanten Funktionen an Stelle des Strich-
symbols die Funktion U einfihren.

Der Nachweis soll hier nicht vollstindig durchgefiihrt, sondern nur
die Rolle der verschiedenen individuellen Funktionen bei dieser Zuriick-
fiithrung erldutert werden.

Vermége der Funktion C kann man erreichen, daf die beiden links
und rechts vom Strich stehenden Ausdriicke Funktionen desselben Argu-
ments sind.

So wire z. B. der von f, g und y abhingige Ausdruck
fx\* 9y,

wo also rechts x nicht vorkommt, als

fz|*Clgy)=
umzuschreiben. Kommt dagegen x rechts an anderer Stelle vor, so 148t
es sich vermittels der Funktion 7' an den Schluf bringen, wobei es ge-
gebenenfalls vermdge der Funktion Z aus Klammern befreit und, falls es
mehrmals vorkommen sollte, vermége der Funktion S verschmolzen werden
muB. So haben wir z B.:

fz|®gzy = fz | Tgyx = Uf(Tgy).
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Oder, um ein etwas verwickelteres Beispiel zu nehmen:
(fzy|" goy)|* (haz|" kaz) = U(fx) (92)|° U (k) (k).
Hier ist z. B. der Ausdruck vor dem Strich in der folgenden Weise weiter
zu behandeln:
U(fx)(g9z)= ZUfz(9z) = 8 (ZUf)gx.
Der Gesamtausdruck wird damit:
8(ZUf)gz|*S(ZUk)kx=U[S(ZUFf)g][S(ZUh)k].

Wiren im letzten Beispiel f und ¢ identisch, so wiirden wir auf einen
Ausdruck
S(ZUNHf
kommen. Um hier die Verschmelzung nach f durchfiihren zu konnen, be-
dienen wir uns der Funktion I, indem wir weiter rechnen:

8(2Uf) 1= 8(2Uf)(If) = [28(20) f)(If) = S[Z8(2V) 1.

Als praktisches Beispiel fiir die Behauptung dieses Paragraphen be-
handeln wir die folgende Aussage: ,Zu jedem Pradikat gibt es ein mit
ihm unvertrigliches“, d.h. ,Zu jedem Pridikat f gibt es ein Priadikat ¢,
so daB die Aussage fx & gz fiir kein Ding « richtig ist“.

In der Hilbertschen Symbolik schreibt sich der Satz:

(f)(Eg)(z)fz & gz.
() (Eg)(fx|*gx)

und, indem man das partikuldre Urteil als Verneinung eines allgemeinen
schreibt:

Dies wird zunichst:

()(9) fz[Pga baw. (f)(g) fz |92 & fe| g.
Dies ist:

() (fz [ g2)|* (f=|* g).
Verfdhrt man entsprechend auch fiir f, so ergibt sich weiterhin:

(f) (fz|*g2)|°(fz|" gx) & (fx|" gz) |’ (f=|* g=)
=[(fz|*g2) |’ (fx|" g2}V [(rx " g2) | (fx |" 9=)].

Nunmehr erscheint das Strichsymbol als einziges logisches Verkniipfungs-
zeichen. Fithren wir jetzt die Unvertriglichkeitsfunktion U ein, so erhalten
wir zunéchst:

(Ufg)|(UFg)I [(Ufg) | (Ufg)]
UCHIC T UCHICUNE

und welterhin:
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Nun ist aber:
U (Uf)(Uf) = (ZUUf)(Uf) = 8(ZUU) Uf,
womit der obige Ausdruck iibergeht in:
[8(zUU)UF)|'[8(2UU) U],

U8 (ZUU)U] [S(ZUT)U].

d. h. aber:

§ 6.
Weiter als bis zu den Symbolen C, 8§ und U laBt sich, soviel wir
sehen, die Zuriickfithrung nicht ohne Zwang treiben.
Rein schematisch kénnte man freilich C, § und U sogar durch eine
einzige Funktion ersetzen, indem man die neue Funktion J einfiihrte durch
die Festsetzung:

JC=U, JS8=C, Jxz=8,

wo « jedes von C und S verschiedene Ding ist. Wir stellen zunichst fest,
daB J seinerseits von C und § verschieden ist, da namlich J nur drei,
C ebenso wie S dagegen unendlich viele Funktionswerte annimmt. Wir
haben infolgedessen:

Ji=8, J(JN)=J8=0C, J[J{WJIH=JC=T,

womit die Zuriickfiihrung in der Tat geleistet ist. Doch hat diese wegen
ihrer augenscheinlichen Willkiir wohl kaum sachliche Bedeutung.

Dagegen ®) kann man sich auf einem anderen, natiirlicheren Wege wenig-
stens von dem Zeichen U in gewissem Sinne befreien. Jede logische Formel
enthalt gewifl das Zeichen U und laBt sich, ganz wie wir dies friiher fiir
ein beliebiges Symbol tberlegt haben, vermittels der individuellen Funk-
tionen des allgemeinen Funktionenkalkiils, also insbesondere vermittels ¢
und 8 so umformen, daB U als Argument des gesamten Ausdrucks er-
scheint, dieser also die Form FU annimmt, wo F das U seinerseits nicht
mehr enthdlt. LaBt man beim Hinschreiben das U als selbstverstédndlich
weg, so kommt man in der Tat mit C und § aus.

Andererseits kénnte man, mit Verzicht auf die 3uBlerste Zuriick-
fithrung der Grundfunktionszeichen, die Forderung aufstellen, daB die
Klammern ganz vermieden werden sollen. Gehen wir von der Form FU
aus, so laBt sich F allein vermdge Z so schreiben, da8 alle Klammern
verschwinden. Vermittels €, Z und S 148t sich also jede logische Formel
als eine einfache Aufeinanderfolge dieser Zeichen ohne Klammern schreiben,
mithin durch eine Zahl des triadischen Systems erschopfend kennzeichnen.

3) Die folgenden Uberlegungen riibren vom Bearbeiter her.
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Was die Frage nach der Eindeutigkest der betrachteten Zuriickfiihrung
betrifit, so kann, rein symbolisch betrachtet, von einer solchen natiirlich
keine Rede sein, da jede Formel des alten wie auch des neuen Kalkiils
sich in mannigfacher Weise umformen ld8t. Gleichwohl kann man in einem
gewissen eingeschrinkteren Sinne hier doch eine Eindeutigkeit des Ent-
sprechens feststellen. Nennt man ndmlich ,gleichwertig® einerseits solche
Formeln des alten Kalkiils, die allein auf Grund von Definitionen, d. h. also
ohne Benutzung der logischen Axiome — in denen natiirlich die verallge-
meinerte Sheffersche Verkniipfung nunmehr als Grundverkniipfung zu gelten
hitte — aufeinander zuriickgefithrt werden kénnen, und andererseits solche,
die sich allein in den Typen der auftretenden Veranderlichen unterseheiden,
so entsprechen in der Tat ein und derselben Formel des neuen Kalkiils
und ebenso einer jeden, die sich durch symbolische Rechnung aus ihr ge-
winnen laBt, alle und nur solche Formeln des alten Kalkiils, die in dem
eben erklirten Sinne untereinander gleichwertig sind. Die hier betrachtete
Zuriickfiihrung der logischen Formeln hat also die bemerkenswerte Eigen-
tiimlichkeit, von den Axiomen der Logik unabhingig zu sein.

(Eingegangen am 15. 3. 1924.)
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