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1. Permutationsmatrix, Eliminationsmai

Die Permutationsoder Zeilenvertauschungsmatri;; ist eine Einheitsmatrix, deren Zei i,j
vertauscht sindMultipliziert man eine Matrix A mider Permutationsmatr, vertauscht man
dadurch auch diejeweiliger Zeilen von A. Bei einer Pivotisieng im Zuge der
Gaul3elimination wird dies &dlie erweiterte Koeffizientenmatrix A" angendet. Beispiel:

0 1 0 2 4 9 -3 8
Pi2-A'=|1 0 0 81=1]2 4 =2 2| (vgl Strang)
0 0 1 10 -2 -3 7 10

Mithilfe der Eliminationsmatri; E; kann man dad-fache derj-ten Zeile von Zeilei
subtrahieren. Sie ist eine Einheitsmatrix, hat @veder Stellei, j) statt der Null den Eintra
—|. Die Multiplikation wird auf ganze Zeilen des LG®gewendet, d.h. wir verwenden !
erweiterte Koeffizientenmatr A'. Beispiel:

1 00 2 4-2 2 2 4-2 2
EA'=[-2 10 4 B-3 8|l =011 4
o0 1) ]-2-3 710 -2=3 710

(vgl. Strang, S.7)

2.Die LR-Zerlegund LU Decompositior

Jede regulare (n x Mykatrix A kann zerlegt werden
PA=LU

wobei P eine Permutationsmatrix isL eine linksunterel@wer) Dreiecksmatrix miEinsen in
der Diagonalen und Nullen oberhalb der Diagonaund U eine rechtsobere¢uppen
Dreiecksmatrix mitNullen unterhalb der Diagonal.



P dient der Teilpivotisierung vorA (d.h. die Vertauschung der Zeilen der erweitel
Koeffizientenmatrix), salass in der zu zerlegenden MaiA auf der Hautdiagonalen keine
Nullen stehen undas grof3te Element der ersten Spalte in die Pogitid) gerickwird.
Erster SchrittP,A = LLAY. L, ist die vorlaufige linksuntere Dreiecksmatrix nadem
ersten Schrittdie Elemente unterhalb der Diagonastellendie Multiplikatorenmy...m, aus
der Gauf3schen Eliminatiatal). | ist die Einheitsmatrix.
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(vgl. Elden, 24)
Diese Schritte werden mit den Ubrigen Teilmatrizgaderhol, solange bis man nur no
Nullen unterhalb der Diagonal ( = U) stehen hat.
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Beweis Wir nehmen an, dassich B in BB = LgUg zerlegen lasst (wid), woraus sich per
Induktionsbeweis PA = LUchlieRen lasst:

ay, aj 1 0 1 0
(0 Ua)' t (Pﬂml LH)’ P (0 P,,)Pl’
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Beispiel (hierohne Permutatic):

1 2 3 1 00 1 2 3
A=(1 1 1})=({110)-10 -1 -2|=L-R
331 331 0 0 -2 (vgl.Wikipedia)

Mit der LU-Form der Matrix lasst sich schnell der Losungsvk x errechner
Ax=bundA=LU - LUx=b

Wir ersetzerUx = y und bekommel Ly = b, aus dem wir durch Vorwartssubstitution leiy
bekommen. Damit I6sen wir nun durch Rickwartsstigin Ux = b und bekommeix.

Der Vorteil gegentber dem Gaul3verfahren liegt datass die Zerlegung vcA = LU fir

jedes beliebigeb gilt, denn hatman L und U fur A einmal gefunden, lasst sich |
wechselndeni schnell ein neuer Losungsvekx berechnen, ohne von vorne anzufan

3. Symmetrische, positiv definite Matriz

Fur die LRZerlegung von symmetrischen, positiv definiten Ntan ist keinePivotisierung
notig. Durch ihre Symmetrie sind auch die zerln Dreiecksmatrizen symmetris Daher
kénnen sie etwa doppelt so schnell berechnet we

Eine beliebige quadratische ( n)-Matrix A ist positiv definit, falls giltx'Ax > 0, x # 0.



4.1 Stoérungstheorie und Konditionsz

In der Realitat gibt es viele Arten von Fehlerno¢8hgen), dieein errechnetes Ergebr
verfalschen (Modellfehler, Datenfehler, Verfahremdér, Rundungsfehle Stérungstheorie
(Vorwartsfehleranalyse): Man &ndert Matrix A und den Vektob eines eindeutig 16sben
LGS so ab, dass deren (nun geanderte) Loy sich an die Lésung des eigentlichen, vol
nicht I6sbaren Systems annar

Unter dem Konditionsbegrif versteht man die Auswirkung Kkleinster Fehler in
Eingangsdaten auf die Genauigkeit der Lésung. B lwirdschlecht konditionie genannt,
wenn es auf kleinste Fehler mit starken Abweichangeder Lésung reagiert, es ist also <
storungsempfindlich.

Mit der Konditionszahk(A) einer MatrixA gibt man an, wie stérempfindlich das LGS- je
kleiner x, desto stérungsunempfindlicher, desto besser kondrt ist das LGS. Definitior
k(A) = ||A]| - ||AY| [das Produkt der Norm der MatiA mit der Norm ihrer InverseA™]. Wir
wenden die euklidische Norm-Norm) an.

Bei der Konditiosanalyse betrachtet man den Euss von Fehlern in der Eingabe das
Ergebnis der numerischen Aufgabe. Hier bleiben Bigndungsfehler der numeriscl
Berechnung unbertcksichtigt.

4.2 Rundungsfehlemalys:

Ruckwartsfehleranalyse: Man andert den Losungsvx so ab, dass er zur genn Lésung
eines gestorten LGS wirKonkret stellt man die FrageWelche Eingabe hatte mit d
exakten Berechnung d&sgebnis des numerischen Verfahrens gelie

Bei der Rundungsfehleranalyse betrachtet man Einfluss von Rundungsfehle, die
wahrend der numerischen Berechnung auftr, auf das Endergebnis. Fehler in der Eing
bleiben unberiicksichtigt.

Wichtig: kleine Fehler kénnen an den falschen Stellen zuegréd®weichungen im Ergebr
fuhren.

5. Die Methode der kleinsten Quadr:

Die Methode der kleinsten Quadrate (auch: kleifshblerquadrate; engmethod of least
square¥ benutzt man, um ein Uberbestimmtes lineares Rwigssystem mitte
Normalgleichungen zu lésen.

Konkretes Beispiel: Bestimmung der Elzitatseigenschaften einer Feder durch verschie
Gewiche und das Messen der Federlange nach der Fie +xF =1.

Ifezsreihe F 1 2 3 4 5
1 797 102 14.2 16.0 21.2°
) e+ kl=T7.97,
iberbestinmtes 1 1 7.97
lineares e+ K2= 102, Matrrform
Gleickungs- — |l 2|, 10.2
ayatemm e+ K3 = 142’ 1 3 ( ) = 14.2
e+ kd = 16.0, 1 4] \® 16.0
e+ K5 =21.2, 15 21.2

(vgl. Elden, 31



Annaherung: wir suchen eine Linearkombination vakidren, so dass gilx;a + Xa& = b.
Problem: Uberbestimmte LChaben keine Losung.

Grafische Darstellung: Die Spaltenvektoa, und a; spannen eine Ebene auf. Lage
Vektorbin der Ebene, gabe es eine Linearkombination (fals eine eindeutige Losu

Losungsversuch Der  Abstand €
Residualvektor ) zwischen de
Vektorspitze von b  und einer
Linearkombination der Spaltenvektor
(mathematischr = b — AX soll mdglichsi
klein sein. Er ist dann am kleinsten, went
orthogonal zu den Spaltenvektoren ist
Abb.).

Orthogonal sind zwei Vektoren dann, we
ihr inneres Produkt (Skalarprodukt) null,
in diesem Fall:
r" a; =0 oder FA=0.
AuRerdem: (FA) T = A'r ist ebenfalls ( (vel Elden, 33)

Um eineNormalgleichungen zu bekomm

r=b—-Ax— Ax=b-r (umgestellt)
A'Ax = AT(b-r)  (auf beiden Seiten mit Amultipliziert)
=A'b-A"r (s.0.:Ar=0)
A'Ax = A'b (Normalgleichung)

These sind die Spaltenvektorenon A linear unabh&ngig, ist el Normalgleichun
nichtsingulér/invertierbannd besitzt eine eindeutige LOosu

Beweis Zeige, das#\'A positiv definit ist.Eine Matrix ist dann positiv definit, wenn gi
X'Ax > 0, x # 0. AuBerdem giltAx = y (Multiplikation einer Matrixmit Vektor gibt Vektor).

Also: X'ATAx = A'X" Ax (umgestellt
= y' y = [Vektor mal transponierter ¥ktor gibt Summe dequadrierten

Vektorelement*] = ¥, y2 > 0.
X1
*Beispiel:<xz> (X1 X2 X3) =x%+ xZ 4+ xFmiti=3.
X3
Da bei linearer Unabhangigkeit gilt: £~ 0 und mit Ax =y folgt: y# 0, ist die Summe d¢
Quadrate der Vektorelementen y naturlich > 0. Q.e.d.

Wir wissen nun also, dagsA positiv definit ist. Nun miissen wir noch beweiséass dax
aus der Normalengleichurg'A x = A'b unser Lésungsvektor idbazubeweisen wir, dass
[|17]]2 < |Ir||2 fur aller = b — Ax (der gesuchte Residualvektbim euklidischenRaum ist
kleiner als alle anderen mdglicher

Eine Norm ist eine Verallgemeinerung des Begriifs dange eines Vektors, also ein ree
Wert, der den Abstand eines Punktes vom Nullelerdeatjeweiligen Raues darstellt. Die
Euklidische Norm Y| (auch -Norm genannt) eines Vektors x igiﬁj?zl |x;|? (die Wurzel
aus der Summe der quadrierten Betrdge der Vekineglie)
Die quadrierte Zweinorn||x||3 = X'x (Wurzel fallt weg).

4



Wir schreiben:
r=b—-A&+AX-x)=t+AX-Xx) jeder beliebige Vektor r kann geschriebendesa
als der kleinste Vektarplus die Differenzi — x)

lIrl13 =rr | (s. eukl. Norm)
=@+ AE-X) F+AE-Xx) | mit obiger Formel
=i +iAKR—X)+ & —x) AT+ & —x) ATA(x—x) | ausformuliert

Die doppelt unterstrichenen Termlé und At sollen Null sein, damit die Orthogonalitét
gegeben ist. Daher fallen die beiden mittleren Teeweg, tbrig bleibt:

lIr|I3 =¢"F+ (k —x)" ATA(x — x) oder auch £+ A" (x = x)' A(x —x)

= 17113 + [1AG - )13 > ||£13 gq.ed

Nun haben wir bewiesen, dasder kleinste Residualvektor fir die Normalgleichur= und
folglich auch, dass die Losung unseres Problems des UberbestimmtanhGleyssystems
ist. Nun missen wir also nur noch die Normalglenghonachk auflésen und l6sen:

T
X = jTZ diese ,Matrixdivision* kann in MATLAB mit dem SlasBperator \ gelést werden, der eine
GauR-Elimination durchfiihrt. Die MATLAB-Formel sieHann so aus: >> x ='A \ A'b

(Achtung! Das zuerst genannte steht ,unterm Slashglso der Nenner)

Bei der Losung des Problems der kleinsten Quadnétels Normalgleichungen treten zwei
Probleme auf:

1. Kann die Multiplikation einer Matrix A mit ihrer irersen A zu
Informationsverlust fuhren, wenn A Elemente entldit sehr klein, bzw. sich in
ihrer GrolRenordnung stark von den restlichen Eleéemerunterscheiden (s.
Rundungsfehlerproblem in Octave)

2. Ist die Konditionszahl von PA per Definition das Quadrat der Konditionszahl
von A. A'A ist also wesentlich schlechter konditioniestkleinste Fehler fithren
zu starken Abweichungen in der Losung.
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