
   

Es stellt sich heraus, dass es einfacher ist, nicht sofort die Normalverteilung ϕ mit der 

Binomialverteilung ϕn zu vergleichen, sondern von den jeweiligen natü rlichen Logarithmen ln 

ϕ(z) beziehungsweise ln ϕn(z) auszugehen. 

Außerdem ist es zweckmäßig, zuerst die Ableitungen auf ihre Konvergenz zu untersuchen. 

Die Funktion ln ϕ(z) läst sich leicht bilden und ableiten: 

( )[ ]ln ln lnϕ
π π

z e z zz′
= ⋅





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
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
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





−









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= −−1

2
1
2

1
2

1
2

2 2
 

 

Nebenrechnung: ( )ln e zz− = −
1
2

2 1
2

2  und ( )− = − ⋅ ⋅ = −1
2

2 1
2 2z z z   

Nun muss also gezeigt werden, dass der Differenzenquotient der Funktion ϕn(z) fü r n → ∞ 

zum Differentialquotienten, also zur Ableitung wird, und dieser genau  -z  als Grenzwert hat. 

Durch Anwendung der Kettenregel und                 ergibt sich: 

( )[ ] ( ) ( ) ( )
( ) ( )

ln limϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ ϕ
n

n
n

n z

n nz
z

z
z

z z z
z

′
= ⋅ ′ = ⋅

+ −





=
→

1 1
0∆

∆
∆  

( ) ( )
( )=

+ −
⋅









→
lim
∆

∆
∆z

n n

n

z z z
z z0

1ϕ ϕ
ϕ  

Bemerkung: Da ϕn(z) nicht von ∆z abhängt, kann es in den Limes gezogen werden. 

 

 

 

Da nicht der Grenzwert fü r  ∆z → 0, sondern der fü r  n → ∞  von Interesse ist, ist es wichtig zu 

untersuchen, wie sich ∆z bei wachsendem n verhält. Da                   mit x ∈ N0 erhält man das 

kleinste  ∆z  wenn man z(x+1) - z(x) berechnet: 

( ) [ ] ( ) [ ] lim ln ln ϕ ϕ n 
n 

z z 
′ 

= 
′ 

→ ∞ 

( ) [ ] ln ϕ z z 
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∆ z 
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( )
∆z

x np
npq

x np
npq npq

=
+ −

−
−

=
1 1

; Das bedeutet, dass ∆z fü r 

große n gegen 0 strebt. Deshalb kann man den Limes des 

Differenzenquotienten in der Tat als Ableitung betrachten. 

n → ∞  ∆z → 0 

∆zminimal =  

Nun kann man daran gehen, diesen Grenzwert zu berechnen. Dafü r setzt man  

und fü r  ϕn  die Formel der Wahrscheinlichkeit der Binomialverteilung ein, wobei gilt, dass 

ϕn(z) = fn(x)  und  ϕn(z + ∆z) = fn(x + 1) ist (da der kleinste mögliche Zuwachs von  x  

ganzzahlig, also  1  sein muss, siehe oben): 
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⇒  

(Bemerkung: -px - qx = -x⋅(p+q) = -x ⋅ 1 = -x)     Nun soll die Variable aber nicht  x  sondern  

z  heißen. Man verwendet daher die Beziehung  x = z⋅σ + µ   und vereinfacht: 

( )
( )=
− ⋅ + −

⋅ + +
⋅ =

− ⋅ − ⋅
⋅ + +

=
np z npq np q

q z npq np q
npq

z npq q npq
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x = z⋅σ + µ  = 

Um den Grenzwert dieses Ausdrucks ausrechnen zu können, dividiert man Zähler und Nenner 

durch  npq  und erhält somit: 

=
− −

+ +

z
q
npq

zq
npq np

1
1

 

 

( )[ ]lim ln
n n z z
→∞

′
= −ϕ  ⇒  

Bis jetzt konnte also gezeigt werden, dass die Ableitungen der Normal- und der 

Binomialverteilung auf den gleichen Grenzwert konvergieren. Es streben aber noch nicht 

Da die drei Brü che fü r n → ∞ jeweils 

gegen 0 gehen, erhält man als endgü ltigen 

Grenzwert: 

f x 
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∆ z 

Q z 
→ 

= − 
0 

(Bemerkung: -px - qx = -x ⋅ (p+q) = -x ⋅ 1 = -x). 
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x p q n 

x n x = 
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 
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, also denselben Wert wie fü r ( )[ ]lnϕ z
′  

1 
npq 

1 
∆ z 

npq = 
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notwendigerweise die Funktionen selbst auf einen gemeinsamen Wert. Zum direkten 

Vergleich muss nun wieder integriert und delogarithmiert werden: 

( )[ ] ( )ln lnϕ ϕn nz z z z c
′

= − ⇒ = − + ⇒1
2

2 ( )ϕn
c zz e e= ⋅ − ⋅1

2
2  

⇒  

Vergleicht man diese Funktion mit der Normalverteilung, so erkennt man, dass nur noch zu 

zeigen ist, dass  ec  genau den Wert          haben muss. Dies folgt direkt aus der Bedingung 

jeder Wahrscheinlichkeitsfunktion, dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben 

muss:                      

Auch nach dem Grenzü bergang muss jetzt gelten: 

Da                              ist, ergibt sich somit fü r  ec  der Wert          . 
 
Damit wä re gezeigt, dass eine standardisierte Binomialverteilung gegen die 

Standardnormalverteilung strebt, wenn  n  nur genügend groß wird. 

 

( ) ϕ n 
c z z e e = ⋅ − ⋅ 1 

2 
2 

1 
2 π 

( ) ϕ n z = ∑ 1 

( ) ϕ n 
c z z dz e e dz 

− ∞ 

∞ 
− ⋅ 

− ∞ 

∞ 

∫ ∫ = = ⋅ 1 
1 

2 
2 

e dz z − ⋅ 

− ∞ 

∞ 

∫ = 
1 

2 
2 

2 π 1 
2 π 

III.4. Näherung der Normalverteilung an die Binomialverteilung 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com

