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1
1. — > ¢(d)gv?ecZfirneN, und g€ Z

i

Der Titel dieses Vortrages ist auch sein roter Faden: es geht um die Zahlen

1
EZQS(d)q”/d firn e N, und q € Z
dln



(was das Zeichen ¢ bedeutet, wird einige Zeilen weiter unten erklért). Vordergriindig
geht es darum, zu beweisen, dafl diese Zahlen immer ganz sind. In Wirklichkeit sind
die verschiedenen Beweise jeweils fiir sich interessanter, als ebendiese Aussage, die sie
beweisen. Insbesondere sind mehrere Verallgemeinerungen in verschiedene Richtungen
moglich.

Wir fiihren zuallererst die benotigten Begriffe ein:

Definition (natiirliche Zahlen): Wir verstehen unter N die Menge {0, 1,2, ...},
und unter N die Menge {1,2,3,...}. (Einige andere Autoren schreiben
stattdessen N fiir {1,2,3,...}.) Wir bezeichnen die Elemente der Menge

N ={0,1,2,...} als natirliche Zahlen.

Definition (N},): Fiir jedes n € N bezeichne N}, die Menge aller positiven
Teiler von n, also Ny, = {d € N, | (d|n)}. Wir verwenden das Zeichen

> als Synonym fiir Y. . Das heifit zum Beispiel: " d ist die Summe aller
dln deN), dln

positiven Teiler der Zahl n.

Definition (Eulersche Phi-Funktion ¢): Die Eulersche Phi-Funktion
¢ : N; — 7Z wird definiert durch

¢ (n) = (Anzahl aller Zahlen m € {1,2,...,n}, die zu n teilerfremd sind)
fiir jedes n € N.

Diese Funktion ¢ hat eine Reihe bekannter Eigenschaften: Es gilt ¢ (1) = 1, sowie

o (uv) = ¢ (u) ¢ (v) fiir je zwei teilerfremde Zahlen v € Ny und v € Ny; (1)

¢ (p) = p— 1 fir jede Primzahl p; (2)

) (pk> = (p—1)p* !t =p* — p*! fiir jede Primzahl p und jedes k € N;;  (3)
1

p(n)=n- ]] (1 — ) fir jedes n € N;. (4)
p Primteiler p

von n

Nun behauptet unsere Hauptaussage:

1
Satz 1.1: Fiir alle g € Z und n € Ny ist — 3 ¢ (d) ¢? € Z.
N dn

Es ist hilfreich, sich diesen Satz anhand von einfachen Beispielen zu verdeutlichen:
Fiir n = 1 hat die Summe Y ¢ (d) ¢™? nur einen Summanden (denn n = 1 hat nur
d|

1 1
einen Teiler), und somit ist — 3= ¢ (d) ¢/ = Igb (1) ¢/t = q fiir n = 1. Wir erhalten
N din

also ¢ € Z, was nicht erstaunlich ist, haben wir es doch als Bedingung gefordert.
Interessanter wird der Fall n = p fiir eine Primzahl p; in diesem Fall ist namlich

1 " 1 denn n = p ist eine Primzahl
Lo = (oM + o)) ( g | )
dln

und hat daher nur die Teiler 1 und p

Z;(lq”ﬂp—l)ql)Z;(qur(p—l)Q)-



1
Satz 1.1 ergibt also — (¢” + (p — 1) ¢) € Z. Mit anderen Worten: p | ¢"+ (p — 1) g. Wir
p

konnen dies auch in der Form ¢ = — (p — 1) ¢mod p umschreiben. Da — (p—1)¢ =
— (—=1) ¢ = gmod p ist, vereinfacht sich dies zu ¢* = gmod p. Dies ist eine Formulierung
des kleinen Satzes von Fermat. Satz 1.1 verallgemeinert also den kleinen Satz von
Fermat.

Die Allgemeinheit kommt jedoch um einen Preis: Je ”weniger prim” n ist (also je
mehr Primfaktoren in je htheren Potenzen in n vorkommen), desto komplizierter wird

1
der Ausdruck — 3" ¢ (d) ¢ . Beispielsweise ist
N din

1 1 .. . .
EZgb(d)qn/d:?(qp2+(p—1)qp+p(p—1)q> fiir n = p® mit p prim;
dn
1 1 / )
5Z¢(d)qwd=pfp,(qp” +p-D)¢ + @ -1+ -1 - 1)q)
d|n

fiir n = pp’ mit zwei verschiedenen Primzahlen p und p’.

Die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen sind also nach Satz 1.1 ganzzahlig.
Wir wollen noch eine dquivalente Form von Satz 1.1 formulieren, die ohne den Begriff
der Phi-Funktion auskommt:

1 n .
Satz 1.2: Fiir alle ¢ € Z und n € N, ist — ) ¢%T0m) ¢ 7.
mn i=1

Dafl dieser Satz 1.2 zu Satz 1.1 aquivalent ist, folgt aus der leicht zu beweisenden
Identitat > ¢80 = S~ ¢ (d) ¢ (der Beweis ist der Sonderfall des Beweises der
i=1 dn

Aquivalenz G <= H weiter unten, wenn man (b1, b, b3, ...) = (¢*, 4% ¢, ...) einsetzt).

Wir werden uns nun auf verschiedene Weisen Satz 1.1 nahern. Wer nur an schnellen
Beweisen von Satz 1.1 interessiert ist, kann z. B. in [6] mehrere finden (wo eigentlich
Satz 1.2 bewiesen wird, der aber, wie wir wissen, zu Satz 1.1 dquivalent ist). Unser Ziel
ist es nicht, Satz 1.1 zu beweisen, sondern dabei einige Begriffe aus der Kombinatorik,
Algebra und Zahlentheorie kennenzulernen. Unser grober Plan ist folgender:

e In Abschnitt 2 werden wir den ersten Beweis von Satz 1.1 geben (in zwei Vari-
anten), indem wir den Term ¢"/¢ in Satz 1.1 durch ein allgemeineres b, /4 (wobei
(b1, b, bs, ...) eine Folge ganzer Zahlen ist) ersetzen, und schauen, wann dann Satz
1.1 noch gilt. Dafiir konstruieren wir viele dquivalente Kriterien (die Aussagen
A, B, C, D, E F, Gund H von Satz 2.1).

e In Abschnitt 3 werden wir den Begriff der formalen Potenzreihen kennenlernen!.
Damit wird ein Teil der verallgemeinerten Version von Satz 1.1 aus Abschnitt 2
(also Satz 2.1) erneut bewiesen.

!Den ich mit einiger Ausfiihrlichkeit behandele, weil ich feststellen musste, dafl es zwar vielfiltige
Literatur gibt, in der Potenzreihen verwendet und anschaulich erkldrt werden, aber nur wenige, in
der sie formal sauber eingefiihrt und ihre wesentlichen Eigenschaften bewiesen werden.



2.

2.1.

In Abschnitt 4 zeigen wir zwei merkwiirdige Analoga von Satz 1.1: Fiir beliebige
ganze ¢ und r und natiirliche n gilt

qn/d qn/d\ _q
dzr;gzﬁ (d) (rn/d) € nz und %d)(d) (Tn/d) € TnZ.
qn/d
rn/ d)
bedeuten, wenn ¢ oder r negativ ist, wird in Abschnitt 4 erklért.) Als Nebeneffekt
erhalten wir zwei zusatzliche aquivalente Kriteria, die man zu Satz 2.1 hinzufiigen
konnte (die Aussagen Z und J von Satz 4.7).

Wir zeigen in Wirklichkeit sogar mehr. (Was Binomialkoeffizienten wie (

1
In Abschnitt 5 beweisen wir — 3 ¢ (d) ¢™? € Z erneut, indem wir die Zahl
N din

1
~ Y ¢(d) g% € Z kombinatorisch deuten (d. h. als eine Anzahl gewisser Ob-
N din

jekte darstellen). Dieser Beweis hat einen kleinen Haken - er funktioniert nur
im Fall von ¢ > 0 (dieser Defekt wird in Abschnitt 6 auf zwei Weisen ausge-

1
merzt). Der Ansatz, mit dem sich — 3 ¢ (d) ¢™’? € Z als Anzahl darstellen
N dln

laBt, fithrt in seiner Verallgemeinerung auf das sogenannte Pdlya-Burnsidesche
Abzdhlverfahren.

In Abschnitt 6 erganzen wir den kombinatorischen Ansatz von Abschnitt 5 zu
einem vollstandigen Beweis von Satz 2.1. Dies kann auf zwei Arten geschehen;
eine davon fiihrt tiber eine Charakterisierung aller Polynome, die auf ganzen
Zahlen ganze Werte liefern (Satz 6.2).

In Abschnitt 7 wird Satz 2.1 auf sogenannte Nester verallgemeinert und erhalt im
Falle eines endlichen Nestes einen kombinatorischen Aspekt, der den kombina-
torischen Zugang von Abschnitt 5 verallgemeinert. Dadurch wird die zahlenthe-

1
oretische Verallgemeinerung der Zahlen — " ¢ (d) ¢™’? (Abschnitt 2) mit ihrer
N din

kombinatorischen Interpretation (Abschnitt 5) vereinigt. |[...]

Zahlentheorie |: Die Dirichletfaltung und der
Aquivalenzsatz fiir Geisterwittfolgen

Der Aquivalenzsatz

Der erste Beweis von Satz 1.1 ist ein zahlentheoretischer. Er fragt sich allgemeiner,
welche Folgen (by,bo, bs,...) € ZN+ von ganzen Zahlen die Eigenschaft haben, daf

1
oy

N din

¢ (d)b,,q € Z fur jedes n € N, ist. Und tatsidchlich erweist sich, dafi diese

Folgen durch eine Fiille weiterer Eigenschaften beschreibbar sind:

Satz 2.1 (der Aquivalenzsatz fiir Geisterwittfolgen): Sei (by, by, b3, ...) €
ZN+ eine Folge ganzer Zahlen. Dann sind folgende Aussagen A, B, C, D,
&, F, G und 'H aquivalent:



Aussage A: Fiir jede Zahl n € N, und jeden Primteiler p von n gilt
by,p = b, mod p””(").

Hierbei ist die Zahl v, (n) weiter unten definiert.

Aussage B: Es gibt eine Folge (1,1, 73, ...) € ZN+ ganzer Zahlen, die

(bn = de’;/d fir jedes n € N+> (5)
dln

erfullt.

Aussage C: Es gibt genau eine Folge (xq, x5, x3,...) € ZN+ ganzer Zahlen,
die (5) erfiillt.

Aussage D: Es gibt eine Folge (y1, s, ¥, ...) € ZN+ ganzer Zahlen, die

(bn =) dyg fiir jedes n € N+) (6)

dn

erfullt.

Aussage £: Es gibt genau eine Folge (y1, s, ys,...) € ZN+ ganzer Zahlen,
die (6) erfiillt.

Aussage F: Fiir jedes n € N gilt

> 1(d)bnyg € 02, (7)
d\

wobei p : Ny — Z die sogenannte Mobiusfunktion ist (siehe ihre Definition
weiter unten).

Aussage G: Fiir jedes n € N gilt
> ¢(d)bnya € L. (8)

dn

Aussage H: Fiir jedes n € N gilt

Z bggT(Ln) € nZz.

i=1
Wir miissen zwei der in diesem Satz verwendeten Begriffe erst einmal definieren:

Definition (Mo6biusfunktion p): Die Mébiusfunktion p : Ny — 7Z ist
definiert durch

p(n)
1, wenn n ein Produkt von gerade vielen paarweise verschiedenen Primzahlen ist;
= —1, wenn n ein Produkt von ungerade vielen paarweise verschiedenen Primzahlen ist;
0, wenn in der Primfaktorzerlegung von n (mindestens) eine Primzahl mehrfach vorkommt



2 Diese Definition mag auf den ersten Blick sehr willkiirlich aussehen; allerd-
ings werden wir spater sehen, wie natiirlich die Funktion p eigentlich ist.

Definition (p-Wertigkeit): Fiir jede von 0 verschiedene ganze Zahl n
bezeichnen wir mit v, (n) die groBte Zahl k& € N, fiir die p* | n gilt. Mit
anderen Worten: v, (n) ist die Potenz, in der der Primfaktor p in der Prim-
faktorzerlegung von n vorkommt. Die Zahl v, (n) wird oft als p- Wertigkeit
(oder p-adische Wertigkeit) der Zahl n bezeichnet.

Man setzt oft auch v, (0) = oo, um dem Ausdruck v, (n) fir jede ganze
Zahl n (und nicht nur fiir jede von 0 verschiedene ganze Zahl n) Sinn zu
verleihen.?

Bemerkung: Der Name von Satz 2.1 riihrt daher, daf§ eine Folge (by, by, b3, ...) € ZN+,
die die dquivalenten Aussagen A, B, C, D, £, F, G und H erfillt, als Geisterwittfolge
(oder Nebenwittfolge) bezeichnet wird (zumindest in [1]).4

2.2. Aus dem Aquivalenzsatz folgt Satz 1.1

Um Satz 1.1 aus Satz 2.1 zu erhalten, reicht es aus, eine der Aussagen A, B,C, D, &, F,
G und H fiir die Folge (b1, bo, b3, ...) = (¢*, ¢%, ¢°, ...) nachzuweisen (denn dann ergeben
sich wegen Satz 2.1 sofort alle anderen Aussagen, darunter insbesondere Aussage G,
welche sofort Satz 1.1 ergibt). Am einfachsten 148t sich dies mit Aussage B erledi-
gen; denn fiir die Folge (by, by, bs,...) = (¢!, ¢, ¢>,...) gibt es offensichtlich eine Folge
(21,9, 3,...) € ZN+, die (5) erfiillt (ndmlich die Folge (x1,xs,3,...) = (¢,0,0,0,...)
mit z; = ¢ und z; = 0 fiir alle 4 > 1 5). Man kann alternativ auch Aussage A
nachpriifen:

Lemma 2.2: Seien ¢ € Z und n € N,. Sei p ein Primfaktor von n. Dann
gilt ¢"? = ¢" mod p*»(™).

Anstatt dieses Lemma direkt zu zeigen, beweisen wir etwas allgemeineres (und
niitzlicheres):

Insbesondere bedeutet dies 1 (1) = 1, denn 1 ist das Produkt von null Primzahlen, und null ist
gerade.

3Man sollte dabei natiirlich bedenken, dafl co ein Ausdruck ist, der gewissen Regeln gehorcht (wie
etwa n 4 oo = oo fur alle n € N), mit dem man aber nicht alles machen kann, was man mit ganzen
Zahlen kann (so kann man natiirlich nicht co von der Gleichung n + oo = oo subtrahieren, um
n = 0 zu erhalten). Im Zweifel sollte man sich immer bewusst sein, ob die Umformungen, die
man mit oo vollzieht, auch ohne die Verwendung des Zeichens oo sinnvoll umgeschrieben werden
konnten.

4Denn Aussage B lifit sich umschreiben als "Die Folge (by, bo, b3, ...) ist die Folge der Geisterkom-
ponenten (a. k. a. Nebenkomponenten) eines ganzzahligen (grofien a. k. a. universellen)
Wittvektors”. (Der Begriff eines Wittvektors wird in [1] erklart.)

®Denn fiir diese Folge (w1, T2, 23, ...) = (¢,0,0,0,...) ist

Sat= Mas/ =1 4 S d gyl =t 3 0=y

deN deN|,; deN|,;
s S T e T
fir d#1) N ,

=0

fiir jedes n € Ny



Lemma 2.3: Seien p € Z, u € Z und v € Z. Seien k € N, und ¢ € N.
Wenn u = v mod p¥ ist, dann ist u?* = vP" mod p**~.

Dieses Lemma, oft als kleines Henselsches Lemma bezeichnet, ist eines der wichtig-
sten Hilfsmittel in der Zahlentheorie, um Resultate tiber Restklassen modulo Prim-
potenzen zu erreichen. Unter anderem beweist man mit seiner Hilfe, dafl es Primi-
tivwurzeln modulo p* fiir primes p > 2 und k € N gibtS.

(Kleine Anmerkung am Rande: Fiir Lemma 2.3 braucht p nicht prim zu sein, auch
wenn es meist auf primes p angewendet wird.)

Beweis von Lemma 2.3: Wir beweisen Lemma 2.3 durch Induktion nach ¢. Fiir
¢ = 0 ist nichts zu beweisen. Also zum Induktionsschritt: Angenommen, fiir irgendein
¢ € N haben wir bereits v? = v? mod pF*t gezeigt, und jetzt ist es an der Zeit,
P = 0P mod pFH zu beweisen.

Aus u = vmod p* folgt insbesondere u = vmod p (denn k € Ny und damit p | p*).
Nun ist

p—1

0+1 0+1 o\ D o\ P ¢ ¢ o\t o\ p—1—1i
P ) () = ) S ) ()

=0

(nach der dritten binomischen Formel). Der erste Faktor dieses Produktes ist durch
Pt teilbar (denn u?’ = vP mod p*tt ergibt pFtt | wP — v*"). Der zweite Faktor ist
durch p teilbar (denn aus u = v mod p folgt

S ) oSS ) ) S ) e () = omo
1=0 =0 =0

). Also ist das Produkt durch p**¢.p = pF+1 teilbar. Das heifit, w? " — v?™ ist
durch pF+1 teilbar. Mit anderen Worten: w?' = vP™' mod p*++!. Damit ist der
Induktionsschritt abgeschlossen, und Lemma 2.3 bewiesen.

Aus Lemma 2.3 folgt nun schnell Lemma 2.2:

Beweis von Lemma 2.2: Da p ein Primfaktor von n ist, ist v, (n) > 1. Sei nun
¢ = v, (n) —1; dann ist also ¢ > 0 und damit ¢ € N. Seien ferner k£ = 1, u = ¢ und
v = ¢°. Dannist u = v mod p* (denn dies bedeutet nichts anderes als ¢ = ¢” mod p*, was
aus dem kleinen Satz von Fermat folgt). Nach Lemma 2.3 ist also u?" = v*' mod pF**.
Mit anderen Worten: ¢#" = (qf")p(Z mod p*tf. Wegen k+ ¢ =1+ (v, (n) — 1) = v, (n)
wird dies zu ¢7' = (qp)p(Z mod pvr(™),

Wir wollen aber zeigen, dafl ¢"/? = ¢" mod p*»(™ ist. Dies ist nicht mehr weit: wir
werden zeigen, daB ¢"/? eine Potenz von ¢?', und ¢" dieselbe Potenz von (gP)? * st

In der Tat gibt es ein m € N; mit n = mp*»™ (denn nach der Definition von v, (n)
ist p»™ | n). Somit ist n/p = mp*™ /p = mpr™—t = mpt (da v, (n) — 1 = ¢).
Also ist ¢/? = g™ = (qu)m und ¢" = (¢#)"? = (qp)mpe = ((qp)pé)m. Mithilfe von

¢ = (qp)pe mod p*(") ergibt sich nun ¢"/? = (qu)m = ((qp)pe)m = ¢" mod p”™ und
Lemma 2.2 ist bewiesen.

Und schlielich zwei Beweise von Satz 1.1 unter Berufung auf Satz 2.1:

Erster Beweis von Satz 1.1: Wenden wir Satz 1.1 auf die Folge (b1, bs,bs,...) =
(¢',¢% @3, ...) an, dann erhalten wir, da die Aussagen A, B, C, D, £, F, G und H

6sobald man erst einmal gezeigt hat, daf es Primitivwurzeln modulo p gibt



fiir diese Folge dquivalent sind. Da die Aussage B fiir diese Folge erfiillt ist (dies

folgt aus Lemma 2.2), ist also auch die Aussage G fiir diese Folge erfiillt. Das heifit,
1

S ¢ (d) by,q € nZ fiir jedes n € No. Mit anderen Worten: — Y ¢ (d) ¢/ € Z fiir

din N din

jedes n € N. Doch dies heifit nichts anderes, als dafl Satz 1.1 gilt.

Zweiter Beweis von Satz 1.1: Wenden wir Satz 1.1 auf die Folge (by,0bs,03,...) =
(¢',¢% ¢3,...) an, dann erhalten wir, da§ die Aussagen A, B, C, D, £, F, G und H
fiir diese Folge dquivalent sind. Da die Aussage A fiir diese Folge erfiillt ist (wie wir
bereits festgestellt haben), ist also auch die Aussage G fiir diese Folge erfiillt. Wie im
Ersten Beweis von Satz 1.1 folgern wir hieraus, dafl Satz 1.1 gilt.

2.3. Beweis von Satz 2.1: Einleitung

Jetzt haben wir bereits zwei Beweise von Satz 1.1, aber zu beiden fehlt noch eine
Herleitung von Satz 2.1. Es ist auf verschiedene Arten moglich, Satz 2.1 zu beweisen;
auch verallgemeinern 1a8t er sich mehrfach. Wir werden ihn spéter (in Abschnitt 4.4)
auch noch um zwei dquivalente Aussagen erweitern, und danach (Abschnitt 7) auch
noch weiter ausdehnen. Ein Beweis von Satz 2.1, sogar mehrfach verallgemeinert, ist
in [3] zu finden.” Wir wollen hier einen (in Teilen) anderen Beweis geben.

Zum Beweis von Satz 1.1 nétig ist allerdings nur die Aquivalenz A <= G bzw. die
Aquivalenz B < G (je nachdem, ob wir den Ersten oder den Zweiten Beweis nehmen
wollen); die Aussagen D und F sind ihrerseits als Zwischenschritte zum Beweis dieser
Aquivalenz forderlich. Die Aussagen C, €& und H kénnten wir getrost weglassen, wenn
es uns nur um den Beweis von Satz 1.1 ginge - aber der Vollstandigkeit halber haben
wir sie hier aufgefithrt und werden sie auch in den Beweis einbeziehen.

Ubrigens ist Aussage D (bzw., je nach Lesart, &) fiir die Folge (by,bs,bs,...) =
(¢', 4% ¢, ...) auch recht bekannt - beispielsweise kam sie (in etwas anderer Formulierung)
in [6] als Aufgabe 48 in Kapitel 5 vor (allerdings nur im Sonderfall ¢ = 2, wobei die
Losung auch fir jedes ¢ > 0 durchgeht, jedoch nicht fiir ¢ < 0; wir werden uns diesen
Losungsweg noch in Abschnitt 5 genauer ansehen).

2.4. Die Dirichletfaltung

Zum Beweis von Satz 2.1 wollen wir erstmal eine Notation einfiihren. Mehrere der
Aussagen von Satz 2.1 enthalten Summen, in denen iiber Teiler d von n summiert

wird, und in der Summe kommen d und ® Sor. Einige solche Summen kennt man
in der Zahlentheorie unter dem Begrift Dirichlet-Faltungen. Diese Dirichlet-Faltungen
sind fiir die elementare und die analytische Zahlentheorie recht wichtig und kommen
in den meisten Biichern dartiber (z. B. [5], Kapitel 2, Abschnitt 3) vor. Bevor wir
definieren, was eine Dirichlet-Faltung ist, vereinbaren wir eine Notation:

Definition (Zahlenfunktion, ¢, id und 1): Unter einer Zahlenfunktion
verstehen wir im Folgenden eine Funktion von N, nach Z. Insbesondere

"Und zwar erhilt man Satz 2.1, indem man man Theorem 15 in [3] auf den Fall N = N, anwendet.
Man beachte, daf§ die Aussagen, die wir hier mit A, B, C, D, £, F, G und H bezeichnet haben, in
[3] auf die Namen Cgy, Dy, Dy, s, £, Fz, Gz bzw. Hg horen.



sind ¢ und p zwei Zahlenfunktionen. Wir definieren eine weitere Zahlen-
funktion € : Ny — Z durch

<5 (n) = { 1, wennn = 1; fiir jedes n € N+> .

0, wennn >1

Eine weitere Zahlenfunktion ist id : Ny — N, definiert durch (id (n) = n fiir alle n € N, ).
Eine andere Zahlenfunktion ist 1 : N, — {1}, definiert durch (1 (n) =1 fiir alle n € N).

Definition (Gleichsetzung von Folgen mit Zahlenfunktionen): Fiir
jede unendliche Folge (a1, as, as, ...) ganzer Zahlen kénnen wir eine Zahlen-
funktion a : N, — 7Z definieren durch

(a(n) = a, fir jedesn € N, ).

Umgekehrt entsteht jede Zahlenfunktion a : N, — Z aus genau einer un-
endliche Folge (ay, as, as, ...) auf diese Weise. Somit kdnnen wir unendliche
Folgen ganzer Zahlen, deren Folgenglieder mit 1, 2, 3, ... indiziert sind, gle-
ichsetzen mit Zahlenfunktionen. Die Zahlenfunktion ¢ ist auf diese Weise
gleichgesetzt mit der Folge (1,0,0,0,...) (mit einer Eins am Anfang und
sonst nur Nullen). Die Zahlenfunktion id entspricht der Folge (1,2, 3,4, ...).
Die Zahlenfunktion 1 entspricht der Folge (1,1,1,1,...). Auch die Folge
(b1, b, bs, ...) aus Satz 2.1 entspricht einer Zahlenfunktion; wir werden im
Beweis von Satz 2.1 diese Zahlenfunktion mit b bezeichnen (und ebenso die
anderen vorkommenden Folgen durch die entsprechenden Zahlenfunktionen
ersetzen).

Definition (Dirichlet-Faltung): Nun ist die Dirichlet-Faltung zweier
Zahlenfunktionen f und ¢ eine neue Zahlenfunktion, genannt f % ¢g und
definiert durch

xqg)(n)= d n fir allen € N, | . 9
((f 9) () dilgf()g<d> c ) ©)

Diese Definition 148t sich auch folgendermafien ”symmetrischer” hinschreiben:

(fxg)(n)= > f(d)gl(e) firallen e N, [.  (10)
(d,e)eN?;
de=n
Aus dieser ”symmetrischen” Definition (10) folgt sofort fxg = g« f fiir zwei beliebige
Zahlenfunktionen f und ¢ % Das heifit, die Dirichlet-Faltung * ist kommutativ.

8denn fiir jedes n € N ist

(fxg)(m)= > fldgle)= > gle)f(d)

(d,e)ENT; (d,e)ENT;
de=n de=n
= Z g(d) f(e) (hier haben wir (d,e) in (e,d) umbenannt)
e
= S @ fE@=(gH®)
i

10



Ferner sieht man leicht ein, dal * assoziativ ist, d. h. dal (f xg) x h = f * (g * h) fiir
je drei Zahlenfunktionen f, g und h gilt®. Folglich konnen wir von der Zahlenfunktion
f * g = h sprechen, ohne Klammern setzen zu miissen (gemeint ist damit natiirlich
die Zahlenfunktion (f * g) = h, die gleichzeitig auch die Zahlenfunktion f x (g * h) ist).
Schliellich gilt fiir jede Zahlenfunktion f die Gleichung € x f = f xe = f, wobei ¢
die Zahlenfolge (1,0,0,0,...) (mit &, = 1 und ¢; = 0 fiir alle 7 > 1) ist'®. Dies alles
bedeutet, dafl die Zahlenfunktionen mit der Verkniipfung % und dem neutralen Element
¢ ein abelsches Monoid bilden; das heiffit, man kann die Dirichlet-Faltung * als eine Art
Multiplikation von Zahlenfunktionen deuten, und die Zahlenfolge ¢ als eine Art Eins.
Nun stellt sich heraus, dafl die Zahlenfunktionen ¢, i, €, 1 und id unter der Verkniipfung
x sich auf diverse Weisen interessant verhalten:

Satz 2.4: (a) Es gilt ¢ x 1 = id. Mit anderen Worten: Fiir jedes n € N

9 Beweis: Fiir jedes n € N ist

((fxg)*h)(n)= Z (f*g)(d)h(e) (nach (10), angewendet auf f * g und h anstelle von f bzw. g)

(d,e)ENT;
de=n

= > ) fgs)he)

(d,e)eNY; (r,8)ENT;

de=n rs=d
denn fiir jedes d ist (fxg)(d)= >. f(r)g(s) nach (10) (angewandt auf d statt n),
(r,5)ENZ;
rs=d

wobei die Indizes d und e aus der Gleichung (10) hier in 7 bzw. s umbenannt wurden

=D D D> > fmMghe)=Y > > > fg k)= > > f(rgls)h(e)

deN ZEN+; reNL SENJ;[; reNg seNg dENZ; edENJr; reNg seNg ﬁ?eNjﬁ
denn > > f(r)g(s)h(e)= > f(r)g(s)h(e), weil eine Summe der Form > ...
deNy; edeNJr; eeNy; deN;
rs=d de=n rse=n rs=d
immer nur aus einem Summanden besteht (némlich aus dem Summanden fiir d = rs)
= Y f(Ma(s)h(e
(r,s,e)ENi;
und analog
(fxlgxh)(m)= > f(d)g(r)h(s).
(d,r,s)ENi;
drs=n
Da sich die Summen > f(r)g(s)h(e) und > f(d)g(r)h(s) nur in der Benen-
(r,s,6)ENY; (d,r,s)ENT;
rse=n drs=n

nung ihrer Indizes unterscheiden, haben sie den gleichen Wert, und somit ist ((f * g) x h) (n) =
(f*(g=h))(n) fir alle n, also (f *g)*h = f *(g*h), was zu beweisen war.
Odenn fiir alle n € N ist

(fxe)(m)= D fld)e(e) (nach (10))

(d,e)ENi;
de=n
=f(n)e)+ 22 J@) ele) =f-1+ 22 f(d)-0=f(n)+0=f(n)
=1 (d,e) €N ; =0 (da e>1) (d,e)ENT ;5

de=n; e>1 de=n; e>1

und analog (e * f) (n) = f (n)

11



ist
Z|: ¢ (d) =

(b) Es gilt u* 1 =e. Mit anderen Worten: Fiir jedes n € N, ist

1, wenn n = 1;
0, wenn n > 1

(c) Es gilt p*id = ¢. Mit anderen Worten: Fiir jedes n € N ist

> n(d) ().

din

+1)

den fiinf Zahlenfunktionen ¢, i, €, 1 und id bilden kann. Natiirlich sind die 5 Faltungen,
die man mit € bilden kann, trivial (denn ¢ * f = f * ¢ = f fiir jede Zahlenfunktion f).
Uber einige der anderen 15 — 3 — 5 = 7 Faltungen la8t sich auch etwas aussagen. So

ist ¢ x id die Funktion, die jedes n € N, in i ggT (k,n) iiberfithrt (Ubungsaufgabe!);
k=1

&.\3

Dies sind nur 3 von den = 15 moglichen Dirichlet-Faltungen, die man aus

diese Funktion war Gegenstand einer fiir die IMO 2004 vorgeschlagenen Aufgabe (siehe
[4]). Die Funktion 1 % 1 ordnet jedem n € N, die Anzahl der Teiler von n zu. Die
Funktion 1 * id ordnet jedem n € N, die Summe der Teiler von n zu.

Wir wenden uns aber nun dem Beweis von Satz 2.4 zu:

(a) Sei n € N;. Fiir jeden Teiler d von n sei V; die Menge aller Zahlen i €

{1, 2, ..., Z}, die zu % teilerfremd sind. Die Méachtigkeit |V;| dieser Menge V ist dann

die Anzahl aller solchen Zahlen, also ¢ (Z) Andererseits gibt es eine Bijektion
—{j€{1,2,...,n}|ggT (j,n) =d}, gegeben durch i — id.

1 Somit ist [{j € {1,2,...,n} | ggT (j,n) = d}| = [Vi|. Wegen |Vi| = ¢ (Z) wird dies
zu

G € {120 n} [ g8 (om) =} = 6 (5). (1)

Andererseits ist die Menge {1, 2, ..., n} die Vereinigung der paarweise disjunkten Men-
gen {j € {1,2,...,n} | ggT (j,n) =d} fir de N, ' Also ist

{12, = S G e{l,2,un) | egT (in) =d}| = 3 ¢< > (nach (11)).

dGN‘n d€N|n

"Denn einerseits liegt fiir jedes i € Vy die Zahl id in der Menge {1,2,...,n} und erfiillt ggT (id,n) =
d (denn ggT (id,n) = ggT (id,gd) = ggT (i, %) d = d, weil ggT (z,g) =1, denn ¢ € V),
andererseits aber hat jedes Element j der Menge {je{1,2,...,n} | geT (j,n) = d} die Form d fiir

ein ¢ € Vg (némlich fir ¢ = %)

12Denn jedes Element z € {1,2,...,n} liegt in der Menge {j € {1,2,...,n} | ggT (j,n) = d} fiir genau
ein d € N, ndmlich fiir d = ggT (v, n).

12



Wegen [{1,2,...,n} =n wird dieszun = Y ¢ (Z) Also ist

déN|,,
(@9x1)(n)=(1x¢)(n) (da ¢ * 1 =1 % ¢, wegen der Kommutativitit von *)
n n - |
- ;@Qb(d) - %:‘(b <d) - d§n¢ (d) =n=1id(n).

Da dies fiir alle n € N gilt, haben wir also gezeigt, dal ¢ x 1 = id gilt. Mit anderen
Worten: Fiir jedesn € Ny ist ¥ ¢ (d) =n (denn (¢ x 1) (n) = > ¢ (d) 1 (n) =Y ¢(d)
dn d|n H/d—/ dln
=1
und id (n) = n). Damit ist Satz 2.4 (a) gezeigt.
(b) Sei PFn die Menge aller Primteiler von n. Offensichtlich ist PF n eine endliche
Menge. Wir bezeichnen mit P (PF n) ihre Potenzmenge. Wir definieren eine Abbildung

L:P(PFn)— N, durch L(S) = [] p fiir jede Teilmenge S von PFn.

peES

Diese Abbildung ist wohldefiniert!? und injektiv'®.
Andererseits ist

Yud =Y p@= Y pd+ ¥ pd)= ¥ pd+ ¥ 0= ¥ ald),

d|n deN|y, deN|p; deN|p; -0 deN|n; deN|p; deN|p;
w(d)#£0 w(d)=0 w(d)#£0 w(d)=0 w(d)#0
(12)
Nun erfiillt ein Teiler d von n aber genau dann u(d) # 0, wenn d ein Produkt von
paarweise verschiedenen Primzahlen ist (nach der Definition von p), d. h. wenn d ein
Produkt von paarweise verschiedenen Elementen der Menge PF n ist (denn Primfak-
toren, die nicht in PFn liegen, kann d nicht haben, weil d ein Teiler von n ist), d.

h. wenn d = [T p fiir eine Teilmenge S von PFn ist, d. h. wenn d = L (5) fiir ein
peS

S € P(PFn) ist,d. h. wenn d € L (P (PFn)) ist.
Wir haben also

Y oud= Y pld= X p@(s) (weil L injektiv ist)
deN|n; deN|n; SeP(PFn)
u(d)#0 deL(P(PFn))

Zusammen mit (12) fithrt dies auf

dopld)= > pn(L(9).

dn SeP(PFn)

3Denn fiir jede Menge S € P (PFn) ist [[ p € Nj,, denn jede der paarweise verschiedenen
Primzahlen p € S ist ein Primteiler von n,plifld somit ist auch ihr Produkt [] p ein Teiler von n.

“Denn wiren S und S’ zwei verschiedene Teilmengen von PFn mit L (S) piSL(S’ ), dann wére
[Ip=L(S)=L(S)= ]I e eine natiirliche Zahl mit zwei verschiedenen Primfaktorzerlegungen,
SVGaSS nicht moglich ist. res
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15 Somit ist

I
—~
|
—_
~—
2

Doch fiir jede Menge S € P (PFn) ist u (L (5))

|PF n|
S S
Sud= Y pl©E)= > =3 > (=¥
dn SeP(PFn) . SeP(PFn) k=0 SEP(PFn);
=(-1*! Sl=k  =(=1)
|PF n| |PF n|
k k
= > > ()7 =% [{SeP@Fn) | |SI=k}| -(-1)
k=0 SeP(PF n); k=0
|S|=k <|PFn|>
= L (nach der kombinatorischen
—{SEP(PFn) | |S|=k}-(~1)*

Definition von Binomialkoeffizienten)

PFZI‘ <]PFn|
k=0 k
_ PPl _ { 1, wenn |[PFn|=0;

> (=DF = (14 (—1))FEn (nach der binomischen Formel)

0, wenn |[PFn| >0

] 1, wenn n = 1; denn |PFn| =0 gilt genau dann, wenn n = 1,
] 0, wennn >1 und sonst gilt |PFn| > 0

=c(n).

Wegen (1) (n) = C%: w(d)1 (Z) = %} p(d) ist dies dquivalent zu (p * 1) (n) =€ (n).
n n

=1
Da dies fiir jedes n € N, gilt, ist also u % 1 = ¢, und der Beweis von Satz 2.4 (b) ist
komplett.

(c) Wir konnten Satz 2.4 (c) "zu Fuff” bewiesen, indem wir Zu(d)g = ¢(n)
dln

durch kombinatorische Uberlegungen nachweisen (diesen Beweis habe ich in [3], im
Beweis von Theorem 6 durchgezogen; der Leser kann ihn sich auch als Ubungsaufgabe
tiberlegen). Hier wollen wir aber einen anderen Beweis von Satz 2.4 (c) zeigen; und
zwar wollen wir Satz 2.4 (c) in wenigen Zeilen aus dem bereits bewiesenen herleiten:
Nach Satz 2.4 (a) ist id = ¢p*x 1 = 1 x ¢ (wegen der Kommutativitdt von ). Also ist

prid=px (Lxgp) = (ux1l)*xo (nach der Assoziativitét von )
=% ¢ (da p* 1 = e nach Satz 2.4 (b))
= o,
und Satz 2.4 (c) ist bewiesen. (Auswertung von p *id = ¢ an der Stelle n fiihrt
auf ,u(d)g = ¢ (n).) Dieser Beweis zeigt, wie man Aussagen tiber die Dirichlet-
din

Faltung recht schnell beweisen kann, sobald man einige grundlegende Eigenschaften
der Dirichlet-Faltung (Assoziativitdt und Kommutativitét, sowie Satz 2.4 (a) und (b))
erst einmal nachgewiesen hat.

5Denn L (S) = [] p ist ein Produkt von paarweise verschiedenen Primzahlen, und nach der Defi-

pES
nition von g ist somit p (L (S)) = 1, wenn es gerade viele Primzahlen sind (also wenn |S| gerade
ist), und p (L (S)) = —1, wenn es ungerade viele Primzahlen sind (also wenn |S| ungerade ist); in

beiden Féllen ist also pu (L (5)) = (fl)lsl.
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Definition (punktweises Produkt): Nun definieren wir eine weitere
Verkniipfung von Zahlenfunktionen, und zwar eine viel simplere: das punk-
tweise Produkt. Und zwar definieren wir flir je zwei Zahlenfunktionen f
und ¢ eine Zahlenfunktion f - ¢ durch

((f-9)(n) = f(n)g(n) firalleneN,).

Diese Zahlenfunktion f - ¢ nennen wir das punktweise Produkt der Zahlen-
funktionen f und g.

Es ist klar, dafl das punktweise Produkt kommutativ ist (d. h. dal f-g =g f fir
beliebige Zahlenfunktionen f und g gilt), assoziativ ist (also (f-g)-h = f-(g-h) fir
je drei Zahlenfunktionen f, g und h) und dafl f-1=1-f = f fiir jede Zahlenfunktion
f ist. Die Eigenschaft des punktweisen Produktes, die uns am meisten interessiert, ist
aber folgende:

Satz 2.5: Fiir je zwei Zahlenfunktionen f und g ist
(id-f) * (id-g) = id- (f x g).

Beweis von Satz 2.5: Fir jedes n € N ist

(D)« (g ) =3 (@) - o (7) =T d@ge(3)

An _ia(a) f(d)=df (d)

Also ist (id-f) = (id-g) = id - (f * g), und Satz 2.5 ist bewiesen.

SchlieBllich brauchen wir noch eine Eigenschaft der Dirichlet-Faltung: Namlich kann
man sich fragen, wann eine Zahlenfunktion f ein Inverses beziiglich % hat, also eine
Zahlenfunktion f’ mit f* f' = f'* f = ¢ existiert. Klar ist, dafl x und 1 je ein Inverses
haben (denn nach Satz 2.4 (b) sind g und 1 gegenseitig invers). Aber auch id und ¢
haben Inverse, und allgemeiner gilt:

Satz 2.6: Sei f : N, — Z eine Zahlenfunktion. Genau dann existiert eine
Zahlenfunktion f’ : N, — Zmit fxf = f'xf =&, wenn (f (1) =1 oder f (1) = —1)
ist.

Beweis von Satz 2.6: Eine Richtung von Satz 2.6 ist klar: wenn eine Zahlenfunktion
f Ny — Zmit fxf = f'x f = ¢ existiert, dann ist (f (1) =1 oder f (1) = —1) 16

%Denn aus f x f' = ¢ folgt (f* f/)(1) = (1) = 1, was wegen (f* f')(1) = d%f(d)f/ <cli> =

F@)f (1) zu f(1) f/ (1) =1 wird, und somit mufl f (1) ein Teiler von 1 sein, also f (1) = 1 oder
f(1)=-1.
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Wir wollen nun die umgekehrte Richtung beweisen: Angenommen, (f (1) =1 oder f (1) = —1).

Dann ist zu zeigen, daff eine Zahlenfunktion f' : N, — Z mit fxf' = f'xf = ¢ existiert.

Wir wollen diese Zahlenfunktion f’ : N, — 7Z konstruieren, indem wir ihre Werte
/' (n) fir alle n € N definieren. Und zwar definieren wir sie rekursiv: Sei n € N,.
Wir nehmen an, wir haben alle Werte f’(m) fiir m € N, mit m < n bereits definiert
(fiir n = 1 heifit dies, dal wir noch gar nichts definiert haben). Dann definieren wir
den Wert f’(n) durch

) = _ / n
=g |- T @i (g) (13)
d<n
(wobei 7 21) eine ganze Zahl ist, da (f (1) = 1 oder f (1) = —1) gilt). Auf diese Weise

haben wir eine Zahlenfunktion f’': N, — Z definiert. Jetzt ist nur noch zu zeigen, daf3
fiir diese Zahlenfunktion f’ auch tatsdchlich f * f' = f' % f = ¢ erfullt ist. In der Tat
gilt fiir jedes n € N die Gleichung

TN =S5 @ ()= pIRACE (%) - X s (5)+rm LQ
d<n =f(1)

= S r@r(5)rmio = ra@s(G)+em- 2 ras(

deN‘"; d€N|n§ dENln;
d<n d<n d<n

denn nach (13) ist f'(n) f(1) =c(n) — > f' <d>f<Z>
deN,,;

=e(n),

und somit ist f' * f = ¢, und wegen der Kommutativitiat von x folgt hieraus f x f' =
f'= f =e. Damit ist auch die zweite Richtung von Satz 2.6 bewiesen.

2.5. Beweis von Satz 2.1: D > £ = F < g

Nun konnen wir zum Beweis von Satz 2.1 schreiten. Wir identifizieren die Folge
(b1, b, b3, ...) mit der durch (b(n) = b, fir jedes n € N, ) definierten Zahlenfunktion
b: N, — Z. Nun fiihren wir vier neue Aussagen ein:

Aussage Dy : Es gibt eine Zahlenfunktion y : N, — Z mit b = (id -y) * 1.

Aussage &1: Es gibt genau eine Zahlenfunktion y : N, — Z mit b =
(id -y) * 1.

Aussage Fi: Es gibt eine Zahlenfunktion z : Ny — Z mit g b =id -z.
Aussage Gi: Es gibt eine Zahlenfunktion w : N, — Z mit ¢ x b = id -w.

16
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Wir werden nun zeigen, dafl diese Aussagen D;, &, F; und G jeweils dquivalent zu
den Aussagen D, £, F bzw. G sind.
Wir wollen erstmal beweisen, dafl D <= D; ist. In der Tat haben wir folgende

Aquivalenz von Aussagen'”:

D <— (es gibt eine Folge (y1, Y2, y3,...) € Z'+, die b, = > dyq fiir jedes n € Ny erfiillt)

din

= (es gibt eine Zahlenfunktion y : Ny — Z, die b(n) = Y _dy (d) fir jedes n € Ny erﬁillt)
dln

<= (es gibt eine Zahlenfunktion y : N; — 7Z, die b = (id -y) 1 erfiillt) <= D;.

Hierbei gilt der erste Aquivalenzpfeil wegen der Definition von Aussage D; der zweite
Aquivalenzpfeil ergibt sich aus der Identifikation von Folgen mit Zahlenfunktionen; der

dritte Aquivalenzpfeil kommt davon, daf (b (n) = > dy(d) fir jedes n € N+> aquivalent
dln

zu b= (id -y) * 1 ist 1¥; der vierte Aquivalenzpfeil kommt wiederum von der Definition
von Aussage D;. Somit ist D <= D; bewiesen.

Genauso, wie wir gerade D <= D; gezeigt haben, 148t sich £ <= &; zeigen (man
mufl nur an den richtigen Stellen ”eine Folge” durch ”genau eine Folge” bzw. "eine
Zahlenfunktion” durch ” genau eine Zahlenfunktion” ersetzen).

Kommen wir nun zum Beweis von F <= F;: Wir haben folgende Aquivalenz von
Aussagen'?:

F < |fiir jedes n € Ny ist > p(d) by, q € nZ)
din

< | fiir jedes n € Ny gibt es ein 2, € Z mit »_ p(d) by, a = nzn>
dln

< | es gibt eine Folge (21, 20,23,...) € Z™*, die Y u(d) by a = nz, fiir jedes n € N, erfiillt)
din

<= | es gibt eine Zahlenfunktion z : Ny — Z, die Y u(d)b (Z) =nz(n) fir jedes n € Ny erfiillt)
din

<= (es gibt eine Zahlenfunktion z : N, — Z, die px b = id -z erfiillt) <= F;.

1"Die Aquivalenzen werden weiter unten genauer begriindet.
8Denn fiir jedes n € N, ist

((dy) s D) =Y (dy)d) 1(5) =D dy(a).
d|n

AN _i4(dyy(d)=dy(d) -

und somit ist b(n) = > dy(d) fir jedes n € N+> dquivalent zu
d|n

(b(n) =((id+y) * 1) (n) fir jedes n € N), also zu b = (id -y) * 1.
YDie Aquivalenzen werden weiter unten genauer begriindet.
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Hierbei folgt der erste Aquivalenzpfeil aus der Definition von Aussage F; der zweite
und der dritte sind offensichtlich; der vierte Aquivalenzpfeil ist der Identifizierung zwis-
chen Folgen und Zahlenfunktionen geschuldet; der fiinfte Aquivalenzpfeil rithrt von der

Aquivalenz der Aussagen (Z w(d)b (Z) =nz(n) fir jedes n € N+> und pxb=1id -z
din

20 der sechste Aquivalenzpfeil kommt von der Definition von Aussage F;. Somit ist
F <= Fi bewiesen. Vollig analog zeigt sich, dal G <= §G; ist (im Beweis muss
lediglich p durch ¢ und z durch w ersetzt werden).

Als nachstes sind die Aquivalenzen zwischen den Aussagen Dy, &, F; und G; dran.
Diese sind jetzt, wo wir die FEigenschaften der Dirichlet-Faltung kennen, sehr leicht:

Beweis von Dy = F;: Angenommen, Aussage D; gilt. Dann gibt es eine Zahlen-
funktion y : Ny — Z mit b = (id-y) * 1. Wir haben also b = (id-y) x 1 = 1 % (id -y)
(wegen der Kommutativitdt der Dirichlet-Faltung ) und somit

puxb=px*(1*(d-y)) = (1) * (id -y) (wegen der Assoziativitét von )
~——
=¢ (nach Satz 2.4 (b))

=cx* (id-y) =id -y.

Also gibt es eine Zahlenfunktion z : N, — Z mit p*b = id -z, ndmlich z = y. Also gilt
Aussage F;. Damit ist D = F; gezeigt.

Beweis von F; = G;: Angenommen, Aussage F; gilt. Dann gibt es eine Zahlen-
funktion z : Ny — Z mit g * b = id-z. Nach Satz 2.4 (c) ist nun ¢ = p *id = id *pu
(da * kommutativ ist), also

Gpxb=(id*p) b= dd_ = (% b) (weil * assoziativ ist)
=id-1 =id -z
= (id-1) * (id-z) =id- (L * 2) (nach Satz 2.5) .

Also gibt es eine Zahlenfunktion w : N, — Z mit ¢ xb = id -w, namlich w = 1% z. Also
gilt Aussage G;. Damit ist F; = G; nachgewiesen.

Beweis von G = D;: Angenommen, Aussage G, gelte. Es gibt also eine Zahlen-
funktion w : Ny — Z mit ¢ *b=1id-w. Seinun y = p*w. Dann ist y = p*xw = w * u
(da * kommutativ ist), also

yxl=(w+*p)*x1l=1wsx (ux1) (da * assoziativ ist)
=e (nach Satz 2.4 (b))

=w*x€e=w,

2Denn fiir jedes n € Ny ist Z,u(d)b(ﬁ) = (p*b)(n) und _n z(n) = id(n)z(n) =
dn a =id(n)

(id-z) (n), und somit ist die Aussage (Z w(d)b (g) =nz(n) fir jedes n € N+> aquivalent zu

d|n
((u*b)(n) = (id-2z) (n) fiir jedes n € N), also zu p* b =id -z.
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und somit wird ¢ * b = id -w zu

pxb=1d-(y*1) = (idy) * id-1 (nach Satz 2.5)
—~—
=id=¢=*1 (nach Satz 2.4 (a))
= (id-y) *(¢p*x1) = (¢px 1) * (id -y) (da * kommutativ ist)
=¢x (1« (id-y)) (da = assoziativ ist) .

Nach Satz 2.6 (angewandt auf f = ¢) gibt es nun eine Zahlenfunktion ¢’ : N, — Z
mit ¢ x ¢ = ¢ x ¢ = ¢ (denn ¢ (1) = 1). Wegen der Assoziativitdt von * ist nun
¢ x(p*g) = (¢ *x¢)xg =ex*g = g fiir jede Zahlenfunktion g : N, — Z. Insbesondere
=£

folgt daraus: Wenn ¢ x g = ¢ * h fiir zwei Zahlenfunktionen ¢ und h ist, dann ist
g = h (denn ¢’ *x (¢ * g) = g und analog ¢ * (¢ *h) = h). Angewandt auf g = b
und h = 1% (id -y) ergibt dies b = 1 * (id-y) (denn ¢ x b = ¢ * (1 (id-y))). Also ist
b=1x(id-y) = (id-y) * 1 (wegen der Kommutativitit von *). Aussage D; gilt also.
Damit ist G; = D; bewiesen.

Aus Dy, = Fi, F1 = G; und G; = D, folgt schon einmal die Aquivalenz
D, < F| <= G;. Jetzt miissen wir die Aquivalenz zwischen D; und &; nachpriifen:

Beweis von Dy = &;: Angenommen, Aussage D; gilt. Wir wollen Aussage &
nachweisen; d. h. wir wollen zeigen, dafl es genau eine Zahlenfunktion y : N, — Z
mit b = (id -y) * 1 gibt. Dazu nehmen wir an, y : N, — Z und g : N, — Z seien zwei
Zahlenfunktionen mit b = (id -y) * 1 und b = (id -y) * 1. Unser Ziel besteht darin, y = g
zu beweisen.

In der Tat ist puxb = id -y (dies beweist man genau so wie im Beweis von D; = F7)
und g * b = id -y (analogerweise), und damit id -y = id -g. Dies fithrt auf y = y (denn
fir jedes n € Ny ist (id-y) (n) = id (n) y (n) = ny (n) und analog (id -y) (n) = ny (n),
und somit folgt aus id-y = id -y sofort ny (n) = ny(n) und damit y (n) = g (n) fir
jedes n € N). Folglich ist Aussage & wahr. Damit ist D; = &; gezeigt.

Zusammen mit der offensichtlichen Implikation & = D, ergibt dies die Aquivalenz
D, < &,. Diese Aquivalenz laBt sich mit D; <— F| < G, zu Dy < & <—
F1 <= G, verkniipfen. Wegen D <= D, £ < &, F <= F; und G <= G, fihrt
dies auf D <= £ <= F <= G. Jetzt fehlt es uns noch, die anderen Aussagen A, B,
C und H an diese Aquivalenz anzuschliefen.

Fiir Aussage A kann man dies entweder, indem man A <= D zeigt, oder indem
man A <= F zeigt. Wir wahlen den ersteren Weg:

2.6. Beweis von Satz 2.1: A<« D

Beweis von A = D: Angenommen, Aussage A sei wahr. Das heifit, fiir jede Zahl
n € Ny und jeden Primteiler p von n gilt

b, p = b, mod pUr(). (14)

Wir wollen Aussage D beweisen; wir wollen also zeigen, daf es eine Folge (y1, 2, ys, ...) €
ZN+ gibt, die
by, = dyq (15)
d|
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fiir jedes n € N erfiillt. Dazu definieren wir eine solche Folge (y1,¥s,¥s,...) € ZN+
rekursiv: Sei m € N,. Angenommen, alle Folgenglieder y,, € Z firn € {1,2,...,m — 1}
sind bereits definiert, und zwar so, da8 (15) fiir jedes n € {1,2,...,m — 1} erfiillt ist.
Wir wollen jetzt ein Folgenglied vy, € Z definieren, welches dazu fiihrt, da§ (15) auch
fiir n = m gilt. Wenn wir damit Erfolg haben, konnen wir auf diese Weise eine Folge
(Y1,Y2, Y3, ...) € ZN+ rekursiv konstruieren, die (15) fiir jedes n € N, erfiillt; damit
wird Aussage D bewiesen sein.
Versuchen wir also, vy, zu definieren. Und zwar wollen wir y,, als

1
m dEN y;
d<m
definieren; dazu miissen wir beweisen, dafi m | b,, — > dyg ist.
deN|,.;
d<ln
In der Tat sei PFm die Menge aller Primteiler von m. Dann ist m = [ p*(™
pePFm
2L Wir werden nun zeigen, da p*(™ | b, — ¥ dy, fiir jedes p € PFm gilt;
deN .3
a<m
daraus wird natiirlich [ p%(™ | b, — X dyq folgen (denn die Zahlen p*»(™ fiir
pePFm dEN|m;
d<m
verschiedene p € PF m sind alle teilerfremd, weil alle diese p € PFm prim sind), und
damit m | b, — > dyg, womit unser Ziel erreicht sein wird.
dEN‘m;
d<m

Wir haben angenommen, da8 (15) fir jedes n € {1,2,...,m — 1} erfillt ist. Ins-
besondere ist also (15) fir n = m /p erfiillt (denn wegen p € PFm ist mp € Z, also
m,/p € {1,2,...,m — 1}); mit anderen Worten: b,, , = >  dys. Nun zerlegen wir

d|(m/p)
die Summe Y dyg in zwei Teilsummen:
deN|,,.;
a<m

> dya= > dya+ . dya

dGN‘m; d€N|m§ dEN\rrﬁ
d<m d<m; d<m;
d|(m,p) dt(mp)
Die erste dieser Teilsummen ist
Z dy Z dy ( denn die Teiler von m, die kleiner als m sind und m_~p teilen, >
d = d . . . . .
4N 4N ) sind schlicht und einfach die Teiler von m_~p
d<m;
d|(m,p)
= Z dyd = bm/p-
d|(m,p)

Die zweite dieser Teilsummen ist

Z dyq = 0mod p*(™,
dEN‘m;

d<m;
dt(m/p)

Denn fiir jedes p € PFm ist v, (m) die hochste Zahl k € N, die p* | m erfiillt, also der Exponent,
mit dem der Primfaktor p in der Primfaktorzerlegung von m vorkommt.
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denn fiir jeden Teiler d von m, der d { (m/p) erfiillt, gilt p*»™ | d 2 und damit
dys = 0mod p*»(™) . Die Gesamtsumme ist somit

Soodya= Y dyat Y. dya =bmyp+ 0= by, p = bymodp™t™

dEN‘m; dEN‘m; dGN‘m;
d<m d<my; d<m;
d|(m,/p) dt(m/p)
=bm, p =0 InOdpvp(m)

(nach Aussage A, angewandt auf n = m, denn Aussage A haben wir ja als wahr

angenommen). Das heifit, p*»(™ | b,, — > dys. Wie wir wissen, folgt hieraus m |
deN .3
d<m
by — Y dyg, und somit ist durch (16) tatséchlich eine ganze Zahl y,, € Z definiert.
d€N|m;

d<m
Diese Zahl y,, erfiillt tatsichlich (15) fiir n = m, weil

1
Zdyd = Z dyq = my,, + Z dyg=m-— | b, — Z dyq | + Z dyg (nach (16))
dm deN,, deN|,,; m deN),; dEN ;
d<m d<m d<m
— b,
gilt.

Wir konnen also rekursiv eine Folge (yi1,vs,s3,...) € Z+ konstruieren, und diese
Folge erfiillt (15) fiir jedes n € N,. Damit ist Aussage D bewiesen. Wir haben also
gezeigt, dafl A = D ist.

Beweis von D = A: Nun wollen wir die Aussage D als wahr annehmen. Es gibt
also eine Folge (y1,¥2,¥s,...) € ZN+* ganzer Zahlen, die (6) erfiillt. Wir wollen nun
Aussage A herleiten.

In der Tat sei n € N ganz, und p ein Primteiler von n. Nach (6) gilt dann b, =
> dyg, und wenden wir (6) auf n/p statt n an, so erhalten wir b, ., = > dya.

dln d|(n/p)
Nun zerlegen wir die Summe > dy, = >, dyg in zwei Teilsummen:
d|n dEN‘n
Z dyq = Z dyq + Z dyq.
dEN‘n dENln; dGN‘n;
d|(n/p) dt(n/p)

Die erste dieser Teilsummen ist

o o dya= Y d denn die Teiler von n, die n/p teilen,
dEN,; e deN|(n p) Ya sind schlicht und einfach die Teiler von np
dl(n/p)

d|(n/p)

2Denn aus d t (mp) folgt mT/p ¢ Z, also m/d ¢ 7 (denn m/d _ dﬁ = mT/p
p p p
p 1 (m,/d), also v, (m,/d) = 0 und damit v, (m) = v, (d) (denn v, (M) = v, (d-m/d) = v, (d) +
v, (m,/d), weil fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen « und g stets v, (af) = v, (o) + v, (8) gilt),
also pU» (™) = pvr(d) | d,

), und damit
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Die zweite dieser Teilsummen ist

Z dyg = 0mod p*™,
dEN|n;
d(n/p)

denn fiir jeden Teiler d von n, der d { (n/p) erfiillt, gilt p*»™ | d 3 und damit
dys = 0mod p*(™ . Die Gesamtsumme ist somit

Z dyq = Z dya + Z dyaq Ebn/p+0=bn/pmodp””(").

dEN‘n dENm; dEN|n;
d|(n,/p) dt(n,/p)
=bn,/p =0 mod p”l’(">

Hieraus folgt
= Z dyg = Z dyq = by p modp”p(")
djn deN,
und damit ist Aussage A nachgewiesen. Wir haben damit gezeigt, dal D —> A ist.

Da wir nun A = D und D = A nachgewiesen haben, wissen wir also, dafl
A < D ist. Zusammen mit D <= £ <= F <= § ergibt dies die Aquivalenzkette
A= D= £ —= F —=G.

Hiermit haben wir zwar noch nicht den ganzen Satz 2.1 gezeigt, aber bereits genug,
um daraus Satz 1.1 herzuleiten. Unser zweiter Beweis von Satz 1.1 ist also fertig. Aber
zum ersten Beweis von Satz 1.1 bendtigen wir noch Aussage B, und Aussagen C und
G sind ebenfalls von Interesse.

2.7. Beweis von Satz 2.1: § <— H

Der Beweis von G <= H ist ganz einfach, weil Aussage H nur eine Umschreibung von
Aussage G ist, denn fiir jedes n € N ist

z; bggT(i,n) = Zl bgg‘T(jm) = Z ggT(J n) Z Z bggT(J}n) = Z Z ba
i= j=

Jje{1,2,...,n} dln j€{1,2,...,n}; dn j€{1,2,...,n};
ggT(j,n)=d ggT(j,n)=d

[ —
=|{je{1,2,...,n} | ggT(j,n)=d}|-ba
=Y e L2 ) | et =dib=30(5) =3 o(5)n

dln n din deN|,
=¢ <d> (nach (11))

=by (denn
geT(j,n)=d)

hier haben wir d fiir g in der Summe substituiert, denn
N dezN: ’ (n/ d) die Abbildung N, — Nj,, d g ist bijektiv
= > () buya=Y ¢ (d)by, g
deN,, dn

Die gerade bewiesene Aquivalenz G <= H erweitert die Aquivalenzkette A4 <
D <= £ <= F <= G um die Aussage ‘H. Wir haben damit gezeigt: A <= D <=
£ < F <= G <= H. Es fehlen aber noch Aussagen B und C.

23Djes 148t sich genauso beweisen, wie wir im Beweis von A = D gezeigt haben, daf fiir jeden Teiler
d von m, der d { (m/p) erfiillt, p*»("™) | d gilt. Wir miissen nur im Beweis immer m durch n
ersetzen.
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2.8. Beweis von Satz 2.1: A< B

An dieser Stelle gibt es zwei Wege, weiterzukommen. Wir werden sie beide begehen,
jedoch verschieben wir den zweiten auf spéter.

Der erste Weg besteht darin, A <= B zu zeigen. Der Beweis ist sehr &hnlich zu
dem obenen fiir A <= D gegebenen; wir werden, soweit moglich, den letzteren Wort
fiir Wort tibernehmen, um die Ahnlichkeiten zu verdeutlichen.

Beweis von A = B: Angenommen, Aussage A sei wahr. Das heifit, fiir jede Zahl
n € N, und jeden Primteiler p von n gilt

by p = by mod p*™. (17)

Wir wollen Aussage B beweisen; wir wollen also zeigen, daf} es eine Folge (x1, x9, 73, ...) €
ZN+ gibt, die
by = > daly”? (18)

dn

fiir jedes n € N, erfiillt. Dazu definieren wir eine solche Folge (w1, o, 3,...) € ZN+
rekursiv: Sei m € N,. Angenommen, alle Folgenglieder x,, € Z firn € {1,2,...,m — 1}
sind bereits definiert, und zwar so, da8 (18) fiir jedes n € {1,2,...,m — 1} erfiillt ist.
Wir wollen jetzt ein Folgenglied z,, € Z definieren, welches dazu fiihrt, da§ (18) auch
fiir n = m gilt. Wenn wir damit Erfolg haben, konnen wir auf diese Weise eine Folge
(w1, 22,73, ...) € ZN+ rekursiv konstruieren, die (18) fiir jedes n € N, erfiillt; damit
wird Aussage B bewiesen sein.
Versuchen wir also, x,, zu definieren. Und zwar wollen wir z,, als

1

Tm=— b — > dal (19)
m dEN‘m;
d<m
definieren; dazu miissen wir beweisen, dal m | b,, — > dx?/ 4 ist.
deN|;
ol
In der Tat sei PFm die Menge aller Primteiler von m. Dann ist m = [ p* (™
pePFm
24 Wir werden nun zeigen, daf p»(™ | b, — ¥ dz”? fiir jedes p € PFm gilt;
deN|,;
d<ln
daraus wird natiirlich [T p»™ | b, — X dz”? folgen (denn die Zahlen p(™
pePFm d€N|y;
d<m
fiir verschiedene p € PF m sind alle teilerfremd, weil alle diese p € PFm prim sind),
und damit m | b,, — > d:v?/ d, womit unser Ziel erreicht sein wird.
d€N|m;
d<m

Wir haben angenommen, da8 (18) fiir jedes n € {1,2,...,m — 1} erfillt ist. Ins-
besondere ist also (18) fiir n = m/p erfiillt (denn wegen p € PFm ist mp € Z,

also m,/p € {1,2,...,m — 1}); mit anderen Worten: b,,, = > dx((im/p)/d. Nun
d|(m,/p)

24Dies sieht man wie im Beweis von A = B.
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. . d . . .
zerlegen wir die Summe Y dz}”’? in zwei Teilsummen:

dEN‘m;
d<m
> dz/* = > dz”* + > dz/ . (20)
dEN|m; dGN‘m; deN‘m;
d<m d<m; d<m;
d|(m,p) dt(m,/p)
Die erste dieser Teilsummen ist
Z T sd _ Z da™ sd ( denn die Teiler von m, die l.deiner alls m.sind und m_p teilen,
4N deNm 1) sind schlicht und einfach die Teiler von m_p
d<m,;
d|(m,/p)
= > d;zzgl/ a (21)
d|(m,/p)

In Analogie zum Beweis von A = D wiirden wir nun erwarten, dafl sich dies zu
by, p vereinfacht; dies wird aber diesmal schwieriger als im Beweis von A = D,
und funktioniert nicht mehr in Z, sondern nur modulo p*(™) (was fiir uns natiirlich
ausreicht). Und zwar haben wir wglm/ VP = 91;21/ “mod p*»(™/ 9 fiir jeden Teiler d von

m,/p (nach Lemma 2.2, angewandt auf ¢ = x4 und n = m_7d), weil p ein Primfaktor

d
m/ :;”:md/pez, da d | (m/p)). Wegen (md) /p =
p
(m,p) /d 1aBt sich das zu xém/p)/d = 23 “mod p("/¥ umschreiben. Das heift,
pvp(m/d) | l’&m/p)/d_l,gm/d' FOlghCh ist dpvp(m/d) | d (xém/P)/d . xgb/d) _ dZEElm/p)/d_

dz™ . Doch po (™ | dpre(m/d) 25 Somit ist pte(m) | dpre(m/D) | gzlm/ P/ d _ ggm/
also ™% = dz"?”* mod p»(™) . Damit wird (21) zu

von m,//d ist (denn

Y

> = 3 dag”" = > a7 =0, mod pt ™,
d€N|m; d N—— d
d<7|n; |(m,/p) Edz((;n/p)/d mod pp(m) [(m,/p)

d|(m,/p)

Damit haben wir die erste der beiden Teilsummen auf der rechten Seite von (20) vere-
infacht (modulo p**(™ zumindest). Die zweite dieser Teilsummen ist

> dz?”* = 0 mod p*™,

dEN|m;
d<m;
dt(m,/p)
ZDenn
Up (dp”?’(m/d)> = v, (d) + vp (p”f’(m/d)> (da vy () = vp () + vp (B) fiir alle natiirlichen Zahlen o und )
—_———
=vp(m/d)
= vp (d) + vp (m,/d)
= v, (d-m,/d) (da vy (@) + v, (B) = vy, (@f) fiir alle natiirlichen Zahlen o und 3)
=uv,(m).
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denn fiir jeden Teiler d von m, der d { (m/p) erfiillt, gilt p*»™ | d 26 und damit
d:cm/ = 0mod p*»(™. Die Gesamtsumme ist somit

Sooda = S A+ Y dal) = b+ 0 = by = by mod p™

dEN|m, dGN‘m, dGN‘m,
d<m d<m; d<m;
d|(m,p) dt(mp)
=by,p mod pup (™) =0mod p?»(™)

(nach Aussage A, angewandt auf n = m, denn Aussage A haben wir ja als wahr

angenommen). Das heifit, p”(™ | b, — dx?/ 4 Wie wir wissen, folgt hieraus
deN| ;s
a<m
m | by — ¥ del”? und somit ist durch (19) tatsichlich eine ganze Zahl z,, € Z
dGN‘m;
d<m

definiert. Diese Zahl z,, erfiillt tatséchlich (18) fiir n = m, weil

dem/d: Z dajm/d—mxm/m + Z dxm/d—mxm—l— Z dxm/d

dlm deN,, _W—'l ~ deN|,,; deN|,,;
=Lm=%m d<m d<m
1
=m- - Y dxm/d + > dxm/d (nach (19))
m dEN\mv dEN‘m,
d<m d<m
= bm

gilt.

Wir konnen also rekursiv eine Folge (71, s, 3,...) € ZN+ konstruieren, und diese
Folge erfiillt (18) fiir jedes n € N,. Damit ist Aussage B bewiesen. Wir haben also
gezeigt, dafl A = B ist.

Beweis von B = A: Nun wollen wir die Aussage B als wahr annehmen. Es gibt
also eine Folge (z1, 9, x3,...) € ZN+ ganzer Zahlen, die (5) erfiillt. Wir wollen nun
Aussage A herleiten.

In der Tat sei n € N, ganz, und p ein Primteiler von n. Nach (5) gilt dann

= de”/d, und wenden wir (5) auf n,/p statt n an, so erhalten wir b, , =

dln
) dx&n/p)/d‘
d|(n/p)
Nun zerlegen wir die Summe Y dx"/ d > dazg/ 4 in zwei Teilsummen:
d|n deN‘n
> dx"/d > dxn/d + > dx"/d.
dEN‘n deN‘n, dEN|n
d|(n/p) di(n,/p)

26Djes zeigt sich wieder wie im Beweis von A = D.
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Die erste dieser Teilsummen ist

Z di” sd Z da” d ( denn die Teiler von n, die np teilen, )
dEN; deNims ) sind schlicht und einfach die Teiler von np
d|(n/p)

dl(n/p) d\(n/p)

denn fiir jeden Teiler d von n/p gilt dz!y* = dx!] (n/p)/d
m/ d = dr (m/ p)/d

mod pvp (n)

(dies beweist man genauso, wie wir dz; mod p¥(™ im

Beweis von A = B gezeigt haben)

= b,/ mod pUr().
Die zweite dieser Teilsummen ist

> dz”* = 0 mod p*™

d€N|n,
di(n,/p)
denn fiir jeden Teiler d von n, der d 1 (n/p) erfiillt, gilt p*»™ | d 27 und damit
dz”* = 0mod p*™. Die Gesamtsumme ist somit
> dxn/d = Y d:z:"/d + > dx"/d =bn,p+0=>0,,p mod p¥r ™
dEN‘n dEN‘n, dEN‘n,
d|(n/p) df(n/p)
=b, p mod pvp (M) =0mod p?r (")

Hieraus folgt
=y dzy/* = > dzy* = b, _pmod p*(™,
d|n dEN|n

und damit ist Aussage A nachgewiesen. Wir haben damit gezeigt, dal B = A ist.

Da wir nun A = B und B = A nachgewiesen haben, wissen wir also, dafl A <= B
ist. Damit haben wir die Aussage B an die Aquivalenzkette A <= D <= £ <=
F <= G <= 'H angeschlossen. Es gibt auch eine alternative Moglichkeit, diesen
Anschluss zu vollziehen - némlich durch direkten Beweis von B <= D (ohne Umweg
durch A); diese Moglichkeit werden wir spater (in Abschnitt 3) vorstellen.

2.9. Beweis von Satz 2.1: B < C

Jetzt fehlt nur noch Aussage C. Wir werden beweisen, daf§ B <= C ist. In der Tat ist
C = B klar, und zum Beweis von B =—> C miissen wir nur zeigen, daf} je zwei Folgen
(21, T9, T3, ...) € ZN+, die beide (5) erfiillen, notwendigerweise gleich sein miissen. Dazu
bezeichnen wir diese zwei Folgen mit (xy, z9, x3,...) und (Z, o, Z3,...). Da sie beide
(5) erfiillen, gilt

(bn =" daly? fiir jedes n € N+) und (bn =Y dzly/? fiir jedes n € N+) :

din din

2"Dies 148t sich genauso beweisen, wie wir im Beweis von A = D gezeigt haben, daf fiir jeden Teiler
d von m, der d { (m/p) erfiillt, p*»("™) | d gilt. Wir miissen nur im Beweis immer m durch n
ersetzen.
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Wir beweisen nun durch starke Induktion nach n, daf§ z,, = 7z, fiir alle n € N gilt.
Dazu sei n € N beliebig; wir nehmen an, daf§ wir x,,, = 7,, fiir allem € {1,2,....,n — 1}
bereits bewiesen haben. Wir miissen dann z,, = z,, zeigen. Wir haben

by =Y daly/ = N dal = N daly 2 = Y daly 4 na,

din deN|, deN),; i deN|p;
d<n =Tn=Tn d<n
und analog
~n/d ~
dEN‘n;
d<n
also
d ~n,/d ~
SN dal tna, = Y dEy 4 i, (22)
d€N|n; dEN‘n;
d<n d<n

Doch fiir jedes d € N, mit d < n gilt x4 = ¥4 (wegen unserer Induktionsannahme, daf§
Ly = T fiir alle m € {1,2,...,n — 1} bereits bewiesen ist). Also ist Y da//¢ =

deN\n;
d<n
> d%g/ ¢ und aus (22) folgt somit nz, = nZ,, also z, = T,. Damit ist der
deN|,;
a<n
Induktionsbeweis von z, = Z, fir alle n € N, komplett. Folglich sind die bei-

den Folgen (x1, 2y, x3,...) und (Z1,Ts, T3, ...) gleich, und damit ist B = C bewiesen.
Da trivialerweise C = B gilt, ist also B <= C. Zusammen mit A4 <= B und
A= D<= € = F <= § < Hfilrt dies auf A <= B <= C <= D <=
£ <— F < G <= H, und Satz 2.1 ist bewiesen.

(Ubrigens kénnten wir genauso, wie wir gerade B <= C bewiesen haben, auch
D <= & zeigen; aber wir haben D <= &£ bereits anders nachgewiesen.)

Anmerkungen: Unser obiger Beweis der Aquivalenz zwischen den Aussagen A, B
und C ist mehr oder weniger der gleiche wie in [3]?. Auch die Aquivalenz A <=
D < £ <= F <= G <= H haben wir hier etwa genauso wie in [3] bewiesen, wenn
auch in [3] der Begriff der Dirichlet-Faltung vermieden wurde?.

3. Potenzreihen und ein alternativer Beweis von
B <— D

Was wir oben in Abschnitt 2 gemacht haben, hat zum Beweis von Satz 2.1 (und damit
auch Satz 1.1) gereicht, aber es a8t Wiinsche offen: In den Aussagen B, C, D, &,
G und H von Satz 2.1 kommt der Begriff einer Primzahl nie vor (und auch in Aus-
sage F nur indirekt {iber die Definition der Mébiusfunktion p), doch zum Beweis der
Aquivalenz dieser Aussagen sind wir den Umweg iiber Aussage A gegangen, in der
Primzahlen mafgeblich sind. Man kann sich fragen, ob es nicht einen anderen Weg
gibt, die Aquivalenz B <= C <= D <= £ <= H zu beweisen, ohne die Aussage A

2In der Tat wurde in [3] ein allgemeinerer Sachverhalt gezeigt (Theorem 4 in [3]), aus dem die
Aquivalenz zwischen den Aussagen A, B und C in unserem Fall durch Anwendung auf A = Z,
N =N und ¢, = id fiir alle p folgt.

29 Auch in diesem Fall wurde in [3] etwas Allgemeineres gezeigt (Theorem 5 in [3]).

27



(und damit die Primfaktorzerlegung von n) als Zwischenschritt heraufzubeschworen.
In der Tat gibt es einen solchen Beweis, und er ist in meinen Augen interessant genug,
daf er bessere Bekanntheit verdient, als eine (nur indirekte) Erwahnung in den Tiefen
(Abschnitt 17) eines algebraischen Ubersichtsartikels [1]. Dieser Beweis verwendet den
Begriff von Potenzreihen (genauer gesagt, formalen Potenzreihen); wir wollen eine
Einfithrung in diesen Begriff geben. Wir werden also in den folgenden Abschnitten
definieren, was eine Potenzreihe sind, was die Summe und das Produkt von zwei Poten-
zreihen sind, was die Ableitung und der Logarithmus einer Potenzreihe sind, usw. Diese
Begriffe stammen alle historisch aus der Analysis, wo sie urspriinglich den Zweck hatten,
Funktionen (wie die Exponentialfunktion exp, oder die trigonometrischen Funktionen
sin und cos, und allgemein jede reell-analytische Funktion) anndhernd zu berechnen.
Aber in der Form, wie wir sie hier einfiihren, sind Potenzreihen ein von der Analysis
vollig unabhéngiges Konzept - wir werden sie nur als Kurzschreibweise fiir Zahlenfol-
gen betrachten, und nicht als unendliche Summen, in die man wirklich irgendeine Zahl
"einsetzen” konnte.’® Infolgedessen miissen wir uns auch so gut wie um Konvergen-
zfragen kiimmern, aufler wenn wir unendliche Summen von Potenzreihen betrachten -
und auch dann ist es eine formale, von der Analysis losgeloste Art von Konvergenz, die
(im Gegensatz zu der Analysis) meistens sehr leicht nachzupriifen ist.

Unsere Einfiihrung in Potenzreihen wird weitgehend in sich abgeschlossen sein. Um
allerdings zu einem tiefergreifenden Verstandnis der Materie zu kommen, sollte man
Beispiele fiir die Anwendung von Potenzreihen kennengelernt haben. Davon werden
wir hier recht wenige geben; in der Hinsicht sei der Leser auf [8] verwiesen (ein ganzes
Buch iiber Potenzreihen und ihre Anwendung in der Kombinatorik) und auch auf [16]
(ein Standardwerk zur abzéhlenden Kombinatorik, welches momentan neu aufgelegt
wird - und welches Potenzreihen in Abschnitt 1.1 einfithrt und sie ab dann immer
wieder verwendet).?! Beginnen wir erst einmal mit der Definition des Begriffes einer
Potenzreihe.

3.1. Was sind Potenzreihen?

Bildlich gesprochen handelt es sich bei Potenzreihen um eine Art ” Polynome”, die aber
unendlich viele Koeffizienten haben diirfen. Ein Polynom in einer Variable X iiber den

n .
ganzen Zahlen hat immer die Form )" ;X" fiir ein bestimmtes n € N und ganze

i=0

Koeffizienten aq, aq, ..., a,. Eine Potenzreihe in einer Variable X {iiber den ganzen
o8} .

Zahlen hat hingegen die Form > a; X" fiir ganze Koeffizienten ag, aq, as, .... Es ist

i=0
wichtig, daran zu denken, dafl man in Potenzreihen - im Allgemeinen - keine Zahlen

00 )
einsetzen kann (d. h. man kann nicht einfach 2 fir X in Y a; X" einsetzen und hoffen,
=0

dafl der entstehende Ausdruck § a;2" Sinn macht), im Gegensatz zu Polynomen. Die
=0

1=
Analysis bietet eine Reihe3? von Kriterien, wann Potenzreihen beim Einsetzen von

30Wir werden allerdings lernen, dafl man in eine Potenzreihe eine andere Potenzreihe einsetzen kann
- solange letztere bestimmte Eigenschaften hat.

31 Auch eine Google-Suche nach dem Begriff ” generating function” (zu deutsch: ”erzeugende Funk-
tion” - der Fachbegriff fiir die Darstellung einer Zahlenfolge in Form einer Potenzreihe) sollte viel
ans Licht bringen.

32Verzeihung...
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Zahlen doch noch konvergente Reihen ergeben; doch wir interessieren uns dafiir nicht,
sondern wir wollen mit Potenzreihen formal rechnen, ohne in sie irgendwelche Zahlen
einzusetzen.

Wir miissen allerdings zuerst klaren, was eine Potenzreihe iiberhaupt ist. Um eine
formale Definition einer Potenzreihe zu bekommen, miissen wir eine Potenzreihe durch
die Folge ihrer Koeffizienten kodieren (wie das auch bei Polynomen gemacht wird!).
Hier eine Definition:

Definition (ganzzahlige (formale) Potenzreihe): Unter einer ganz-
zahligen formalen Potenzreihe in der Variable X (oder einfach ganzzahli-
gen Potenzreihe in der Variable X) verstehen wir, abstrakt gesprochen,
eine Folge (ag,ay,as,...) € ZY ganzer Zahlen. Es ist zu beachten, daf
wir solche Folgen (ag,ai,as,...) € ZN (deren Folgenglieder mit 0, 1, 2,

durchnummeriert sind) micht mit Zahlenfunktionen identifizieren, im
Gegensatz zu Folgen der Form (ay,as,as,...) € ZN+ (deren Folgenglieder
mit 1, 2, 3, ... durchnummeriert sind). Dies mag nach einer begrif-
flichen Lappalie aussehen, aber es ist wichtig, denn wir werden fiir Folgen
(ag,as, as, ...) € Z~ ein Produkt einfiihren, das nichts mit dem punktweisen
Produkt von Zahlenfunktionen zu tun hat, und dieses Produkt mit - beze-
ichnen; um das Produkt nicht mit dem (ebenfalls - genannten) punktweisen
Produkt von Zahlenfunktionen zu verwechseln, ist es wichtig, daf§ wir Fol-
gen (ag, ay, as, ...) € ZN nicht mit Zahlenfunktionen gleichsetzen.

Statt von einer ”ganzzahligen Potenzreihe in der Variable X” reden wir
im Folgenden kurz von einer ”ganzzahligen Potenzreihe”, da wir hier nur
mit einer Variablen arbeiten. Solange wir nur ganzzahlige (und nicht etwa
rationale, oder noch andere) Potenzreihen kennen, werden wir auch kurz
einfach ”Potenzreihe” statt ” ganzzahlige Potenzreihe” schreiben.

Definition (Koeffizient einer Potenzreihe): Fiir jede ganzzahlige Poten-
zreihe (ag, a1, as, ...) € ZY bezeichnen wir die Folgenglieder ag, a1, as, ... als
Koeffizienten der Potenzreihe (ag,as,as,...). Genauer gesagt: Fiir jedes
1 € N bezeichnen wir die Zahl a; als den i-ten Koeffizienten der Poten-
zreihe (ag, aq,as, ...). Also ist ”Koeffizient” nur ein anderes Wort fiir ”Fol-
genglied”. Insbesondere: Wenn zwei Potenzreihen gleich sind, dann sind
alle ihre entsprechenden Koeffizienten gleich.

Definition (Summe zweier Potenzreihen): Wir definieren die Summe
a + b zweier Potenzreihen (d. h. Folgen) a = (ag,ay,as,...) € ZN und
b= (bo,b1,by,...) € ZN als die Folge

(CLQ + bo,CL1 + bl,ag + bg, ) € /A

(Das n-te Glied dieser Folge ist a,, + b,, fiir jedes n € N.)

Definition (Produkt zweier Potenzreihen): Wir definieren das Pro-
dukt a - b zweier Potenzreihen (d. h. Folgen) a = (ag,ay,as,...) € ZY und
b= (by, b1, by, ...) € ZN als die Folge

(aobo, OJObl + (llbo, a0b2 + a1b1 + agbo, ) € ZN.
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(Das n-te Glied dieser Folge ist Z arb,—p fir jedes n € N.) Statt a - b

schreiben wir auch ab. Die Addltlon + und die Multiplikation - von Poten-
zreihen (also Folgen in ZY) sind kommutativ, assoziativ und distributiv.

Wie gesagt, hat das Produkt von zwei Folgen in ZN nichts zu tun mit dem punk-
tweisen Produkt von Zahlenfunktionen. Es ist leicht zu sehen, daf fiir die Addition
und die Multiplikation von Potenzreihen alle gingigen Gesetze (die Assoziativgesetze,
die Distributivgesetze und die Kommutativgesetze) gelten.

Definition (Potenzreihen 0 und 1): Die durch 0 = (0,0, 0, ...) definierte
Folge 0 € ZN erfiillt 0+ a = a+ 0 = a fiir jede Folge a € ZY, und die durch
1=(1,0,0,0,...) (alle Glieder bis auf das erste sind Null) definierte Folge
1 € ZN erfiillt 1a = al = a fiir jede Folge a € Z.

Wir werden ofters die Folge 0 = (0,0,0,...) auch einfach mit 0 bezeich-
nen (ohne Fettdruck), und die Folge 1 = (1,0,0,0,...) auch einfach mit 1
(ebenfalls ohne Fettdruck). Allgemeiner bezeichnen wir fiir jedes a € Z die
Potenzreihe (a,0,0,0,...) (alle Glieder ab dem zweiten sind Null) mit a.

Definition (Multiplikation einer Potenzreihe mit einer ganzen Zahl):
Ferner definieren wir fiir jede ganze Zahl A und jede Potenzreihe (d. h.
Folge) a = (ag, a1, as, ...) € ZN eine Potenzreihe \ - a € ZN als die Folge

()\(lo, )\al, /\CLQ, ) S ZN.

Diese Folge wird auch als \a bezeichnet.

Definition (Potenzreihe X): Wir bezeichnen ferner mit X € ZV die
Folge (0,1,0,0,0,...) (alle Glieder bis auf das zweite sind Null).

Fiir jedes 7 € N ist dann X* die Folge (0,0, ...,0,1,0,0,...), deren i-tes Glied 1 und
alle anderen Glieder 0 sind. (Dabei ist X* definiert als i-te Potenz von X beziiglich
der Multiplikation - von Folgen; das heifit, X' =X - X -...- X))

7 mal

Unser Ziel ist nun, die Folge (ag, a1, as,...) € Z" in der Form § a; X" schreiben und
i=0

damit rechnen zu dirfen. Dazu miissen wir klarmachen, was eine unendliche Summe

wie Z a; X" iiberhaupt bedeutet. Wir werden sie als Grenzwert 11m Z a; X" deuten.
1=0 0 =0

Doch dazu miissen wir erstmal den Begriff der Konvergenz einer Folge von Folgen (1)
einfithren. Er hat eine gewisse Ahnlichkeit mit dem Begriff der Konvergenz einer Folge
von rationalen Zahlen: Wahrend die Konvergenz einer Folge von rationalen Zahlen zu
einem Grenzwert anschaulich gesehen bedeutet, dal diese Zahlen ”"immer naher” an
den Grenzwert werden und beliebig nah an ihn herankommen, bedeutet die Konvergenz
einer Folge von Folgen zu einer Grenzfolge, daf§ diese Folgen ”immer gleicher” zur
Grenzfolge werden (also immer groflere Anfangsabschnitte gleich werden) und ”beliebig
gleich” zu ihr werden. Formal gesehen ist die Definition folgende:

Definition (Konvergenz einer Folge von Folgen/Potenzreihe zu
einer Folge/Potenzreihe): Sei M eine Menge. Man sagt, eine Folge
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N
(v, a1, ,...) € (MN> von Folgen von Elementen von M konvergiere zu

einer Folge 3 € MY, wenn folgendes gilt:

Fiir jedes g € N gibt es ein N € N, sodaf} fiir jedes n € N mit n > N gilt:
(Die Folgen /8 und «, unterscheiden sich nicht vor ihrem g-ten Glied), d. h.
(fiir jedes k € {0,1,...,g — 1} ist das k-te Glied der Folge (3 gleich dem der Folge a,) .

In diesem Fall schreiben wir § = nhnolo o, und bezeichnen (3 als Grenzwert

oder Grenzfolge der Folge (ag, aq,an,...). Es ist leicht zu sehen, dafl eine
konvergente Folge immer nur zu einem Grenzwert (und nicht etwa zu zwei
verschiedenen) konvergieren kann.

Wir wollen nun ein wichtiges Beispiel fiir eine konvergente Folge von Folgen geben:
Ist (ag,ay,as,...) € Z~N eine Folge, dann konvergiert die Folge

((a0,0,0,0,0,0,...),
(ao, a1707070,07 ) ,
(CLOJ a17a2707070,
(

ag, a1, Gz, ag, 0,0, )7,
L)€ (ZN)N

gegen (ag, ay, as, ...) € ZN. Wir haben also (ag, ai, as, ...) = lim (ag, ai, ..., a,,0,0,0,0, ...).

n—oo

Wegen

o

Il
=)

(ag,ai, ...,a,,0,0,0,0,...) = (0,0,...,0,a;0,0,...)

die Folge, deren i-tes Glied a; ist
und alle anderen Glieder 0

a (0,0,..,0,1,0,0,...) => a;X°
=0

die Folge, deren i-tes Glied 1 ist
und alle anderen Glieder 0

(2

I

I
=)

(2

n .
konnen wir dies als (ag, aj, ag,...) = lim Y a; X" schreiben. Wenn wir jetzt noch die

n—00 {=
Abkiirzung i% p; fir lim i pi (wobei p; € ZN fiir jedes i € N ist) einfiihren, haben
i=0 N0 =0

0 .
> a; X*. Da wir den Summationsin-

wir es geschafft: Wir erhalten (ag,aq,as,...) =
i=0

dex beliebig umbenennen diirfen, bedeutet dies auch (ag,as,as,...) = § a; X’ und
§=0

o0 o0 . .
(ag,ay,as,...) = Y a,X™ und so weiter. Statt Y. ;X" schreibt man auch Y a; X"
=0

n= i=0 i€N
oder ag + a1 X + as X? + ... (aber die Notation ag + a1 X + asX? + ... sollte man ver-
meiden, wenn die Folgenglieder ag, aq, as, ... kompliziert aussehen; stattdessen ist in
o0 . .
diesem Fall die Notation Y a; X" oder ¥ a; X" vorzuziehen).

i=0 iEN
Wenn wir von Potenzreihen reden, wollen wir nach Moglichkeit immer die Nota-

) )
tion Y a;X* benutzen, und nicht die Notation (ag,a1,as,...). Der Grund ist, dafl
i=0
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die Rechenregeln fiir Potenzreihen in der Notation Y a;X* wesentlich klarer sind als
i=0

in der Notation (ag, a1, as,...). So haben wir das Produkt a - b zweier Potenzreihen

a = (ap,ay,ay,...) € ZN und b = (by, by, by, ...) € ZN definiert als die Potenzreihe

(aobo, &le + Cblbo, aobg -+ a1b1 =+ agbo, ) € ZN,

n
deren n-tes Glied Y ab,,_j ist fiir jedes n € N. Diese Definition wirkt ein wenig unan-

k=0
schaulich, aber in der %o: a; X *-Notation bedeutet sie: Das Produkt a - b zweier Poten-
=0
zreihen a = Z a; X und b = Z b, X" ist definiert als die Potenzreihe Z Z apb,_p X",
=0 =0 n=0 k=0

Dies ist aber genau das Ergebnis, was wir erhalten, wenn wir (nach dem Distributivge-
setz) die Klammern auflgsen:

wor= (Tax ) (o) =X X a nxt = 355 anx
i=0 =0

i=0 j=0"——~——" =0 ;=0

:aiijH'J
= Z Z a;b,_; X" (hier haben wir i + j durch n substituiert)
i=0 n=i
= Z Z a;b,_; X" = Z Z b1 X" (hier haben wir den Index i in k& umbenannt) .
n=0i=0 n=0 k=0

In der E a; X*-Notation bekommt also das (recht seltsam definierte) Produkt zweier

Potenzrelhen eine ganz natiirliche Erklarung: Man erhalt das Produkt a- b zweier

Potenzreihen a und b, indem man diese Potenzreihen a und b in der Form Z a; X* bzw.
i=0

§ b; X* darstellt, und im Produkt <§ aiXi) . <§ biXi) (nach dem Distributivgesetz)
=0 i=0 =0
die Klammern auflost.

Da die Potenzreihe 3 a; X" gleich der Folge (ag, ay, as, ...) ist, sind die Koeffizienten
i=0

00 )
der Potenzreihe Y a; X" einfach die Zahlen ag, a1, as, .... Somit gilt: Sind zwei Poten-
1=0

zreihen Z a; X* und Z b; X" einander gleich, dann gilt a; = b; fiir jedes i € N (denn

wenn zwel Potenzrelhen gleich sind, dann sind alle ihre entsprechenden Koeffizienten
gleich).

Eine Warnung fir alle, die den Begriff der Potenzreihen aus der Funktionentheorie
kennen: Unser Begriff von ”"Potenzreihen” ist in vielerlei Hinsicht ahnlich zum Be-
griff "Potenzreihen (um den Punkt 0)” in der Funktionentheorie, und oftmals auch
einfacher zu benutzen als letzterer (so mufl man sich um Konvergenz der formalen
Potenzreihen selber keine Gedanken machen, und auch die Konvergenz von Folgen von
formalen Potenzreihen ist meist viel einfacher zu zeigen als Konvergenz von Folgen
von holomorphen Funktionen in der Funktionentheorie). Allerdings hat die Einfach-
heit einen Preis: So kann man eine formale Potenzreihe nicht "um einen anderen

Punkt” entwickeln (so wie man in der Funktionentheorie z. B. die Exponentialfunk-
o Sk

z
tion z — exp z = Z o auch um den Punkt 1 herum entwickeln kann und die Funktion
=0
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s expe = 2 EFD
k=0 ek!
dere Potenzreihe einsetzen (aber letzteres geht zumindest, wenn der 0O-te Koeffizient

der ersteren Potenzreihe gleich 0 ist - siche Satz 3.4a).

erhélt), und auch eine Potenzreihe nicht immer in eine an-

3.2. Die binomische Formel und die Vandermonde-Faltungsformel:
Eine erste Anwendung von Potenzreihen

Wozu nun das Ganze? Man stellt fest, dafl man mit Potenzreihen auf elegante Weise
rechnen kann, und die enstandenen Ergebnisse wieder potenzreihenfrei umformulieren
und gut benutzen kann. Hier ein Beispiel, das uns spater noch niitzlich sein wird:

Satz 3.1 (die binomische Formel): Fiir jedes n € 7Z ist die Potenzreihe

(1+ X)" gleich > <”) X,
k=0 \k

Hierzu sind ein paar erklarende Worte angesagt:

1) Viele kennen den Binomialkoeffizienten Z nur fir n € Nund k € {0,1,...,n}
(dies ist auch der gebréuchlichste Fall fir die Verwendung von (Z), in diesem Fall ist
<Z> namlich die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen einer gegebenen n-elementigen

Menge). Doch man kann genauso fiir beliebige ganze, rationale, reelle oder sogar

n
k

komplexe Zahlen n und k € Z definieren: namlich folgendermafen:

Definition (Binomialkoeffizient (Z) mit n € Z und k£ € N): Wir

n

k‘) durch

definieren den sogenannten Binomialkoeffizienten (

n n-(n—1)-..-(n—k+1) '
<k> :{ o , wenn k > 0;

0, wenn k < 0

fir allen € Z (oder n € Q, oder n € R, oder n € C) und k € Z. Diese Defi-

1
nition sorgt dafiir, dafl die Rekursionsgleichung (n—l: = Z + ( I " 1)
fir alle n € Z (oder n € Q, etc.) und k € Z gilt (der Beweis ist sehr leicht).
33

33 Warnung: Diese Definition von i flir n € Z und k € Z ist nicht die einzige, die in der Literatur
vorkommt, und manche benutzen Definitionen, die zu anderen Werten fiihren! (Und zwar sind

n n
die Werte von ( k) flir negatives k kontrovers. Die Werte von ( k) fir £ > 0 sind unumstritten

- jeder, der den Binomialkoeffizienten Z fir n € Z und k > 0 iiberhaupt definiert, definiert
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n

Es sei angemerkt, dafl ( f

> € Z fiir alle n € Z und k € N gibt (mit obiger Definition

von Z ). Dies werden wir weiter unten (Satz 3.3 (b)) beweisen.

2) Was bedeutet der Ausdruck (1+ X)" fir n € Z 7 Fir n > 0 ist dies klar.
Fir n < 0 ist dieser Ausdruck nur dann sinnvoll, wenn die Potenzreihe 1 + X ein
multiplikatives Inverses hat. Aber es stellt sich fest: Ja, die Potenzreihe 1+ X hat ein

multiplikatives Inverses, namlich die Potenzreihe 1 — X + X% — X34 ... = § (—1)k X*.

Denn

I+X) (1-X+X =X+ ) =(1-X+X =X+ )+ X-(1-X+ X=X+ )
=(1-X+X2-X%+ )+ (X =X+ X X"+ ) =1,

weil sich alle Terme bis auf 1 gegenseitig wegkiirzen*.

Natiirlich ist Satz 3.1 fiir n > 0 einfach nur die altbekannte binomische Formel, denn

§ ") xk = i ") x* (weil ") = 0 fir alle k > n). Interessant ist fiir uns eher
k=0 \ Kk k=0 \k k

der Fall n < 0, in dem %O: Z X* eine echte unendliche Potenzreihe ist.
k=0
Nun zum Beweis von Satz 3.1: Wir zeigen erstmal, daB fiir jedes n € Z gilt:

3 ("7{‘1))@ —(1+X)- <i (Z)Xk> . (23)

k=0 k=0

n-n—1)-..-(n—k+1)
k!

ihn als . Aber fir £k < 0 wird (Z) nicht von allen Autoren als 0

1
festgelegt; manche ziehen andere Werte vor (die dann allerdings zur Folge haben, dafl (n—]: ) =

<Z) + (k " 1) nicht mehr immer gilt!). Unsere Konvention (<Z) = 0 fiir k¥ < n) hat meines

Erachtens die meisten Vorteile, und sie wird auch von Knuth in [13] und von Wilf in [8] benutzt.)
34Formaler ausgedriickt sieht dieser Beweis folgendermaflen aus:

o0 oo oo

1+X) > (D) X =Y (- xrh+ X i )P xE=>" (- xE i (—1)F xh+1
k k=0 k=0

=0 k=0 k=0

M

(—1)F x* 4 i (—D)F "t x*
k=1

>
Il
=)

(hier haben wir in der zweiten Summe & durch k — 1 substituiert)

(—1)F x* 4 (OO (1)t xk - (1)01X0> - (OO (—1)F x* 4 3 (1)’“Xk> —(-1)°7t x?©

M T0

((—1)’“ Xk 4 (—1)Ft X"') (1) =0+1=1.

b
Il
o

=((-D)F (- 1) XF=0XF=0
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In der Tat ist

0 (B0 =B ) B0

E0) S0 -E0 B

k=0 k=0
(hier haben wir £ — 1 fiir £ in der zweiten Summe substituiert)

S S

( hier haben wir die zweite Summe um den Summanden fur & =

0
erweitert, was nichts dndert, da dieser Summand 0 ist (denn (O 1)

Sl ) =g ()

Aus (23) und (14+X)° =1 = 5 <0>Xk (denn (2) = ) folgt

1, wenn k = 0;
k=0 \k

0, wenn k # 0
nun (1+ X)" Z ( Xk fiir alle n > 0 per Induktion nach n, und (1 + X)"

o0

> <Z> X* fiir alle n < 0 per ”Riickwirtsinduktion” nach n (also Schritt von n + 1
k=0

auf n, statt wie in der gewohnlichen Induktion von n auf n+1). Somit ist (1 + X)" =

§ Z XP* fiir alle n € Z bewiesen, und Satz 3.1 ist gezeigt.
k=0
Eine Bemerkung am Rande: Oft definiert man auch gebrochene oder gar komplexe

Potenzen von 1+ X, indem man (1 + X)" = Z ( )X * fiir gebrochene bzw. komplexe

n setzt. Solche Potenzen haben, wenn man fur X eine reelle Zahl einsetzt, nicht
unbedingt ihren Sinn, aber als Potenzreihen kann man sie problemlos definieren.

Wir wollen nun als Beispiel dafiir, wie niitzlich Potenzreihen sein konnen, die soge-
nannte Vandermonde-Faltungsformel beweisen (eine bekannte Formel aus der Kombi-
natorik). Diese Formel ist nicht notwendig fiir unsere weiteren Pléne; deshalb kann der
Leser auch gleich zum Anfang von Abschnitt 3.3 springen.

Hier ist also die Formel:

Satz 3.2 (die Vandermonde-Faltungsformel): Fiir beliebige a € Z,

beZ und n € Z ist
a+b " (a b
()2 060

(Die Summe Y ist fiir n < 0 einfach als die leere Summe zu verstehen, und die leere
k=0
a+b

)zOfﬁrn<O
n

Summe hat per definitionem den Wert 0, was sich natiirlich mit (
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deckt.)
Beweis von Satz 3.2: Nach Satz 3.1 ist (14 X)* = ioj (Z)X’“ = (?)Xi und
k=0 0 \1

7=

1=0

analog (1+ X)" =3 (i)X’. Also ist

(1+X)“(1+X)b:i<?>)(i.i<b> ZZ()( k>Xn

i=0 i=0 n=0 k=0
(nach der Rechenregel fiir das Produkt zweier Potenzreihen). Andererseits ist

QI+X)1+X)=01+X)"= <azb>Xk (nach Satz 3.1)
k=0

Somit ist

SR 20

Doch wenn zwei Potenzreihen gleich sind, sind alle ihre entsprenden Koeffizienten gle-
ich; somit folgt hieraus

" (a\( b a+b
= fiir alle n € N.
SEGL)-() e

b
Doch auch fiir negative ganze n gilt Z ( )( ) = (a:; ) (denn fiir negative
k=

ganze n ist (a;:b>—0und 3 ( )(nbk
zi:()( ) (a b) fiir alle n € Z.

Damit ist Satz 3.2 bewiesen.
Nun konnte sich ein kritischer Leser fragen, was wir eigentlich gewonnen haben, in-

(leere Summe) = 0). Somit ist

dem wir Binomialkoeffizienten Z mit negativem (oder gar rationalem oder reellem)
n eingefithrt und mithilfe von Potenzreihen Satz 3.2 gezeigt haben. Denn fiir die
”gewoOhnlichen” Binomialkoeffizienten (also Z mit n € Nund £ € {0,1,....,n})

bendtigt man fiir den Beweis von Satz 3.2 keine Potenzreihen (man kann in diesem
Fall néamlich (1 + X)* und (14 X)” genauso gut als Polynome auffassen, weil a und
b natiirliche Zahlen sind). Die Benutzung von Potenzreihen war also nur in dem Fall
notwendig, wenn die Binomialkoeffizienten nicht ”gewdohnlich” sind, also a < 0 oder
b < 0 ist. Aber warum interessieren uns solche Binomialkoeffizienten?

Wie sich herausstellt, gibt es dafiir einen guten Grund: Solche Binomialkoeffizienten
sagen einiges aus iiber die ”gewohnlichen” Binomialkoeffizienten. Denn es gilt:
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Satz 3.3 (Obere Negation): (a) Fiir n € Z (oder n € Q, oder n € R,
oder n € C - je nachdem, was man will) und k € N gilt stets

<—kn> oy (n + Z - 1>. 20

(b) Fiir jedes n € Z und jedes k € N ist (Z) € Z.

Beweis von Satz 3.3: (a) Nach der Definition von Binomialkoeffizienten ist

—n)-((—n)—1) .. ((—m) =k +1
<_n>:{< HCIRSICORIEE I -~

k 0, wenn k£ < 0

<n+k_1> { (ntk—1)-(n+k—-1)—1)-(n+k—-1)—k+1)

, wenn k > 0;
k! :
k 0, wenn k£ < 0

Um (24) zu beweisen, miissen wir somit nur noch zeigen, dafl

(—n)-((=n) = 1)-r((=n) =k + 1) = (=) (n+k=1) - (n+k—=1)=1)- .- (n+k—1) —k+1))
gilt, wenn k£ > 0 ist. Doch dies ist klar, denn

(—n) - ((=n) = 1) oo ((—=n) =k + 1) = (=D (n-(n+1)- .- (n+k—1))

=(-D)" (n+k-1)-(n+k—2)..-n)
= (=" ((n+k=1) - (n+k=1=1) .- (n+k—=1)—k+1)).

Damit ist (24) bewiesen, also Satz 3.3 (a) gezeigt.
(b) Im Falle von n > 0 ist

<Z> = (Anzahl aller k-elementigen Teilmenge einer vorgegebenen n-elementigen Menge) € Z,

und im Falle von n < 0 ist

—n+k—1
<Z> = (—1)* ( " +k > (nach Satz 3.3 (a), angewandt auf — n statt n)
cZ
(denn setzen wir v = —n + k — 1, dann ist ¥ > 0 und damit

()0

= (Anzahl aller k-elementigen Teilmenge einer vorgegebenen v-elementigen Menge) € Z

). In beiden moglichen Fillen ist also <Z> € 7Z. Daher muss (Z) € 7Z immer gelten.

Damit ist Satz 3.3 (b) gezeigt, und der Beweis von Satz 3.3 ist vollstandig.
Mithilfe von Satz 3.3 (a) kénnen wir Satz 3.2 ein wenig mutieren:
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Folgerung 3.4 (die zweimal negierte Vandermonde-Faltungsformel):
Fiir beliebige a € Z, b € Z und n € Z ist

((a+b)n+n—1> :i<a+Z—1><b+(z:lZ)—1>.

k=0

Beweis von Folgerung 3.4: Wenden wir Satz 3.2 auf —a und —b statt a bzw. b an,

so erhalten wir
()

((—a) + (—b)) _ <— (a+ b)) 1y ((a +b)+n— 1>;

n n

(—;) (1) (a—f—l;— 1>;
() (),

Setzen wir dies in (25) ein, und kiirzen wir (—1)" heraus, erhalten wir die Behauptung
von Folgerung 3.4.

Nun betrachten wir Folgerung 3.4 genauer: Wenn a und b natiirliche Zahlen sind,
dann sind die Binomialkoeffizienten in Folgerung 3.4 ganz gewoéhnliche Binomialkoef-

—1
fizienten (aufler gelegentlich auftretenden 0] = 1 im Falle von a = 0 oder b = 0),
und wir haben damit eine Identitat zwischen gewohnlichen Binomialkoeffizienten be-
wiesen, aber im Beweis ”ungewohnliche” Binomialkoeffizienten wie <—ka und Poten-

zreihen verwendet. Dies ist ein starkes Argument dafiir, daf3 der Begriff einer Poten-
zreihe kein Irrweg ist.

Man kann iibrigens Satz 3.2 auch etwas anders variieren, indem man nur a durch —a
ersetzt (aber b unverdndert 148t).

3.3. Einsetzung von Potenzreihen ineinander

Wir fithren nun eine simple Notation ein:

Definition (Potenzreihe lower a): Ist a eine Potenzreihe, dann definieren
wir eine neue Potenzreihe lower a folgendermafien: Wir schreiben a in der

> .
Form a = Y @; X" mit ganzen Zahlen ag, a;, as, .... Dann bezeichnen wir
i=0

o0 .
mit lower a die Potenzreihe 3 a; X 1.
i=1
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Wir haben dann

oo oo o0
_ i 0 i i
a—'EOaiX =qap X —|—§1aiX —@o—i—élaiX, also
1= =1 1= 1=

o0 oo
a—ay= Z%‘XZ = XZain_l = X lowera.
—_———
=lower a

Da ag der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a ist, 1a3t sich dies umschreiben als
a — (der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a) = X lower a. (26)

Insbesondere folgt hieraus a = X lower a, wenn der O-te Koeffizient der Potenzreihe a
gleich 0 ist.

Das folgende einfache Resultat iiber Potenzreihen wird oft (teilweise stillschweigend)
gebraucht:

Satz 3.4a (Satz vom Einsetzen von Potenzreihen): Sei P eine Poten-
zreihe, deren 0O-ter Koeffizient gleich 0 ist.

(a) Sei b = 3 b; X" eine weitere Potenzreihe. Dann konvergiert die Folge
=0

(i biPi) gegen eine Potenzreihe.
1=0 neN

o .
Diese Potenzreihe bezeichnet man mit b o P oder mit Y b;P*; man nennt
i=0
sie auch die Einsetzung von P in b, oder die Auswertung von P an b.
(Anschaulich gesprochen ist diese Potenzreihe b o P das, was man erhilt,
wenn man die Potenzreihe P an Stelle von X in die Potenzreihe b einsetzt.
Satz 3.4a (a) besagt also, dafl man eine Potenzreihe, deren 0-ter Koeffizient
gleich 0 ist - so eine Potenzreihe ist in unserem Fall P - in eine Potenzreihe
einsetzen darf. Aber man sollte nicht vergessen, dal man sonst im Allge-
meinen nichts - nicht einmal Zahlen! - in eine Potenzreihe einsetzen darf.)

(b) Sei P eine Potenzreihe, deren 0-ter Koeffizient gleich 0 ist. Seien b und
¢ zwei weitere Potenzreihen. Dann ist —(bo P) = (=b)o P, (b+c¢)o P =
boP+coP und (bc)o P = (bo P)(co P).

Beweis von Satz 3.4a: Da P eine Potenzreihe ist, deren 0-ter Koeffizient gleich 0 ist,
gilt P = X lower P (wegen (26)).
(a) Sei @ die Potenzreihe, deren k-ter Koeffizient gleich dem k-ten Koeffizienten
k .
der Potenzreihe Y b;P* fiir jedes £ € N ist. Wir wollen dann zeigen, dafl die Folge
i=0

n .
(Z bZ-P’> gegen die Potenzreihe () konvergiert. Dazu miissen wir beweisen, daf3
=0 neN

fol_gendes gilt:
Fiir jedes g € N gibt es ein N € N, sodaf} fiir jedes n € N mit n > N gilt:

(Die Folgen () und Z b; P" unterscheiden sich nicht vor ihrem g-ten Glied) , d. h.

=0

(fiir jedes k € {0,1,...,g — 1} ist das k-te Glied der Folge @ gleich dem der Folge Z b; P’

1=0
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Da wir ”Potenzreihe” statt ”Folge” und ”Koeffizient” statt ”Glied” sagen, bedeutet
diese Bedingung also:

Fiir jedes g € N gibt es ein N € N, sodaf fiir jedes n € N mit n > N gilt:

(Die Potenzreihen () und Z b; P' unterscheiden sich nicht vor ihrem g-ten Koefﬁzienten) , d. h.
i=0

( fir jedes k € {0,1,...,g — 1} ist der k-te Koeffizient der Potenzreihe @) )

gleich dem der Potenzreihe i b; P
i=0

Und in der Tat ist diese Bedingung erfiillt, ndmlich (zum Beispiel) fir N = g, denn
fir N = g gilt: Fiir jedes n € Nmit n > N (also n > g, weil ja N = g ist) und jedes
ke{0,1,..,q— 1} ist

(der k-te Koeffizient der Potenzreihe Q)

k
= <der k-te Koeffizient der Potenzreihe biPi> (nach der Definition von @)

=0

i=k+1

= (der k-te Koeffizient der Potenzreihe Z biP’) — (der k-te Koeflizient der Potenzreihe Z biPi)
i=0

i=k+1

k n n
(denn wegen k < g =N < nist Z b, Pt = Z b, Pt — Z biPi)
i=0 i=0
= <der k-te Koeflizient der Potenzreihe Z bz-PZ)
i=0
(weil

(der k-te Koeflizient der Potenzreihe Z biPi)

i=k+1
= Z b; (der k-te Koeflizient der Potenzreihe Pi) = Z b,0=0
i=k+1 i=k+1

=0, denn Pi=(X lower P)‘=X?(lower P)" und i>k

gilt). Damit ist Satz 3.4a (a) bewiesen.

(b) Die Gleichungen — (bo P) = (=b)o P und (b+c¢)o P = bo P+ co P sind
sehr leicht zu zeigen. Um (bc) o P = (bo P) (co P) zu beweisen, miissen wir genauer
mit Grenzwerten arbeiten; wir iiberlassen den Beweis dem Leser®®. Wir werden die
Aussage von Satz 3.4a (b) nicht zum Beweis von B <= D gebrauchen; daher belasse
ich es hierbei.

o0 o)
35Hinweis: wenn man b in der Form b = 3~ ;X% und ¢ in der Form ¢ = Y ¢; X? schreibt, dann ist
i=0 i=0

(£ () ([£20) ) (52

fir jedes n € N. Jetzt muss man sich iiberlegen, dafl fiir n — oo die linke Seite dieser Gleichung
gegen (be) o P und die rechte gegen (bo P)(co P) strebt. Fir die linke ist dies trivial; fiir die
rechte muss man ein wenig nachdenken.
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3.4. Rationale Potenzreihen und Ableitung

Nach diesen Fingeriibungen im Arbeiten mit Potenzreihen wollen wir nun ein paar
weitere Definitionen geben, die uns den Weg zum alternativen Beweis von B <=
D ebnen. Zuerst wollen wir unsere Theorie von ganzzahligen Potenzreihen (d. h.
von Folgen, deren Glieder ganze Zahlen sind) auf sogenannte rationale Potenzreihen
ausdehnen:

Definition (rationale Potenzreihe): Wir haben bislang iiber ganzzahlige
Potenzreihen geredet; dies sind Folgen, deren Glieder ganze Zahlen sind.
Wir konnen genauso rationale Potenzreihen definieren als Folgen, deren
Glieder rationale Zahlen sind. Wir definieren fiir rationale Potenzreihen
genau die gleichen Notationen wie fiir ganzzahlige Potenzreihen; insbeson-
dere schreiben wir eine rationale Potenzreihe (ag, ay, as,...) € QY auch als

S .
unendliche Summe Y @;X?. Die Menge Z" der ganzzahligen Potenzreihen
i=0
ist eine Teilmenge der Menge QY der rationalen Potenzreihen.
Wenn wir im Folgenden von einer ”Potenzreihe” sprechen, meinen wir eine
rationale Potenzreihe (aufler, wir sagen extra dazu, dafl wir eine ganzzahlige
Potenzreihe wollen!).

Nun definieren wir die sogenannte Ableitung einer Potenzreihe. Obwohl dieser Be-
griff sehr dhnlich zum Begriff der Ableitung einer Funktion in der Analysis ist (er ist an
diesen Begriff angelehnt - siche Anmerkung 1) nach der Definition), bendtigen wir fiir
seine Definition iiberhaupt keine Analysis (keine Grenzwerte, keine Differenzierbarkeits-
Bedingungen, etc. )

Definition (Ableitung einer Potenzreihe): Sei a = ioz a; X" eine ganz-

zahlige oder rationale Potenzreihe. Dann definieren wir eine neue ganz-
zahlige bzw. rationale (je nachdem, ob a ganzzahlig oder rational war)

o0 .
Potenzreihe ' durch ¢’ = Y (i+1)a;11 X’. Statt o’ nennt man diese
=0

d
Pot ihe oft auch —a.
otenzreihe oft auch ——-a

d x ,
Diese Potenzreihe o’ = X0 = > (24 1) a;11 X" nennt man oft die Ableitung
=0

(oder formale Ableitung) der Potenzreihe a nach X.

Anmerkungen: 1) Der Begriff ” Ableitung” kommt hier natiirlich daher, dal man in

00 )
der Funktionentheorie die Ableitung einer Funktion, die durch eine Potenzreihe Y a;z"
=0

gegeben ist, nach der Formel Z (i + 1) a;;12° berechnen kann; doch wir brauchen uns

nicht um die Funktlonentheorle zu kiilmmern, um mit Ableitungen formaler Potenzrei-
hen zu arbeiten. Historisch war es so, da} der Begriff der Ableitung einer Funktion

36weshalb dieser Begriff auch formale Ableitung genannt wird, um hervorzuheben, da$ er rein formal
durch Manipulation der Potenzreihe definiert wird und nicht (wie der Ableitungsbegriff in der
Analysis) durch Grenzwerte
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(von R nach R, oder von C nach C) zuerst erfunden wurde, und dann der Begriff der
Ableitung einer formalen Potenzreihe "nach seinem Abbild” erschaffen wurde, indem

einfach die Formel Z (i + 1) a;;12° als die Definition genommen wurde. Ableiten von
Potenzreihen ist aber viel einfacher als Ableiten von Funktionen: Wir brauchen uns

nicht um Differenzierbarkeit zu kiimmern.

2) Die Ableitung von Potenzreihen erfiillt die gleichen Rechenregeln wie die Ableitung
d

d
von Funktionen: Fiir jede Potenzreihe P und jedes A € Q gilt e (AP) = /\EP Fir
d
jedes A € Q gilt d—X)\ = 0 (wobei wir hier A\ als "konstante Potenzreihe” betrachten,
d. h. als Folge (), 0,0,0,...), in der alle Folgenglieder bis auf das nullte gleich 0 sind).
Fiir je zwei Potenzreihen P und @ gilt

d d d

d d d
(PQ) (dXP>.Q+P'<dXQ>' (28)
Durch mehrfache Anwendung von (28) erhalten wir
d , d
P =iP ' (Sp 2
i ()= () =

fiir jede Potenzreihe P und jedes i € N,.

3.5. Der natiirliche Logarithmus einer rationalen Potenzreihe

Nun eine weitere Definition:

Definition (natiirlicher Logarithmus einer rationalen Potenzreihe):
Fiir jede rationale Potenzreihe a, deren 0-ter Koeffizient gleich 1 ist, definieren
wir eine neue rationale Potenzreihe In a durch

lna:—i(l_,a)i.

i—1 v

Diese neue Potenzreihe Ina heiflt der naturliche Logarithmus der Poten-
zreihe a.

Hierzu sind einige Bemerkungen notig:

% 1 — A
1) Die unendliche Summe Z (1-a) ist definiert als lim Z (1-a)

i=1 l N0 =1 l

n (1 —
wir aus, daf} die Folge (Z ( - a)

. Dabei nutzen

) konvergiert, was aus Satz 3.4a (a) (angewandt,
=1 1
neN

auf die Potenzreihen P =1 —a und b = Y —) folgt?", weil der 0-te Koeffizient der
=1 1
Potenzreihe 1 — a gleich 0 ist (denn der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a ist 1).

37Strenggenommen miissten wir in Satz 3.4a (a) iiberall i = 0 durch i = 1 und ”Potenzreihe” durch
"rationale Potenzreihe” ersetzen, um Satz 3.4a (a) auf unsere Situation anzuwenden, doch auch
mit diesen Anderungen 148t sich der Beweis von Satz 3.4a (a) genauso durchfithren wie oben.
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2) Fiir jede rationale Potenzreihe a, deren 0-ter Koeffizient gleich 1 ist, haben wir
nun eine neue rationale Potenzreihe In a definiert. Es sollte jedoch darauf hingewiesen
werden, daf} fiir eine ganzzahlige Potenzreihe a die Potenzreihe In a nicht notwendiger-
weise ganzzahlig sein muss.

3) Oftmals wird auch log a statt Ina geschrieben.

4) Man sieht sofort ein, dafi In1 = 0 ist.

5) Die Bezeichnung In ist an die Analysis angelehnt, wo der ganzzahlige Logarithmus

oo (1 — v
In die Potenzreihendarstellung Inx = — ( , ?)
=1 1

in der Ndhe von z = 1 hat (diese

Darstellung ist besser bekannt in der Form In(1 —z) = — § £ in der Nahe von
=11
x = 0). Wie immer, brauchen wir uns aber im Falle formaler Potenzreihen keine
Gedanken dariiber zu machen, wo eine solche Potenzreihe konvergiert.
In der Analysis ist der Logarithmus dafiir bekannt, Produkte in Summen umzuwan-
deln: In (ab) = Ina + Inb, soweit Ina und Inb definiert sind. Auch unser ”formaler”

Logarithmus In von Potenzreihen hat diese Eigenschaft:

Satz 3.5: (a) Sind a und b zwei Potenzreihen, deren 0-te Koeffizienen
gleich 1 sind, dann ist In (ab) = Ina + Inb.

(b) Fiir jedes d € N sei a (d) eine Potenzreihe, deren 0-ter Koeffizient 1 ist.
Angenommen, die Folge (ﬁ a (d)) konvergiert. Dann ist In ]O_o[ a(d) =
d=1 neN d=1

§ Ina (d), wobei wir mit ﬁ (d) den Grenzwert der Folge (ﬁ a (d))
d=1 d=1 d=1 neN
bezeichnen.

Diesen Satz direkt zu beweisen ist gar nicht so einfach (es geht aber). Wir werden ihn
durch einen Trick beweisen, indem wir zuerst einen Hilfssatz (den wir sowieso spéter
noch einmal brauchen werden) zeigen:

Satz 3.6 (der Satz von der logarithmischen Ableitung): Sei a eine
rationale Potenzreihe, deren 0O-ter Koeffizient gleich 1 ist. Dann gibt es
eine rationale Potenzreihe b, die b - a = 1 erfiillt. Wir bezeichnen diese
Potenzreihe b mit a~! (weil sie ja das multiplikative Inverse der Potenzreihe
a ist). Der 0-te Koeffizient dieser Potenzreihe a=! ist 1.

d d
Ferner gilt — (Ina) = a™! - —a. Wenn die Potenzreihe a ganzzahlig ist,

dX dX

dann sind auch die Potenzreihen ¢! und Fi%e (Ina) ganzzahlig.

Dies ist besonders interessant, weil nicht fiir jede ganzzahlige Potenzreihe a, deren
O-ter Koeffizient gleich 1 ist, auch die Potenzreihe In a ganzzahlig ist - aber (nach Satz
3.6) ihre Ableitung doch.

Beweis von Satz 3.6: Zuerst beweisen wir, dafl es eine rationale Potenzreihe b gibt,
die b-a = 1 erfiillt. Und zwar konstruieren wir eine solche Potenzreihe direkt: Die

Folge (i (1-— a)i> konvergiert (dies folgt auf Satz 3.4a (a), angewandt auf die
1=0 neN
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Potenzreihen P =1 —a und b = i Xt 38 weil der 0-te Koeffizient der Potenzreihe
i=0

1 — a gleich 0 ist®). Daher ist die unendliche Summe § (1—a) = lim 5 (1—a)

i=0 n—00 =
wohldefiniert. Nun definieren wir die Potenzreihe b durch b = ioj (1 —a)’. Dann ist b
i=0
eine rationale Potenzreihe, und erfiillt
b-(l—a):Z(l—a)i-(l—a) :Z(l—a)iH:Z(l—a)i
i=0 i=0 i=1

(hier haben wir ¢ 4+ 1 in der Summe durch ¢ substituiert)

—Y -0 -0 =b-1,

—_———— =1

alsol =b—0b-(1—a)=b-(1—-(1—a)) =b-a. Wir haben also die Existenz einer
rationalen Potenzreihe b, die b-a = 1 erfiillt, bewiesen. Und wir wissen jetzt auch, wie
man diese Potenzreihe b findet: b = > (1 —a)’. Da wir diese Potenzreihe b mit =
i=0
bezeichnen, haben wir also a™! = ioj (1—a).
i=0
Der 0-te Koeffizient dieser Potenzreihe a~! ist 1 (denn unter Verwendung der weiter
oben definierten Potenzreihe lower a gilt

denn aus (26) folgt a — 1 = X lowera

al = Z (1-— a)i = Z (=X - lower a)i (da der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a gleich
i=0 i=0 1ist), also 1 —a = —X - lowera
=>» (—lowera) X"
i=0
und damit

/N

der O-te Koeffizient der Potenzreihe a_l) = <der 0-te Koeffizient der Potenzreihe »  (— lower a)' X ’)
=0

=) | der O-te Koeffizient der Potenzreihe (— lower a) X' =1
i=0

dieser Koeffizient ist 1, wenn =0 ist,
und sonst ist er immer 0

38Strenggenommen miissten wir in Satz 3.4a (a) iiberall ” Potenzreihe” durch "rationale Potenzreihe”
ersetzen, um Satz 3.4a (a) auf unsere Situation anzuwenden, doch auch mit diesen Anderungen
148t sich der Beweis von Satz 3.4a (a) genauso durchfiithren wie oben.

39denn der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a ist 1
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d d
Nun wollen wir zeigen, dal — (Ina) = a™! - ——a ist. Dazu rechnen wir:

dXx dX
d
df (hl CL)
- di( <_ ; ( ; 2 > (nach der Definition von Ina)
[e.9] d 1 _ 7
== d ( ; 2 (nach (27), auf unendliche Summen tibertragen)
i=1
i 0 ((1 a)i) denn : (AP) = A ‘ P fiir jedes A € Q und jede Potenzreihe P
= — - _ a T )
o~ L i—1 d
= - -1 (1— 1 —
;\Zﬁ,( 2 ax -
=1 d d" — d

(denn (29) (angewandt auf P =1 — a) ergibt 4 ((1 - a)i) —i(l—a)"- < d

dX dX
=— 2 (1—a)"- (—d;i(a> = 2. (1—a)"- d;i(a = ; (1—a) -dc)l(a
—a1
(hier haben wir ¢ fiir ¢ — 1 in der Summe substituiert)
= a_l d

. diX(I.

SchlieBlich wollen wir zeigen, daf} fiir jede ganzzahlige Potenzreihe a auch die Poten-

d oo .
zreihen a ! und X (In a) ganzzahlig sind. Doch dies ist klar: Denna™ = Y (1 —a)' =

=0

lim f: (1 —a)’ ist ganzzahlig (als Grenzwert einer Folge ganzzahliger Potenzreihen),

d
und e (Ina) =at- ¢ ist ebenfalls ganzzahlig (als Produkt ganzzahliger Poten-
zreihen). Somit ist der Beweis von Satz 3.6 vollstandig.
Aus Satz 3.6 konnen wir nun Satz 3.5 schnell mithilfe von folgendem Lemma folgern:

Satz 3.7 (Ableitungskriterium): Seien u = § X und v = 5 v; X"
i=0 i=0
d d
zwei rationale Potenzreihen. Wenn uy = vy und ﬁu = ﬁv gilt, dann ist
u=u.
‘ ® - d ® . ‘
Beweis von Satz 3.7: Wegen u = Y u; X" ist d—Xu = > (i+1)u;11 X", und analog
i=0 i=0
d o0 , d d 00 . x> .
ﬁv = ZZ:O (/l + 1) UZ'+1XZ. Somit wird ﬁu = ﬁv zu 1;() (Z + 1) Ui+1XZ = Z (/l + ].) ’UZ'_A'_lXZ.

i=

Wenn zwei Potenzreihen gleich sind, sind jeweils entsprechende Koeffizienten gleich;
also folgt hieraus (7 + 1) w41 = (i 4+ 1) v;41 fiir jedes i € N. Wegen i+ 1 > 0 ergibt dies
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Uir1 = U4 fiir jedes ¢ € N. Das heift, u; = v; fiir jedes j € Ny = N\ {0}. Aber auch
fir j = 0 muf u; = vj gelten (da ug = vg). Also ist u; = v; fiir jedes j € N. Folglich

ist u = Z u, X' = E 1; X" = v, und Satz 3.7 ist bewiesen.
=0~~~ i=0

Schlieﬁlicil Znoch eine Trivialitat:

Satz 3.8: Fir jede rationale Potenzreihe a, deren O-ter Koeffizient gleich
1 ist, ist der O-te Koeffizient der Potenzreihe In a gleich 0.

Beweis von Satz 3.8: Wie wir weiter oben gesehen haben, ist 1 —a = —X - lower a.
Laut der Definition von In a ist nun

< (1—a) S (-X-1 ‘
1na:Z( ia) :Z< ;)Wera) (dal—a=—X"-lowera)
i=1 i=1
i lowera) X' Xio: (—lowera)’ X1
i=1 =1 i .

Es ist somit klar, dafl der O-te Koeffizient der Potenzreihe Ina gleich 0 ist (denn fiir
(—lowera)’ X'
i

jedes i € {1,2,3,...} ist eine Potenzreihe, deren 0-ter Koeffizient gleich

< (-1 LX
0 ist, und somit hat die Summe ) ( owe-r @)
i=1 i
diese Eigenschaft). Damit ist Satz 3.8 bewiesen.
Nun kénnen wir den Beweis von Satz 3.5 (a) durchfiihren: Bezeichnen wir mit u

die Potenzreihe In (ab), und mit v die Potenzreihe Ina + Inb. Wir haben dann

all dieser Potenzreihen ebenfalls

d d d
U= 1% (In (ab)) = (ab) X (ab) (nach Satz 3.5)

a2t () v (o) s )

= (ab) ™" (Cg(a> b+ (ab)"a- (di(b> = (ab) " b- d‘)Z(H (ab) " a- d;l(b

=a-1 =b-1
d d d d
— _1, b_l.ibzi]_ 71[)
o ax byt T gy )+ g (nb)
=——( _4 Inb
Tax Y Tax
(nach Satz 3.5)  (nach Satz 3.5)
d | Inb h (27
=% na+In (nach (27))
_d
Tax
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Andererseits gilt uy = vg, wenn wir die Potenzreihe v in der Form _%Ojo ;X und die
Potenzreihe v in der Form géoviX ¢ schreiben®. Laut Satz 3.7 folgt hieraus u = v, also
In (ab) = Ina + Inb, womit Satz 3.5 (a) endlich bewiesen ist.

Satz 3.5 (b) folgt aus Satz 3.5 (a) durch Induktion und Grenziibergang (weil In
stetig ist*!). Damit ist Satz 3.5 komplett bewiesen.

Eine Aufgabe fiir Leser, die nichts zu tun haben: Man kann Satz 3.5 (a) auch anders,
direkter (also ohne Umweg iiber die Ableitungen) beweisen, indem man x = 1 — a und
y = 1—bsetzt, und In (ab) mithilfe von z+y (1 — 2) = 1—ab vereinfacht. Auf die Weise
landet man bei einer (recht komplizierten) kombinatorischen Identitdt, die dquivalent
zu In (ab) = Ina + Inb ist. Jetzt kann man entweder diese Identitét beweisen, und
damit einen direkten Beweis von Satz 3.5 erhalten. Oder, wenn man mit dem bereits
oben gegebenen Beweis von Satz 3.5 zufrieden ist, erhdlt man diese kombinatorische
Identitat "gratis” als Folgerung. Noch eine kombinatorische Identitat also, die man
durch Rechnen mit Potenzreihen hergeleitet hat.

Noch eine banale Folgerung aus dem Vorherigen:

Satz 3.9: Sei a eine rationale Potenzreihe, deren O-ter Koeffizient gleich 1
ist.

(a) Dann ist In(a™') = —Ina. (Hierbei ist Ina™! wohldefiniert, weil aus
Satz 3.6 folgt, daB der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a™' gleich 1 ist).

(b) Fiir jedes k € Z ist In (ak) =klna.

Beweis von Satz 3.9: Nach Satz 3.5 (a) (angewandt auf b = a™') ist In(aa™!) =
Ina+1In(a™!). Wegen In (aa™') =1In1 = 0ist also 0 = Ina +In (a~!), und daraus folgt
Satz 3.9 (a). Satz 3.9 (b) folgt fiir £ > 0 durch Induktion nach k£ aus Satz 3.5 (a), und
der Fall k£ < 0 148t sich auf den Fall k£ > 0 zuriickfiihren, indem man ™! fiir a einsetzt
(hier benotigt man Satz 3.9 (a)). Damit ist der Beweis von Satz 3.9 komplett.

Da wir schon den ”formalen Logarithmus” In eingefiithrt haben, ist es naheliegend,
auch seiner Umkehrung - die, genauso wie in der Analysis, exp heifit und dieselbe
Potenzreihe hat wie in der Analysis - einige Worte zu widmen. Der Leser beachte
jedoch, dafl wir im Folgenden exp nie mehr benotigen werden; wer sich nur fiir Satz
2.1 interessiert, kann von hier direkt zu Satz 3.11 springen.

Fiir jede rationale Potenzreihe P, deren O-ter Koeffizient gleich 0 ist, definieren wir
i i

o0 o0
eine rationale Potenzreihe exp P durch exp P = ) - Diese unendliche Summe > -
i=0 1! i=o 1!
n pi
ist wieder als Grenzwert lim > — 7u verstehen, wobei die Konvergenz der Folge

<Z ,'> aus Satz 3.4a (a) (angewandt auf b = —') folgt. Man sieht leicht ein,
i=0 1! ) oy i=0 1!

ODenn wg ist der 0-te Koeffizient der Potenzreihe u = In (ab), und vg ist der O-te Koeffizient der
Potenzreihe v = Ina + In b, und nach Satz 3.8 miissen diese beiden Koeffizienten gleich 0 sein.
“Damit meinen wir, daf fiir jede konvergente Folge (@n),en von Potenzreihen, deren 0-te Koef-

fizienten alle gleich 1 sind, die Gleichung In ( lim an) = lim (Ina,) gilt. Dies ist sehr leicht zu

n—oo

beweisen.
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d B d . 4. . d _
daB X (exp P) = (exp ‘P)-ﬁP ist*4; 1nsbesonder.e folgt hieraus 7% (exp X) = exp X.
Die interessanteste Eigenschaft von exp und In ist nun:

Satz 3.10: (a) Fiir jede rationale Potenzreihe P, deren O-ter Koeffizient
gleich 0 ist, gilt In (exp P) = P.
(b) Fiir jede rationale Potenzreihe a, deren 0-ter Koeffizient gleich 1 ist,
gilt exp (Ina) = a.

Beweis von Satz 3.10 (nur grob skizziert):

(a) Wir schreiben die Potenzreihe In (exp P) in der Form In (exp P) = § u; X, und

die Potenzreihe P in der Form P = Z v; X%, Dann ist ug = 0 = v (hierbei ist

vy = 0, denn vy ist der 0-te Koeffizient der Potenzreihe P, und laut Annahme ist dieser

d
42 Beweis: Fiir jede konvergente Folge (po,p1,p2, ...) von Potenzreihen ist — lim p, = lim
dX n—oo n—oo dX

d
(dies folgt aus der Definition von — und der Definition von hm ) Angewandt auf die konvergente

pTL

dX
. L P’L d n Pi
Folge (po,pl,pg, ...), die durch p, = Y — fiir alle n € N gegeben ist, ergibt dies — lim — =
=0 1! dX n—oo 2 1!
lim — Z E Da abe
oo dX '
d <P KdP
X ; T ; X 7 (nach der Formel (27), mehrfach angewandt)
d PP ~ d P
- xo tXax
_d41 a
dX 1 dX
“1d _, 1._,, (d
~ 1 d ~ 1 . d
= Pl —P) = pit.(—P denn i! /i = (i — 1)!
;il/i (dX ) ;(iq)! (dX ) (denn at 73 = (i = 1)})
n—1 1 d
= Z 'Pl <dXP) (hier haben wir ¢ — 1 in der Summe durch ¢ substituiert)
i
=0
n—1

fir jedes n € N gilt, wird dies zu

n ; n—1 ;
d . P . P d
MnlLIf;oZ;ﬂ—nlﬂo(Z;a'<dX )) (Hslg )( )

7

(denn fiir jede konvergente Folge (po,p1,pe,...) von Potenzreihen und jede Potenzreihe ¢ ist

. . . . . .l P . P =P
lim (pnq) = ( lim pn> ¢, wie man leicht einsieht). Wegen lim T lim
n— o0 n—oo /—o 4!

n—oo =g il = !

n—oo

exp P wird dies zu % exp P = (exp P) - (;;,P), was zu beweisen war.
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Koeffizient gleich 0) und

i In(exp P)) = (exp P -t i exp P nach Satz 3.6, angewandt auf a = exp P
dX dX
e g
=(exp )’dX
d
=—P
dX

Nach Satz 3.7 ist also In (exp P) = P, und der Beweis von Satz 3.10 (a) ist komplett.
(b) Aus Satz 3.10 (a) (angewandt auf P = Ina) folgt, daB In (exp (Ina)) = Ina gilt.
Wenn wir eine Potenzreihe b durch b = a~! - exp (Ina) definieren, dann ist

Inb=1In (a’l -exp (In a)) = In (a’1> +In (exp (Ina)) (nach Satz 3.5 (a))
- 1
=—Ina =mna

(nach Satz 3.9 (a))
=0.

Nach Satz 3.6 ist aber di( (Inb) = b=t di(b’ und wegen di( (Inb) = 0 wird dies zu

=0

d d
0=>b". d—Xb, also 0 = d—Xb. Hieraus folgt schnell, dal b = 1 ist (denn der 0-te

Koeffizient von b ist 1). Also ist a™!-exp (Ina) = b = 1, daher exp (Ina) = a, und Satz
3.10 (b) ist bewiesen.

3.6. Ausblicke zu Potenzreihen

Soweit unsere kleine Einfiihrung in Potenzreihen in einer Variablen. Wer weitere An-
wendungen dieser Methode in der Kombinatorik kennenlernen will, sei auf [8] verwiesen.
Wer sich hingegen fiir weitere Verfeinerungen des Begriffes von formalen Potenzreihen
interessiert, braucht nur in ein hoheres Algebrabuch zu schauen (wie Abschnitt IV.§9
von [9] oder Abschnitt IT1.7 von [10] oder Abschnitt II1.11 von [11]); hier sind einige
Hinweise, was man in der Richtung tun kann:

e Der Ring aller ganzzahligen Potenzreihen wird meistens Z [[X]] genannt. Der
Ring aller rationalen Potenzreihen wird meistens Q [[X]] genannt. Entsprechend
kann man fiir einen Ring A einen Ring A [[X]] aller Potenzreihen mit Koeffizienten
aus A definieren. Diese Ringe haben eine Reihe interessanter Eigenschaften.

e Man kann auch Potenzreihen in n Variablen betrachten. Eine ganzzahlige Poten-
zrethe in n Variablen Xy, Xs, ..., X, wird definiert als eine n-”Multifolge” von

ganzen Zahlen, also eine Familie (a(, u,,... )) , deren Elemente mit
T ) (b1,v2,.. . vn ) ENT

n-Tupeln (vq,vs,...,v,) € N" indexiert sind. Man definiert Addition solcher
Potenzreihen durch

(a(V1,u2 ..... un))(yw2 7777 Vn)eNn—F(b(VWQ ..... un)>(yw2 ..... un)eNn:(a(”“”Q ..... vn) T O, un))(
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und Multiplikation durch

a ) (b )
( (Viv2,0evm) (v1,v2,...,vn)ENT (V1,02,-0m) (v1,v2,...,vn)ENT

= Z a(ﬂlvﬂ%---vﬂn)b(Vl_M17V2_M2=---7V7L_Mn)
(11,2500 ) ENT;

(pi<v; fiir jedes 1) (v1,v2y...,vn ) ENT

Diese Definitionen ergeben sich ganz natiirlich, wenn man die Potenzreihen (a(,,17,,27...,,,n))

und (b(ng,m,,,n)) . in den Formen > Ay o) X1 Koo X0

(V1,v2,...,vn)€ (v1,v2,...,vn)EN"

bzw. > bivs o) X1 X52... X" schreibt (so wie man Potenzreihen in
(V17V27-~~7Vn)ENn

(v1,v2,...,un)EN"

einer Variablen in der Form § a; X" geschrieben hat) und mithilfe des Distribu-
i=0

tivgesetzes ausmultipliziert.

e Fir Potenzreihen in einer Variablen gilt: Man kann in eine Potenzreihe zwar
(im Allgemeinen) keine Zahl einsetzen, aber man kann in sie eine andere Poten-
zreihe P einsetzen, solange der 0-te Koeffizient dieser Potenzreihe P gleich 0 ist.
Dies wissen wir aus Satz 3.4a. Auch fiir Potenzreihen in n Variablen gilt eine
analoge Aussage: Man kann in eine Potenzreihe in n Variablen zwar (im Allge-
meinen) kein n-Tupel von Zahlen einsetzen, aber man kann in sie ein n-Tupel
(Py, Py, ..., P,) von anderen Potenzreihen (in m Variablen, fiir ein beliebiges m)
einsetzen, solange der (0,0, ...,0)-te Koeffizient von jeder der Potenzreihen P,
Py, ..., P, gleich 0 ist.

3.7. Zwei " Normalformen” fur Potenzreihen
Als néchstes nun ein Satz, auf dem unser Beweis von B <= D beruht.

Satz 3.11: Sei p eine ganzzahlige Potenzreihe, deren O-ter Koeffizient gleich

1 1st.
(a) Es gibt genau eine Folge (1, 9, 23,...) € ZN* von ganzen Zahlen, fiir
die .
-1
I1(1—2aX?) =p (30)
d=1
gilt.
(b) Es gibt genau eine Folge (y1,¥ys,ys,...) € ZN+ von ganzen Zahlen, fiir
die .
[T(-x9)"=p (31)
d=1
gilt.

. . . . S d -1 © d —Yd
Hierbei muss man die unendlichen Produkte [] (1 — x4 X ) und ] (1 - X )
d=1 d=1

00 ~1
natiirlich als Grenzwerte von endlichen Produkten verstehen (also [] (1 — 2qX d) =
1

d=
lim 11 (12X wnd [T (1-X9) " = lim 1T (1-Xx%) "),
= d=1
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Wir wollen den Beweis von Satz 3.11 nur andeuten. Der Leser, der einen komplett
ausformulierten Beweis vorzieht, kann einen solchen fiir Satz 3.11 (a) (sogar in etwas
allgemeinerer Form) in [12] (Theorem 7 (a)) finden®3.

Wir Wollen zuerst Satz 3.11 (a) beweisen. Wir schreiben die Potenzreihe p in der

Form p = Z pnX™. Fiir jedes ¢ € N ist also p; der i-te Koeffizient der Potenzreihe p;

1nsbesondere ist pg der O-te Koeffizient dieser Potenzreihe, und folglich gleich 1.

Um Satz 3.11 (a) zu beweisen, miissen wir nun eine Folge (1,7, z3,...) € ZM* von
ganzen Zahlen finden, fiir die (30) gilt, und beweisen, dafi diese Folge die einzige solche
Folge ist.

o0 ~1
Es ist klar, daf§ die O-ten Koeffizienten der Potenzreihen T[] (1 - a:dXd> und
d=1

§ pnX™ immer gleich sind, egal wie man die Folge (21, x9, 3, ...) € ZN+ wihlt (denn
n=0

1 = po).
Wir wollen jetzt sehen, was es bedeutet, dafl die 1-ten Koeffizienten dieser Poten-
zreihen gleich sind: Wegen

H (1 - LCdXd)il

d=1

= H (1 + 24X+ 29q X% 4 25, X3 + ) (nach der geometrischen Reihenformel)
d=1

= (4o X' +2iX? + 23X+ ) (T4 2o X? + 23X + 23X+ ) (14 23X° + 23X + 28X + ) .
=14+ X 4+ (Glieder mit X fiir i > 1)

00 -1
ist der 1-te Koeffizient der Potenzreihe [] (1 — x4X d) gleich x1, und der 1-te Ko-
d=1

effizient der Potenzreihe > p,X™ ist natiirlich p;. Damit die 1-ten Koeffizienten der
n=0

00 -1 [ee)

Potenzreihen ] (1 — 20X d) und > p, X" gleich sind, muss also x; = p; sein.
d=1 n=0

Nun wollen wir wissen, wann die 2-ten Koeffizienten dieser Potenzreihen gleich sind:

© -1 © )
H (1 — ded) = H (1 4 2y X+ 2oy X2 4 g, X3 4+ ) (nach der geometrischen Reihenformel)
d=1 d=1

= (4o X' +2iX? + 23X+ ) (T4 22X + 23X+ 23X+ ) (14 23X° + 23X + 28X + ) .
=14+, X"+ x1X2 + 2o X2+ (Glieder mit X fiir i > 2)
=14z X" + (2} + 22) X? + (Glieder mit X* fiir i > 2)

o0 ~1
ist der 2-te Koeffizient der Potenzreihe ] (1 —xqX d) gleich 22 + x5, und der 2-te
d=1

[e.e]
Koeffizient der Potenzreihe Y. p,X™ ist nattirlich p,. Damit die 2-ten Koeffizienten
n=0

00 —1 00

der Potenzreihen ] (1 —xqX d) und Y p, X" gleich sind, muss also 2% + 19 = po
d=1 n=0

sein.

43Dieses Theorem 7 steht zwar recht weit am Ende von [12], jedoch braucht man den Text davor nicht
zu lesen, um den Beweis zu verstehen.
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Als nachstes schauen wir, wann die 3-ten Koeffizienten dieser Potenzreihen gleich
sind:

o _1 oo
H (1 — ded) = H (1 4 2y X+ 2oy X2 4 5, X3 4+ ) (nach der geometrischen Reihenformel)
d=1 d=1

= (4o X' +2iX? + 23X+ ) (142X + 23X + 23X+ ) (14 23X° + 23X + 28X + ) .
=14z, X" —f—ZE%XQ + 20 X2 +$?X3 + 2 X3 4 23 X3 + (Glieder mit X fir i > 3)
=14+mX' + (x% —|—a:2) X2+ (:B:f + x129 —|—a:3) X3+ (Glieder mit X fiir i > 3)

00 —1
ist der 3-te Koeffizient der Potenzreihe [] (1 —xqX d) gleich 23 + 2125 + 3, und der

d=1
3-te Koeffizient der Potenzreihe > p, X" ist natiirlich p3. Damit die 3-ten Koeffizienten
n=0
0 —1 00
der Potenzreihen ] (1 — x4X d) und Y p, X" gleich sind, muss also 23 +x z9+13 =
d=1 n=0

p3 sein.
Dieses Spiel kann man weitertreiben: Sei ¢ € N,.. Um zu sehen, wann die i-ten Ko-

fe'e) -1 [e'e)
effizienten der Potenzreihen [] (1 — xqX d) und > p, X" gleich sind, multiplizieren
d=1 n=0

00 —1
wir das Produkt [] (1 —xq4X d) soweit aus, dafl wir den i-ten Koeffizient dieses Pro-
d=1

duktes erkennen. Dieser i-te Koeffizient ist dann ein festes Polynom (mit ganzzahligen

Koeffizienten) von x1, xs, ..., ;. Nennen wir dieses Polynom P;. Dann sind also die i-
00 -1 00

ten Koeffizienten der Potenzreihen [] (1 —xqX d) und > p, X" genau dann gleich,
d=1 n=0

wenn P; (xy, T, ..., x;) = p; ist. Beispielsweise ist

Py (21) = @1;
PQ (%1,372) = ZIZ'% -+ X9,

3
Ps (21,29, x3) = 2] + 2122 + X3.

Man erkennt hieran eine Gesetzmafigkeit: Fiir jedes ¢ € N, hat das Polynom P; die
Eigenschaft, dafl darin z; nur einmal vorkommt, und zwar mit Koeffizient 1 davor und in
der ersten Potenz. Mit anderen Worten: P; (z1,xs, ..., x;) = z;+(ein Polynom in zq, zo, ..., x;_1).

(Dies erklart sich auch sehr schnell, wenn man ]o_o[ (1 — 14X d)il ausmultipliziert. )
Wir wollen nun eine Folge (x1, 9, x3,...) € chl\il finden, fiir welche die Potenzreihen

f[l (1 — 14X d)il und nio:o pn X" gleich sind. Das heifit, daf fiir jedes ¢ € N, die i-ten

Koeffizienten dieser beiden Potenzreihen gleich sind (denn die 0-ten Koeffizienten dieser

Reihen sind sowieso immer gleich, wie wir schon gesehen haben). Wie wir wissen, ist
dies aquivalent zu

P (xq, 29, ...,2;) = p;i fiir jedes i € N..

Dies ist ein Gleichungssystem in den Unbekannten xq, x2, x3, ... mit unendlich vielen
Gleichungen. Da nun

P, (x1, 9, ...,x;) = x; + (ein Polynom in xq, xo, ..., z;_1) fiir jedes 1 € N
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gilt, konnen wir dieses Gleichungssystem rekursiv nach xy, zs, 3, ... auflésen: Aus der
i-ten Gleichung P, (x4, z, ..., x;) = p; erhalten wir x;, wenn wir die bereits gefundenen
Werte von xy, x3, ..., x;_1 einsetzen. Auf diese Weise erhalten wir eine eindeutige
Losungsfolge (xq, 22, 3, ...). Das heifit, es gibt genau eine Folge (xy, 12, x3,...) € ZN+,

00 1 00
fiir welche die Potenzreihen [] (1 —xqX d) und Y. p, X" gleich sind. Damit ist Satz
n=0

d=1
3.11 (a) bewiesen.
Der Beweis von Satz 3.11 (b) ergibt sich analog, wenn man statt der Formel

-1
(1 _ ded) =14+ 2y X+ 2oy X2 4 3y X34 4

immer die Formel
DY~ (TYa\ [ ypd) d “Yd\ y2d [ TYd\ 34
(1-x7) _§< 2, )( XN =14 X +< ) )X (3 )X + ..
anwendet (diese Formel folgt aus Satz 3.1). Es ist zu beachten, daf§ wir hierbei statt den
Polynomen P; neue Polynome bekommen, die nicht mehr ganzzahlige, sondern nun-
mehr rationale Koeffizienten haben, aber immer noch beim Einsetzen ganzer Zahlen

ganze Werte ergeben (denn diese Polynome sind aus Binomialkoeffizienten zusam-
mengesetzt); genaueres iiber solche Polynome werden wir in Abschnitt 6 erfahren.

3.8. Beweis von Satz 2.1: ein alternativer Beweis von B < D

Nun endlich zum eigentlichen alternativen Beweis von B <= D:
Beweis von B = D: Angenommen, Aussage B von Satz 2.1 sei wahr. Dann gibt es
eine Folge (21, 72, 73, ...) € ZN+ ganzer Zahlen, die (5) erfiillt. Sei nun p die Potenzreihe

[T (1—2,X%)"". Nach Satz 3.5 (b) ist dann

d=1
In ﬁ (1 — ded)_l = f:ln (1 — ded)_l =— iln (1 — a:dXd) = — i (—i xil)_(di>
d=1 d=1 o) d=1 d=1 -1t
=—1n —Xq

(nach Satz 3.9 (a))

denn nach der Definition von In ist

() () o

ln(l—ded):—Z , =—3y 7/ —_ 5y &
=1 7 =1 7 =1 1
2 X di oo $/an
S IEA 3 i
d=11i=1 dlnil‘\j:m

(hier haben wir in der zweiten Summe di durch n substituiert)

-3y L
d= lTLEI‘\I+,
d

und somit

i <lnH(1—ded) )— ISy | =y Lt xS Y e,

d=1 d=1neNg; ' d=1neNg; ¥ \W_/ d=1neNy;
dln din —pXn-1 dln
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also

Xi (th (1_ded>_1> XZ Z dl’n/an 1 Z Z dxg/an_Zden/an
dX d=1 d=1neNg; d=1neNg; n=1 djn
din dln
Nach (5) ist aber 3 da/}”% = b,, fiir jedes n € N, ; somit wird dies zu
din
x. L <1n IT(1- ded)_1> =S Y day X" =3 b X" (32)
X d=1 n=1 d|n n=1
—_———

=bp

o0 —1
Nun ist ] (1 —xqX d) eine ganzzahlige Potenzreihe, deren 0O-ter Koeffizient gle-
d=1

o -1
ich 1 ist. Nach Satz 3.11 (b) (angewandt auf p = T[] (1 - a:dXd) ) gibt es daher
d=1

genau eine Folge (y1,¥2,¥s,...) € ZN+ von ganzen Zahlen, fiir die ]O_O[ (1 — Xd) e

d=1
[T (1—24X) " gilt. Nach Satz 3.5 (b) ist
d=1
00 _ o) _ 0o [e'¢) di
[ (1= )™ = S (1= X0 ™ = =3 g (1= x9) == S, (-2
d=1 d=1 d=1 =t
zfyd1n<1fXd)

(nach Satz 3.9 (b))
denn nach der Deﬁmtlon von In ist

SO (X (5.0 L

i=1 1 =1 1 i=1 1

(hier haben wir in der zweiten Summe di durch n substituiert)

-y ¥ *de”
d= IRGI‘\IJr
dln

und somit

dc)lf <lnH(1_Xd) ) ax > > *de" SIDS *yd dXX” Y dgaXn,

d=1 d=1neN; d=1neNg; d=1neNy;
d\n dn =nX"— 1 d|n
also
Xdi((lnn(l_xd)yd> X3S dpX =50 Y dgeX = 53 dyax”.
d=1 d= 17‘L€N+ d= 17‘L€N+ n= 1d‘n
din din
(33)
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~Yd

Wegen d]ioll (1 — Xd) = dlf[l (1 — ded>_1 ist aber

X. dc)l( <1HE (1 —Xd)_yd> —X. dc)l( (mﬁ (1 —ded)_l> ,

d=1

was im Lichte von (33) und (32) zu

S Y dga X" =3 b X"
n=1

n=1 d|n

wird. Da zwei gleiche Potenzreihen auch immer gleiche Koeffizienten haben, folgt

hieraus > dyq = b, fir jedes n € N,. Folglich gilt Aussage D. Wir haben also die
din
Implikation B = D gezeigt.
Der Beweis von D = B verlauft genau umgekehrt: Wir nehmen an, Aussage D

von Satz 2.1 sei wahr. Dann gibt es eine Folge (y1,y2, 3, ...) € ZN+ ganzer Zahlen, die
(6) erfiillt. Sei nun p die Potenzreihe ﬁ (1 - X d) " Genauso wie im Beweis von
B = D vorhin zeigen wir, daf} -

X- df‘i{ (ln I1(1-x9)" yd) =Y dyax”

n=1d|n

gilt. Doch da Y dy,; = b, fiir jedes n € N, gilt (nach (6)), wird dies zu

din
x. 4 (mH (1 x0) )zZZdde”:anX”. (34)
dX n=1 djn n=1
——

=by,
Andererseits ist ]O_O[ (1 - X d) ¥ eine ganzzahlige Potenzreihe, deren O-ter Koeffizient
d=1
gleich 1 ist. Nach Satz 3.11 (a) (angewandt auf p = 10_0[ (1 - Xd> 7yd) gibt es daher

d=1

% -1
genau eine Folge (1,7, 23, ...) € ZN* von ganzen Zahlen, fiir die [] (1 - ded) =
d=1

]O_o[ (1 — Xd> ¥ oilt. Hieraus folgt
d=1

d = A d s N
Aufgrund von (34) und der Identitét
d

~a T (1 a\ ! n/dyrn
X dX(lndl;[l(l :BdX) > Zde X

n=1 djn

(welche man genauso wie im Beweis von B = D vorhin zeigen kann) wird diese
Gleichung zu

STb, X" =3 daly X,
n=1

n=1 djn
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Da zwei gleiche Potenzreihen auch immer gleiche Koeffizienten haben, folgt hieraus
b, = > dazg/ “ fiir jedes n € N. Folglich gilt Aussage B. Damit ist die Implikation
d|n

D :>|B bewiesen.

Jetzt, nachdem beide Implikationen B = D und D = B bewiesen sind, ist unser
alternativer Beweis von B <= D komplett.

Da Satz 3.11 nicht nur Existenzaussagen, sondern auch Eindeutigkeitsaussagen liefert,
konnen wir diesen Beweis iibrigens zu einem Beweis von B <= C <= D <= £ er-
weitern. Die Details hiervon seien dem Leser iiberlassen.

4. Binomialkoeffizienten statt Potenzen

qn/d
4.1. d%%gb (d) (m/d

Satz 2.1 gibt eine Reihe von dquivalenten Eigenschaften einer Folge (b, by, bs, ...) € ZN+.
Aber wie sehen Folgen aus, die diese Eigenschaften erfiillen? Wir kennen schon eine
Reihe von Beispielen fiir solche Folgen: Fiir jedes g € Z ist (by, by, b3, ...) = (¢, ¢*, ¢, ...)
eine solche Folge. Aber es gibt auch ein weiteres Beispiel:

) € nZ und Analoga

Satz 4.1: Seien ¢ € Z und r € Q. Dann erfiillt die Folge (b1, by, b3, ...),

m fiir alle n € N definiert ist, die Aussagen A, B,
rn

C,D, &, F,Gund H von Satz 2.1.

welche durch b,, =

an

An dieser Stelle ist erstmal Miitrauen angebracht: Was bedeutet (
™m

)ﬁireinré@

n
? Wir kennen Binomialkoeffizienten i mit natiirlichem k, und seit Abschnitt 3 auch

welche mit ganzem £ (auch wenn wir sie fiir negatives k einfach als 0 definiert haben).
Aber mit rationalem k£ ? Nun, die Antwort ist eine sehr billige:

Definition (Binomialkoeffizient (n) mit n € Z und k € Q): Wir

k
definieren den sogenannten Binomialkoeffizienten Z fir alle n € Z (oder
n € Q, oder n € R, oder n € C) und k € Q durch

n—=1)-...-(n— 1
<n>:{n (n ) (n—k+ >,wennk€N;

k!
k 0, wenn k ¢ N

1
Wieder sorgt diese Definition dafiir, dal die Rekursionsgleichung (n;— > = (Z) +

(k: ﬁ 1) fir alle n € Z (oder n € Q, etc.) und k € Q gilt.
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Diese Definition sieht ein wenig inhaltsleer aus: Was haben wir davon gewonnen, dafl

wir einige "neue” Werte von definiert haben, indem wir sie einfach zu 0 gesetzt

n
k
haben? Das mag so sein, aber diese Definition fithrt dazu, dal Satz 4.1 fir alle r € Q
(und nicht nur fiir alle r € Z) gilt, was tatsichlich eine gewisse Bereicherung darstellt.
(Fiir gebrochenes r hat die Folge (by, by, bs, ...) zwar viele Nullen, aber sie ist immer
noch nicht die Folge (0,0,0, ...), auler wenn r > ¢ > 0 oder r < 0 ist. Insofern ist es
keine Trivialitét, daB sie die Aussagen A, B, C, D, £, F, G und ‘H von Satz 4.1 erfiillt!)
Bevor wir zum Beweis von Satz 4.1 kommen, machen wir uns klar, was Satz 4.1
impliziert. So folgt aus Aussage G von Satz 2.1, angewandt auf diese Folge, dafl

qn,/d
dz::d)(d) (rn/d) € nZ

gilt; entsprechend lafit sich aus Aussage F auf

schlielen, und Aussage H von Satz 2.1, angewandt auf dieselbe Folge, ergibt
5 (qgg (w)) c nZ.
= \regT (i,n)

Nun stellt man nach ein wenig Experimentieren fest, daf§ diese Aussagen Analoga
zulassen:

Satz 4.2: Seien ¢ € Z und r € Z (hier, im Unterschied zum Satz 4.1,
fordern wir r € Z und nicht nur r € Q). Fiir jedes n € N gilt dann

g/d\ _q g/d\ _q = (qeggT (i,n)) _ ¢
d%;qb(d) (rn/d) < ;nZ, %M(d) <7“n/d> < ;nZ, 12::1 (7“ ggT (z,n)) < ;nZ.

Dieser Satz 4.2 folgt nicht mehr direkt aus Satz 4.1, jedoch aus folgendem Analogon:

Satz 4.3: Seien ¢ € Z und r € Z (hier fordern wir wieder r € Z, wie in
—1
Satz 4.2). Dann erfiillt die Folge (by, ba, b3, ...), welche durch b, = (qn 1)
rn —
fiir alle n € N, definiert ist, die Aussagen A, B, C, D, £, F, G und H von
Satz 2.1.

Warum folgt Satz 4.2 aus Satz 4.37
Beweis von Satz 4.2: Wir stellen erst einmal fest, dafl fiir beliebige ganze a und b

mit a # 0 die Formel
a—1 a\b
(b— 1) B <b>a (35)
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gilt. 4

-1
Nun definiere man eine Folge (b1, by, b3, ...) durch | b, = m ) fiir alle n € N+>.
rn —

Laut Satz 4.3 erfiillt diese Folge dann die Aussage G von Satz 2.1. Das heifit,

qn,/d — 1
> o (d) <rn/d—1> € nZ.

din

Dies 148t sich aber als L
qn r
- 7
%qb(d) <rn/d>q €n
qn,/d — 1) B (qn/d

rn,/d—1 rn,/d
und b = rn/d). Mit anderen Worten:

qn/d\ _q

umschreiben, denn ( )T (nach (35), angewandt auf a = gn/d
q

Analog folgert man aus Aussage F von Satz 2.1 die Relation

gn/d\ _q
2 n(d) <7’n/d> € ;nZ,

dln

und aus Aussage H erhilt man

z”: (qggT (M)) c 4o

— \rggT (i,n) r

Damit ist Satz 4.2 unter Verwendung von Satz 4.3 bewiesen.
Ubrigens verallgemeinert Satz 4.2 eine recht bekannte Olympiadeaufgabe (siehe [14]).
Man konnte wegen den Sétzen 4.1 und 4.3 auf den Gedanken kommen, man kénnte
auch eine Folge (by, by, bs, ...) durch (bn = (qn -
™m— «
« eine feste ganze Zahl ist, und wiirde auch fiir sie die Aussagen A, B, C, D, &, F,
G und H von Satz 2.1 feststellen. Tatsache ist aber, dafi dies fiir o ¢ {0,1} nicht
unbedingt wahr ist (so ist & = —1 ein Gegenbeispiel).

) fiir alle n € N | definieren, wobei

#Diese Formel folgt im Falle von b € N aus

(a) ala—1)...(a=b+1) a-(a—1)(a—2)...(a—b+1)

b b! b-(b—1)!
~a (a=1)(a—2)..(a=b+1) afa-1
b (b—1)! _b(b1>’

(371

und im Falle von b ¢ N ist sie sowieso trivial.
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4.2. Lemmata zum Beweis

Wir wollen nun die Satze 4.1 und 4.3 beweisen. Beidesmal wird dies geschehen, indem
wir Aussage A fiur unsere Folge (by, by, bs,...) nachweisen. Dazu benétigen wir die
folgenden zwei Lemmata*’:

Lemma 4.4: Seien ¢ € Z, r € Q und n € N,. Sei p ein Primfaktor von n.
Dann gilt (qn/p) = (qn) mod p*»(™),

rn/p rn
Lemma 4.5: Seien ¢ € Z, r € Z und n € N,. Sei p ein Primfaktor von n.

-1 —1
Dann gilt an/p = (" mod p*»(™)
rn,/p—1 rn —1

Wir wollen zuerst Lemma 4.4 zeigen; dafiir gibt es zwei Wege:

FErster Beweis von Lemma 4.4: Zuerst fithren wir eine einfache (aber sehr niitzliche)
Sprechweise ein. Und zwar geht es um den Begriff einer p-ganzen Zahl. Die Definition
ist die folgende:

Definition (p-ganze Zahl): Sei p eine Primzahl. Eine rationale Zahl
u € Q heilt p-ganz, wenn man v in der Form u = a schreiben kann, wobei
a und [ ganze Zahlen sind mit p 4 5. In Worten: Eine ganze Zahl heifit

p-ganz, wenn man sie als Quotient zweier ganzer Zahlen schreiben kann,
und der Nenner nicht durch p teilbar ist.

Es ist leicht zu sehen, daf8 die Summe zweier p-ganzer Zahlen wieder p-ganz ist*6, und
dafl das Produkt zweier p-ganzer Zahlen wieder p-ganz ist?” (fiir beide diese Aussagen
brauchen wir die Annahme, daf p prim ist!). Ferner ist klar, dafl jede ganze Zahl auch
p-ganz ist.

2 3

Beispiele: Fiir p = 2 sind die Zahlen 1, 14 und 3 alle p-ganz, aber die Zahl 3 nicht.

Nun eine weitere Definition:

4SLemma 4.4 ist identisch mit Lemma 19 in [3]. Lemma 4.5 ist ein Sonderfall von Lemma 21 in [3].
46 Beweis: Seien w und v zwei p-ganze Zahlen. Wir miissen dann beweisen, da8 u + v wieder eine

p-ganze Zahl ist. In der Tat kann man w in der Form u = & schreiben, wobei o und 3 ganze Zahlen

B
sind mit p 1 8 (denn w ist p-ganz). Analog ergibt sich, da man v in der Form v = % schreiben kann,
)
wobei v und § ganze Zahlen sind mit p 4 6 (denn v ist p-ganz). Somit ist u+v = %4—% =2 ;—(sﬂfy'

Setzen wir € = ad + B und ¢ = (39, dann ist also u + v = % Da p 1 ¢ ist (denn da p prim ist,

folgt aus p 1 8 und p 1§ sofort p 4 35 = ¢), folgt hieraus, daBl u + v eine p-ganze Zahl ist, was zu
beweisen war.
47 Beweis: Seien v und v zwei p-ganze Zahlen. Wir miissen dann beweisen, daf u - v wieder eine p-

ganze Zahl ist. In der Tat kann man « in der Form u = % schreiben, wobei o und 3 ganze Zahlen

sind mit p t 8 (denn w ist p-ganz). Analog ergibt sich, dafi man v in der Form v = g schreiben
kann, wobei v und § ganze Zahlen sind mit p 1§ (denn v ist p-ganz). Somit ist u-v = % . % = %.
Setzen wir ¢ = a-y und ¢ = 3d, dann ist also u-v = % Da pt ¢ ist (denn da p prim ist, folgt aus
p1 B und ptd sofort pt 36 = ¢), folgt hieraus, dafl u - v eine p-ganze Zahl ist, was zu beweisen
war.
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Definition (u =

natiirliche Zahl k& € N schreiben wir « = v mod p* genau dann, wenn die

Zahl =
p

die Zahlen u und v ganz sind (und nicht nur p-ganz sind), dann ist genau

vmod p¥): Fiir zwei p-ganze Zahlen u und v und eine

auch p-ganz ist. Man sieht nun leicht, daf§ folgendes gilt: Wenn

dann u = vmod p*, wenn u = v mod p* ist*®. Somit kénnen wir (fiir zwei p-
ganze Zahlen u und v eine natiirliche Zahl k € N) statt unserer Schreibweise
u Z vmod p* auch einfach u = vmod p* schreiben, ohne (im Falle ganzer
Zahlen u und v) mit der altbekannten Notation u = vmod p* in Konflikt
zu geraten (denn im Falle ganzer Zahlen u und v sind die neue Notation
u Z vmod p* und die altbekannte Notation v = vmod p* gleichbedeutend).
Fiir zwei p-ganze Zahlen v und v und eine natiirliche Zahl £ € N hat man
also folgende Aquivalenz von Aussagen:

(u = vmodpk) = (u £ vmodpk) — (upkv ist p—ganz) .

1 5 4
1 5) 2 2 T 9 -1
Beispiele: Fur p = 2 gilt 353 mod p* (denn 3 p 3 — 2—23 =5 ist p-ganz) und
1 11 32
111 9 3 g -2 1
9 = 3 mod p* (denn J o 3 = 2? =3 ist p-ganz), aber 3 # 1 mod p?.

Wir kénnen nun genauso mit p-ganzen Zahlen "modulo p* rechnen”, wie wir es mit
ganzen Zahlen gewohnt sind: Wenn u, v, v’ und v vier p-ganze Zahlen und k£ € N eine
natiirliche Zahl sind, und wenn % = v mod p* und « = v/ mod p* erfiillt ist, dann gilt
auch u + v’ = v + v mod p* und wv’ = vv’ mod p¥. Dies beweist man genauso wie fiir
ganze Zahlen.

Was ist aber der Nutzen davon, mit p-ganzen Zahlen modulo p* zu rechnen? Ganz
einfach: Um eine Kongruenz zwischen zwei ganzen Zahlen modulo p* nachzupriifen,
ist es oft hilfreich, unterwegs mit p-ganzen Zahlen zu rechnen, obwohl am Ende alles

u—v u—v

48 Beweis: Wenn die Zahl ;— eine p-ganze Zahl ist, dann ist sie auch ganz (denn da die Zahl -
p p

eine p-ganze Zahl ist, 148t sie sich in der Form L % schreiben, wobei a und [ ganze Zahlen

oF
sind mit p 1 3; somit ist ap® = B (u — v), also p* | 3 (u — v) und folglich p* | u — v (denn da p prim

;v € Z). Umgekehrt: Wenn die Zahl 4 ;v

u
und p 1 3 ist, ist 3 teilerfremd zu p*), also ganz

ist, dann ist sie auch p-ganz (weil jede ganze Zahl automatisch auch p-ganz ist). Somit haben wir
folgende Aquivalenz von Aussagen:

U—0 . uU—10
( — ist p—ganz) <~ ( — ist ganz) .
p p

Damit ergibt sich folgende Kette von Aquivalenzen:

(u %vmodpk) <= <u kv ist p—ganz) = <u kv ist ganz) <= (p’C | ufv) <= (uzvmodpk),
p p

was zu beweisen war.
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wieder ganz ist. Ein Beispiel dafiir ist die Aufgabe 1 der Internationalen Mathematik-
Olympiade 2005%°; ein anderes Beispiel dafiir ist der Beweis von Lemma 4.4, den wir
jetzt geben werden.

Zum Beweis von Lemma 4.4 unterscheiden wir drei Falle:

Fall 1: Es gilt rnp € N.

Fall 2: Es gilt rn,/p ¢ N und rn € N.

Fall 3: Es gilt rn/p ¢ Nund rn ¢ N.

In Fall 3 ist Lemma 4.4 offensichtlich, denn wegen rnp ¢ N ist (qn; p > = 0 und
rn,/p

qn
n

Betrachten wir nun den Fall 1. In diesem Fall sei v = min{v, (rn),v, (¢gn)}. Dann
ist v < v, (rn) und damit p¥ | rn, und genauso ergibt sich v < v, (¢gn) und damit
pY | gn. Andererseits ist im Fall 1 trivialerweise rn € N (da rn/p € N und p € N),
qn
™

<qn> (@) (@n—1) . (gn—rn+ 1)

™ (rn)!

wegen rn ¢ N ist < = 0.

und somit konnen wir den Binomialkoeffizienten als

darstellen. Wegen

(@) (gn—1)..(@n—rm+1)= [  (e-k= I (e-k- T (;m—¥k
ke{0,1,...,rn—1} ke{0,1,....,rn—1}; ke{0,1,....,rn—1};
plk ptk

(rn)! = 11 (rn— k) = 11 (rn—k) - 11 (rn — k)

ke{0,1,....,rn—1} ke{0,1,....,rn—1}; ke{0,1,....,rn—1};
plk ptk

49 Aufgabe: Man bestimme alle ganzen Zahlen, die teilerfremd zu jedem Element der durch
(an = 2"+ 3"+ 6" — 1 fiir alle n € N ) definierten Folge (aq,az,as, ...) sind.

Lésung mithilfe p-ganzer Zahlen: Die einzige solche ganze Zahl ist 1, denn fiir jede Primzahl p
gibt es ein n € Ny mit p | a,,. In der Tat kann man n = 2 fiir p € {2,3} setzen, und n = p — 2 fiir
alle p > 3. Ersteres 148t sich einfach nachrechnen; um letzteres zu beweisen, miissen wir zeigen,
daB p | ap—o fiir alle Primzahlen p > 3 gilt. Dazu bemerken wir, daf fiir jede zu p teilerfremde

1 1
ganze Zahl u die Zahl — eine p-ganze Zahl ist, und u?~2 = — mod p erfiillt (denn nach dem kleinen
u U

Satz von Fermat ist uP~! = 1mod p, und Multiplikation dieser Kongruenz mit der Kongruenz
11 P | .

— = —modp ergibt u»~# = — mod p), und somit ist
U u

IS

apo=2P"2 430724 6P 2 1= l—l-l—i— E —1=0modp,
2 3 6
also p | ap—2, was zu beweisen war.

Dieser Beweis 1afit sich zwar leicht ohne Benutzung von p-ganzen Zahlen umschreiben (man
multipliziere einfach mit 6 und kiirze am Ende 6 wieder heraus), aber man findet ihn am leichtesten,
wenn man sich bewusst ist, da man mit p-ganzen Zahlen modulo p* (in unserem Fall einfach
modulo p) genauso rechnen kann, wie mit ganzen Zahlen.
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wird dies zu

I1 (gn — k) - I1 (qn — k)

ke{0,1,...,rn—1}; ke{0,1,...,rn—1};
qany _ plk pik
n I1 (rn — k) - I1 (rn — k)
ke{0,1,...,rn—1}; ke{0,1,...,rn—1};
plk ptk
I1 (gn — k) I (gn — k)
ke{0,1,...,rn—1}; ke{0,1,...,rn—1};
plk ptk
. ) 36
I1 (rn — k) I1 (rn — k) (36)
ke{0,1,...,rn—1}; ke{0,1,...,rn—1};
plk ptk

Der erste Bruch auf der rechten Seite dieser Gleichung vereinfacht sich zu

I1 qn —k
ke{0,1,....rn—1}; ( ) IT (gn — lp)
plk _ te{0,1,...,rn/p—1}
I1 (rn — k) I1 (rn — lp)
ke{0,1,...,rn—1}; e{0,1,....,rn/p—1}
plk
(hier haben wir k& durch ¢p substituiert, da p | k vorausgesetzt wurde)
((qn/p—1) - p) I1 (gn/p— 1)
o Le{0,1,....,rn/p—1} _ e{0,1,...,rn/p—1}
((rn/p—1) - p) I1 (rn/p —{)
Le{0,1,....,rn/p—1} e{0,1,...,rn/p—1}

(hier haben wir aus Zahler und Nenner jeweils 7n,/p mal den Faktor p herausgekiirzt)

(qn/p)(gn/p—1)..(qn/p—1rn/p+1) (qn/p>

(da rn/p e N),

(rn/p)! rn,/p
und der zweite Bruch auf der rechten Seite erfiillt
(gn — k)
ke{0,1,....,rn—1}; I
ptk _ H gm—Kr _ H 1
ke{0,1 Hrn—l}' (rn o k) ke{0,1,...,rn—1}; rn—k ke{0,1,....,rn—1};
—k
denn fiir jedes k € {0,1,...,7n — 1} mit ptk ist amn ’ eine p-ganze Zahl,
rn —

qan —
rn —
enn gn und rn sind beide durch p” teilbar
d d ind beide durch p? teilb

und erfillt = lmodp?, weil gn — k = rn — kmod p” ist

= lmodp’;
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somit wird die Gleichung (36) zu
II (gn — k) I1 (gn — k)

ke{0,1,....,rn—1}; ke{0,1,....,rn—1};
any plk _ ptk
(rn) I1 (rn — k) I1 (rn — k)
ke{0,1,...,rn—1}; ke{0,1,...,rn—1};
plk ptk
qn/p =1 mod pY
N (rn/p)

_ (an/p 1= qn,/’p mod an/p\
- \rn/p -~ \rn/p Tn/pp'

) p? ist durch p»(™ teilbar®, und somit folgt hieraus

(qn> _ <qn/p> op(n)
= mod p?\".
rn rn,/p

Damit ist Lemma 4.4 auch im Fall 1 bewiesen.

qn,/'p

Doch (
rn,/p

%0 Beweis: Wir haben v = min {v, (rn),v, (qgn)}. Daher sind zwei Fille moglich: der Fall v = v, (rn)

qn/p) pY durch p”P(")
rn/p

teilbar (denn v = v, (gn) = v, (¢) +vp (n) > v, (n)). Wir betrachten also fortan nur den Fall
——

und der Fall v = v, (¢gn). Im Fall v = v, (¢gn) ist offensichtlicherweise (

>0
v = vp(rn). In diesem Fall wenden wir (35) auf a = ¢gn/p und b = rn p an, und erhalten

<qn/p - 1> _m/p <qn/ p> also

m,/p—1 qn/p\rn,/p
an/p\ _qn/p (qn/p—1\ _qn (qn/p—1 damit
rm/p) rmm/p\rn/p—1) r\rn/p—1)’
rn m/PY n m/p =1 also
rn/p —d m/p—1)’
-1 -1
o (o)) o D) et (3272) 2o

>0
> ;)

(o)) = i e (7)) = ((73)) = (- (20) = (G22))

=Y=Vp (P'Y)
() 20
an/p
T

wird. Dies bedeutet, dafl ( ) p" durch pU»(™ teilbar ist. Somit ist auch im Fall 4 = v, (rn)
n/p
/D
/P

zu

n
bewiesen, dafl (q ) p? durch pU»(™) teilbar ist, und unser Beweis ist fertig.
n
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Es bleibt nur noch der Fall 2. In diesem Fall ist einerseits (qn/p) =0 (darn/p¢

rn,/p
qn) _qnqn—1
rn)  rn\rn—1

-1
(denn aus (35), angewandt auf a = gn und b = rn, folgt <qn ) = (qn) m) Doch
rn—1 ™) qn

da wir im Fall 2 sind, gilt rn/p ¢ N und damit p t rn; folglich ist 9 cine p-ganze
™

N), andererseits

Zahl, und somit ist an _ 0mod p*»(™ (dies folgt aus der Kongruenz n = 0mod p¥»(™,

N
multipliziert mit der Kongruenz L= 1 hod p»™). Wir haben damit
™m o T
(q”> - m (q" - 1) =0 = (q”/ p) mod p® ™)
™ In, rn — ™,/ p

=0mod p¥rp (™) eine ganze Zahl

und somit ist Lemma 4.4 auch im Fall 2 bewiesen.

Damit ist der erste Beweis von Lemma 4.4 vollstandig. Dieser Beweis war eigentlich
sehr naheliegend, zumindest wenn man weif}, dal man mit p-ganzen Zahlen genauso wie
mit ganzen Zahlen modulo p* rechnen darf. Allerdings hat dieser Beweis den Nachteil,
daf} wir drei Falle unterscheiden mussten. Der folgende zweite Beweis von Lemma 4.4
hat diesen Nachteil nicht; dafiir ist er weniger intuitiv.

Zweiter Beweis von Lemma 4.4:°> Wir nehmen o. B. d. A. an, dafi rn € N ist (denn

im Falle von rn ¢ N ist <qn/p> = 0 und (qn) = 0, und somit ist Lemma 4.4 in
rn/p rn

diesem Falle trivial). Daraus folgt rn > 0 und somit » > 0 (da n > 0).
Wir setzen m = gn. Nach der binomischen Formel (Satz 3.1) (angewandt auf m_ /p
statt n) ist dann

(1+X)™7 = Ii (mk/p>x’f (37)

(als Gleichheit zwischen zwei ganzzahligen Potenzreihen). Wenn wir in dieser Gleichung
iiberall X durch XP? ersetzen®?, erhalten wir

wexnyr =3 (M7 e

k=0 k

IDiesr zweite Beweis von Lemma 4.4 ist weitgehend identisch mit dem ”"Proof of Lemma 19” in [3].
2Wir diirfen dies tun, weil es (abstrakt gesehen) auf ein Einsetzen von XP in die Potenzreihen

(1+X )m/ P und Y (mk/p) X* hinauslduft, und wenn zwei Potenzreihen gleich sind, dann
k=0

ergeben sie auch nach Einsetzen von XP? zwei gleiche Potenzreihen.
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Wir haben also
(m/ ) 5 (770

pm/p:OO m/p pk:
14 x7) Z(U&L > ()= (V)

k=0
~ —— —Xrk
=)
keN =
pk/p
(hier haben wir pk durch A substituiert)

keN

m,/ p m,/ p m,/ p
_Z<>\/ )XA_ 2 (A/) A_Z<A/ )XA_ 2 0T=2
AN p AEN\pN b AeN p AEN\pN AN
=0, denn aus T
A¢pN folgt
A/ pgN
m,/ p m,” p) k
= X", 38
%‘; (’f/ p) Z (k‘/p (38)
53 weil

Andererseits ist 1+ X? = (1 + X)" mod p
(1+X)P= Z ( ) (nach Satz 3.1, angewandt auf p statt n)

p>X0+Z <p> Xk+<>Xp+kzp:+1 (i) X*

0) < k
\\,./ =
=1 =0mod p, =1 =0 (da k>p)
weil bekanntlich

()
P /{; 18
p—1
=1+ 0XF+XP+ Z 0X* =1+ X”modp
k=1 k=p+1
N—— ————

=0 =0
ist.
Nun wollen wir hieraus folgern, daf (1+ X?)™? = ((14 X)?)™ " mod p*(™ ist
Hierzu benotigen wir eine Verallgemeinerung von Lemma 2.3 auf Potenzreihen®:

Lemma 4.6: Seien p € Z, und seien u und v zwei ganzzahlige Potenzreihen
Seien k € N; und ¢ € N. Wenn v = vmodp® ist®™, dann ist w? =

53Hierbei bedeutet die Kongruenz P = Qmodp fiir zwei ganzzahlige Potenzreihen P und @, da8

jeder Koeffizient der Potenzreihe P — (Q durch p teilbar ist. Mit anderen Worten: Die Kongruenz

P = @ mod p bedeutet, daf} fir jedes i € N die Kongruenz
(der i-te Koeffizient der Potenzreihe Q) mod p

(der i-te Koeffizient der Potenzreihe P) =

gilt.
5 Ubrigens ist Lemma 4.6, genauso wie Lemma 2.3, ein Sonderfall von Lemma 3 in [3]
%5Hierbei bedeutet die Kongruenz P = Qmod p* fiir zwei ganzzahlige Potenzreihen P und Q, daf8

jeder Koeffizient der Potenzreihe P — @ durch pF teilbar ist. Mit anderen Worten: Die Kongruenz

P = @Q mod p* bedeutet, daB fiir jedes i € N die Kongruenz
(der i-te Koeffizient der Potenzreihe Q) mod p*

(der i-te Koeffizient der Potenzreihe P) =

gilt.
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v mod pFt.

Beweis von Lemma 4.6: Der Beweis von Lemma 4.6 verlauft vollig analog zum Be-
weis von Lemma 2.3 (wobei wir diesmal die Tatsache benotigen, dafl das Produkt einer
Potenzreihe, deren Koeffizienten alle durch p*** teilbar sind, mit einer Potenzreihe,
deren Koeffizienten alle durch p teilbar sind, selber eine Potenzreihe ist, deren Koef-
fizienten alle durch p**+* - p teilbar sind; aber dies folgt trivial aus der Definition des
Produktes zweier Potenzreihen).

Nun zuriick zum Beweis von Lemma 4.4: Wir setzen ¢ = v, (m,"p). Hierbei ist m /p

eine ganze Zahl, dam_ p= q n/p € Z.
~

€Z €L
Ferner setzen wir u = 14+ X? und v = (1 + X)”. Damit wird 1+ X? = (1 + X )’ mod p
zu v = vmodp!. Wenden wir Lemma 4.6 auf & = 1 an, dann erhalten wir also
w’* = v mod p'*t. Wegen v, (m) = v, (p- (m,/p)) = v, (p) + v, (m,/p) = 1 + £ wird
—_—— —

=1 =
dies zu v’ = v* mod pUr(m),
Nun ist m,p = p’ - k fiir eine ganze Zahl  (denn ¢ = v, (m/p) ergibt p* | (m,/p)).
Also ist
WP = P = (UPZ)H = (Upz)ﬁ (da u” = o modpvp(m))

Wegen u = 1+X? und v = (1 + X)? wird dies zu (1 + X?)™? = ((1 4 X)?)™? mod p*»(™.
Wir haben somit

1+ X777 =(1+X)P))"P=(1+X)" = fj (7]’;) X*mod pt™

k=0
(nach Satz 3.1, angewandt auf m statt n). Aus (38) folgt somit
> Xr=% ( )X mod p? ™).
k=0 <k> im0 \k/P

Da bei zwei Potenzreihen, die kongruent zueinander modulo p*»(™ sind, auch die
entsprechenden Koeffizienten jeweils kongruent zueinander modulo p*(™ sein miissen,
erhalten wir hieraus

(’Z) _ (m/ p) mod p? (™ fiir alle k € N.

Setzen wir hier £ = rn ein und erinnern wir uns daran, dafl m = ¢n ist, dann wird dies

zu
qn\ _ (an/p op(an)
(rn) = (rn/p) mod p . (39)

Nun ist aber v, (qn) = v, (q) +v, (n) > v, (n) und somit pv»™ | pvr(@™  Aus dieser
——

>0

(qn> _ <qn/ p) oy ()
= mod p”\".
rn rn/p
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Somit ist Lemma 4.4 erneut bewiesen.

Es ist nicht schwer, Lemma 4.5 auf dhnliche Weise zu zeigen:

Erster Beweis von Lemma 4.5: Der folgende Beweis von Lemma 4.5 ist eine Variation
von unserem ersten Beweis von Lemma 4.4.

Wir nehmen o. B. d. A. an, dal » > 0 ist. Diese Annahme ist in der Tat legit-
imiert, denn Lemma 4.5 ist trivial im Falle von r < 0 (denn im Falle von r < 0 ist

an,/p — 1 qn — 1
=0 (d -1<-1<0 d =0(d —1<-1<0)).
<rn/p—1> (darn/p—1< < 0) un (rn—1> ( a% < <0))
<0 <
Ausr e Zund r > 0 folgt r € Ny also r n €Nwund r n/peN. Ausrn € N
—~ —~— ,

und rn > 0 (da r > 0 und n > 0) folgt 'n — 1 € N, und somit kénnen wir den

—1
Binomialkoeflizienten (qn > als
rm—1

gn—1\  (gn—1)(qgn—2)...(qn —rn+1)
")

- (rn —1)!
darstellen. Wegen

(gn—1)(gn—2)...(gqn—rn+1) = H (gn — k) = H (gn — k)- H (gn — k)

ke{1,2,...,rn—1} ke{1,2,...,rn—1}; ke{1,2,...,rn—1};
plk ptk
und
(rm—1)! = 11 (rn—k) = 11 (rn — k) - 11 (rn — k)
ke{1,2,....,rn—1} ke{l1,2,....,rn—1}; ke{1,2,...,rn—1};
plk ptk

wird dies zu

I1 (qn —k) - I1 (qgn — k)

ke{1,2,....,rn—1}; ke{1,2,....,rn—1};
qgn—1\ plk ptk
<7“n — 1) B I1 (rn—k) - I1 (rn — k)
ke{1,2,....,rn—1}; ke{1,2,....,rn—1};
plk ptk
11 (gn — k) I (gn — k)
ke{1,2,....,rn—1}; ke{1,2,....,rn—1};
plk ptk
= . . 40
I1 (rn — k) I1 (rn — k) (40)
ke{1,2,....,rn—1}; ke{1,2,....,rn—1};
plk ptk
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Der erste Bruch auf der rechten Seite dieser Gleichung vereinfacht sich zu

qn — k
ke{1,2,..rn—1}; ( ) I1 (gqn — (p)
plk _te{1,2,...,rn/p—1}
I1 (rn — k) I1 (rn — Ip)
ke{1,2,....,rn—1}; Le{1,2,....rn/p—1}

plk

(hier haben wir k& durch ¢p substituiert, da p | k vorausgesetzt wurde)

((gn/p—10) - p) 11 (gn/p— 1)
_ e{1,2,....,rn/p—1} _ €{1,2,....,rn/p—1}
((rn/p—1)-p) 11 (rn/p — 1)
e{1,2,....,rn/p—1}

e{1,2,....,rn/p—1}
(hier haben wir aus Zahler und Nenner jeweils rnp — 1 mal den Faktor p herausgekiirzt)

_(gn/p=1)(gn/p=2)...(aqn/p—rn/p+1) (qn/p— 1)

(darn/p—1€eN),

(rn/p—1)! rn,/p—1
und der zweite Bruch auf der rechten Seite erfiillt
(qn — k)
ke{1,2,....,rn—1}; i
k gn—k H
k€{1,2,.1._.[,7“n—1}; (7"71 - k> ke{1,2,...,rn—1}; rn —k ke{1,2,....,rn—1};

e ik plk

denn fiir jedes k € {1,2,...,rn — 1} mit ptk ist m—

k

eine p-ganze Zahl,
rn —k
qn —

und erfiillt - = 1mod p™, weil gn — k = rn — kmod p*»™ ist
rn —

(denn n ist durch p*»(™ teilbar, und wir haben ¢ € Z und r € Z)
= 1 mod p”p(”);

somit wird die Gleichung (40) zu

(gn — k) I (gn — k)
ke{1,2,....,rn—1}; ke{1,2,....,rn—1};
gn—1\ plk . plk
<rn - 1) I1 (rn — k) I1 (rn — k)
ke{1,2,...,rn—1}; ke{1,2,....,rn—1};
plk ptk
qn/p — 1 =1 modp“iﬂ(")
- rn,/p—1
_(qn/p—1 _(qn/p—1 vp(n)
= -1 = mod p*\".
rn,/p—1 rn,/p—1

Damit ist der Beweis von Lemma 4.5 abgeschlossen.

Zweiter Beweis von Lemma 4.5:° Wie im zweiten Beweis von Lemma 4.4 gezeigt

wurde, gilt (39). Damit ist ptr(@™ | (qn) — (qn?p)j also
rn rn,/p

o ()= (270)) = v tam = )+ 5y 0, ()

56Der folgende Zweite Beweis von Lemma 4.5 richtet sich im Wesentlichen nach dem Beweis von
Lemma 21 in [3].
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Nun gilt

qn —1 qn,/p—1 [ [(an\rn  (qn/p\rn/p
rm—1 rn/p—1 7= rn/ qn rn/p)qn,/p
—_—— —_——
gn\rn. qn/p\rn,/p .
= — (nach (35), = nach (35),
" qn( (35) rn/p qn/p( (35)
angewandt auf a=¢gn und b=rn)  angewandt auf a=gn,p und b=rn/p)
_ (e, qn/’p m/pq _ (), _ (PN () (P
rn/) qn rn/p) qn,/p rn rn/p ™ rn/p ’
=r =r

Folglich ist
y gn—1\  (qn/p—1 . g\ _ (e |
P rn —1 rn/p—1 1 P rn rn/p
B qn qn,/’p
- () - () 0
>vp(q)+vp(n) (nach (41))

(
va(@‘f’“p(n)”‘wzUp(q)+vp(n)-

>0

Wegen
(o ey Ry R iy

wird dies zu
—1 —1
() () ozt

o () I (i B

was sich zu

-1 -1
vereinfacht. Doch dies bedeutet einfach, daf p*»(™ | m — an/p gilt; das
rn—1 rn/p—1
. qn/p—1 gn — 1 . .
heifit, = mod p®»(™ . Damit ist Lemma 4.5 erneut bewiesen.
rn,/p—1 rn—1

4.3. Beweis von Satz 4.1 und Satz 4.3

Nun konnen wir zum Beweis der Satze 4.1 und 4.3 schreiten:

Beweis von Satz 4.1: Die Folge (b1, ba, bs, ...), welche durch b,, = (qn
n

definiert ist, erfiillt die Aussage A von Satz 2.1 (denn die Aussage A fiir diese Folge ist

) fir allen € N
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nichts anderes als die Aussage von Lemma 4.4, und wir wissen, dafl Lemma 4.4 wahr
ist). Da die Aussagen A, B, C, D, £, F, G und H &quivalent sind (laut Satz 2.1), erfiillt
diese Folge somit alle Aussagen A, B, C, D, £, F, G und H von Satz 2.1. Dadurch ist
Satz 4.1 bewiesen.

Der Beweis von Satz 4.3 ist vollig analog zu dem gerade gegebenen Satz von 4.1,
mit dem einzigen Unterschied, dafl wir jetzt Lemma 4.5 statt Lemma 4.4 anwenden.

4.4. Ein Zusatz zum Aquivalenzsatz 2.1

An dieser Stelle wollen wir eigentlich mit der Untersuchung der Folgen von Satz 4.1
und 4.3 aufthoren, aber nicht ohne eine Erweiterung von Satz 2.1 zu konstatieren:

Satz 4.7: Sei (by, by, bs,...) € ZN+ eine Folge ganzer Zahlen. Dann sind die
Aussagen A, B,C, D, £, F, G, H, T und J aquivalent, wobei A, B, C, D,
E, F, G und H die in Satz 2.1 festgelegten Aussagen sind, und Z und J
die folgenden zwei Aussagen sind:

Aussage I: Es gibt eine Folge (q1, ¢o, g3, ...) € ZN+ ganzer Zahlen, die

(bn = %d<an;l//dd> fiir jedes n € N+> (42)

erfiillt.

Aussage J: Es gibt genau eine Folge (q1,q2, g3, ...) € ZN+ ganzer Zahlen,
die (42) erfiillt.

Wir wollen den Beweis von Satz 4.7 nicht ausfiihren, aber er sollte dem Leser nicht
schwerfallen. Er muss nur A <= 7 beweisen (analog zu unserem Beweis von A <= B
weiter oben) und Z <= J beweisen (analog zu unserem Beweis von B <= C weiter
oben). Lemma 4.4 kommt zur Hilfe.

-1
Ein Analogon von Satz 4.7 mit (qdn/d ) statt <an/ d

n/d—1 n/d ) funktioniert tibrigens

nicht.

5. Kombinatorik |: Das Pdlya-Burnsidesche
Abzahlverfahren

5.1. Perlenketten mit n Perlen in ¢ Farben

Nach all der Algebra und Zahlentheorie, die wir nun betrieben haben, wird es Zeit fiir
Kombinatorik. Aus dieser stammt namlich ein ganz anderer Ansatz zum Beweis von
Satz 1.1, namlich folgender:

Betrachten wir erstmal den Fall ¢ > 0. Wir haben eine kreisformige Kette aus
n Perlen, und wollen jede Perle mit einer von ¢ Farben fiarben®. Wieviele solche
Farbungen gibt es? Die Antwort héngt natiirlich davon ab, wie man die Frage ver-

steht. Wenn man eine Farbung einfach als Abbildung aus der Menge der Perlen in die

5TWobei nicht notwendigerweise jede der ¢ Farben auch in jeder Firbung vorkommen muss!
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Menge der Farben ansieht, gibt es ¢ Farbungen (denn fiir jede der n Perlen sind ¢
Farben moglich). Doch diese Interpretation des Begriffes einer Farbung ist weder inter-
essant, noch realistisch. Uns interessiert folgende Interpretation: Wieviele verschiedene
solche Farbungen gibt es, wenn man zwei Farbungen, die eine zyklische Rotation der
Perlenkette (in der Ebene) ineinander tiberfiihrt, als gleich ansieht?®® So sollen z. B.
die Farbungen ”Perle 1 schwarz und Perlen 2, 3, ..., n weifl” und ”Perle 2 schwarz und
Perlen 3, 4, ..., n, 1 wei}” (wenn wir die Perlen mit 1, 2, ..., n durchnummerieren) als
gleich angesehen werden.

1
Wir werden nun zeigen, dafl es insgesamt — 3 ¢ (d) ¢"™¢ solche Farbungen gibt.
N dn

1
Natiirlich wird daraus folgen, daf — 3 ¢ (d) ¢"* € N ist, und somit wird Satz 1.1
N din

fir ¢ > 0 bewiesen sein. Zum Fall ¢ < 0 werden wir spéiter (in Abschnitt 6) noch
zuriickkommen.

Wir wollen zuerst den Begriff einer Perlenkette formalisieren®. Wir nummerieren die
Perlen mit den Elementen 0, 1, ..., n — 1 von Z,/nZ % durch (wobei wir sie gegen den
Uhrzeigersinn durchgehen), und wir nummerieren die Farben mit den ganzen Zahlen
1, 2, ..., g durch. Eine strikte Farbung unserer Perlenkette mit unseren ¢ Farben werde
definiert als eine Abbildung von Z,nZ nach {1,2,...,q} (die jeder Perle ihre Farbe
zuordnet). Wie gesagt, gibt es ¢" strikte Farbungen, aber dies ist nicht besonders
interessant, denn eigentlich wollen wir zwei Farbungen, welche eine zyklische Rotation
der Perlenkette ineinander tiberfiihrt, miteinander gleichsetzen.

Wir konnen aber in der Mathematik nicht einfach zwei verschiedene Abbildungen
von Z,/nZ nach {1, 2, ..., q} gleichsetzen. Stattdessen miissen wir, um formal korrekt zu
arbeiten, nicht Abbildungen, sondern Aquivalenzklassen von Abbildungen betrachten,
und zwar modulo der Aquivalenzrelation, die dadurch definiert ist, daB wir zwei Abbil-
dungen f : Z,/nZ — {1,2,...,q} und g : Z/nZ — {1,2,...,q} genau dann dquivalent
nennen, wenn es ein a € Z,/nZ gibt, welches

(f(x+a)=g(x) fir alle x € Z,/ nZ) (43)

erfiillt. (Denn diese Bedingung (43) sagt genau aus, dafl die strikte Farbung g aus der

strikten Farbung f durch Rotation um den Winkel e, 360° hervorgeht.) Wir definieren
n

also eine Farbung als eine Aquivalenzklasse von strikten Farbungen modulo der gerade
definierten Aquivalenzrelation.®® Die formale Formulierung unserer Behauptung ist

"8 Aber zwei Firbungen, die eine Geradenspiegelung (bzw. eine Drehung im Raum) ineinander
iiberfihrt, wollen wir hier nicht als gleich ansehen. Wir werden spater kurz darauf zurtickkommen,
was passieren wiirde, wiirden wir es tun.

59 Bemerkung: Der englische Begriff fiir ”Farbung einer Perlenkette” in diesem Kontext heifit ”neck-
lace”. Genauer gesagt heifit das, was wir hier als eine Farbung einer Perlenkette mit n Perlen
und (potentiell) ¢ Farben bezeichnen, im Englischen eine ”g-ary necklace of length n”. Mit diesem
Suchbegriff wird der Leser eine Masse an Literatur zu diesem Thema finden.

60Mit Z, nZ bezeichnen wir die Menge der Restklassen der ganzen Zahlen modulo n. (Viele Autoren
schreiben gerne Zn oder Z, (n) oder Z, statt Z nZ, aber es ist zu beachten, dafl die Bezeich-
nung Z, zuweilen auch etwas anderes bedeutet, weshalb wir sie hier vermeiden.) Die Restklassen
der Zahlen 0, 1, ..., n — 1 modulo n heifilen 0, 1, ..., n — 1. Allgemein bezeichnen wir mit @ die
Restklasse einer ganzen Zahl a modulo n.

61 Auch wenn das Wort "Fiarbung” Teil des Begriffes ”strikte Fiarbung” ist, sind Firbungen natiirlich
keine strikten Farbungen, sondern Aquivalenzklassen von strikten Farbungen.
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also:

Satz 5.1 (MacMahons Perlenkettensatz): Seien ¢ € N und n € N,.

Wir definieren eine Relation " auf der Menge {1,2, ..., ¢}*™* (dies ist die
Menge aller Abbildungen von Z nZ nach {1,2, ..., q}) folgendermaflen: Fiir
zwei Abbildungen f : Z,/nZ — {1,2,....q} und g : Z,/nZ — {1,2,...,q}
sei genau dann f negk g, wenn es ein a € 7,/ nZ gibt, welches

(f(x+a)=g(z) fir alle z € Z,/nZ) (44)

erfiillt.
(a) Diese Relation "< ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge {1,2,..., ¢}

1 .
(b) Die Menge {1,2, ..., ¢}*"” zerfallt in genau — 3" ¢ (d) ¢"”* Aquivalenzklassen
N din
neck

beziiglich der Relation '~ .

Dieser Satz 5.1 kommt z. B. in Abschnitt 4.9 von [13] vor. Wir werden ihn nun
beweisen, und dabei einige auch anderweitig hilfreiche Lemmata aufsammeln.

5.2. Anzahlen von Aquivalenzklassen: ein fast triviales Lemma

Satz 5.1 (a) ist einfach einzusehen; die Hauptschwierigkeit am Beweis von Satz 5.1
besteht darin, Teil (b) zu beweisen. Dazu kénnte man sich erst einmal folgende ganz
allgemeine Frage stellen: Wieviele Aquivalenzklassen gibt es beziiglich einer beliebigen
Aquivalenzrelation auf einer beliebigen Menge? So allgemein, wie diese Frage gestellt
ist, kann man keine wirklich inhaltsreiche Antwort auf sie geben, aber zumindest kann
man diese Anzahl auch durch eine Summe ausdriicken:

Satz 5.2: Sei F eine endliche Menge, und ~ eine Aquivalenzrelation auf
dieser Menge F'. Dann ist

F/ o~ =Y !

feF ’Aquivalenzklasse von f ‘

Bemerkungen: Hierbei bezeichnet F/ ~ die Menge aller Aquivalenzklassen
beziiglich der Relation ~ auf der Menge F'. Ferner bezeichnen wir fiir jede
endliche Menge X die Méachtigkeit der Menge X mit | X|. (Somit bezeichnet
|/ ~| die Anzahl aller Aquivalenzklassen beziiglich der Relation ~ auf der
Menge F.)

Beweis von Satz 5.2: Die Menge F ist die Vereinigung aller Aquivalenzklassen
beziiglich der Relation ~ auf der Menge F', und all diese Aquivalenzklassen sind paar-
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weise disjunkt. Hieraus folgt

1

fer ’Aquivalenzklasse von f ’ B

1

feK ’Aquivalenzklasse von f ’

>

K Aquivalenzklasse
beziiglich der Relation ~
auf der Menge F'

= > (nachder |K|
KeF,/ ~ von f ist K, denn feK)
Definition von F/~)

= 2 Y = X 1=/

KeF,/~

(denn die Aquivalenzklasse

=|K|-——=1

K]

Damit ist Satz 5.2 bewiesen.

5.3. Abbildungsgruppen und induzierte Aquivalenzrelationen: das
Nicht-Burnside-Lemma

Satz 5.2 ist allgemein und (wie der Beweis gezeigt hat) trivial - aber trotzdem nicht zu
unterschétzen, wenn es darum geht Anzahlen von irgendwelchen Objekten bis auf eine
bestimmte Aquivalenzrelation (also formal gesprochen, Anzahlen von Aquivalenzklassen)
zu berechnen. Wir haben es aber im Falle von Satz 5.1 nicht mit irgendeiner willkiirlichen
Aquivalenzrelation zu tun, sondern mit einer, die von einer Abbildungsgruppe induziert
ist. Was dies bedeutet, miissen wir erst einmal erklaren:

Definition (Abbildungsgruppe): Sei F eine beliebige Menge. Wir beze-
ichnen mit Sk die Menge aller bijektiven Abbildungen von F nach F'. (Diese
Menge Sr wird ofters auch mit Endge, F' oder Bij F' bezeichnet.) Eine Teil-
menge H dieser Menge Sg heifit eine Abbildungsgruppe von F, wenn sie
folgende drei Eigenschaften erfiillt:

1) Die Identitéatsabbildung id : F' — F liegt in H.

2) Fiir je zwei Abbildungen o € H und € H liegt auch die Abbildung
aofin H.

3) Fiir jede Abbildung o € H liegt auch ihre Umkehrabbildung o~ in H.

Beispiele fiir Abbildungsgruppen sind leicht zu finden: So ist die gesamte Menge
Sp eine Abbildungsgruppe von F. Ferner ist die Menge {id}, die nur aus der Iden-
titatsabbildung besteht, auch eine Abbildungsgruppe von F.

Ein anderes Beispiel fiir Abbildungsgruppen haben wir in der Situation von Satz 5.1
vor uns. Dort kénnen wir namlich F' = {1,2, ..., q}Z/"Z setzen, und fiir jedes a € Z " nZ
eine Abbildung D, : F' — F definieren, die jeder Funktion f : Z/nZ — {1,2,...,q}
eine neue Funktion D, (f) : Z,/nZ — {1,2,...,q} zuordnet, welche durch

(Do (f)) () = f(x +a) fir alle x € Z,/n7Z) (45)

definiert ist. Anschaulich gesprochen entspricht die Abbildung D fiir jedes a € 7Z
der Rotation der Perlenkette um den Winkel a. 360°, bzw. der Wirkung, die diese
n
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Drehung auf Farbungen® der Perlenkette ausiibt (also: jede Farbe wird um a Perlen
im Uhrzeigersinn verschoben).

Sei nun H die Teilmenge {Dg, D, ..., Dﬁ} ={D, | a€Z,/nZ} von Sp. Dann ist
H eine Abbildunsgruppe von F', denn sie erfiillt die drei Eigenschaften 1), 2) und 3)
aus der Definition einer Abbildungsgruppe:

1) Die Identititsabbildung id : ' — F liegt in H (denn Dz =id  93).

2) Fiir je zwei Abbildungen o € H und 3 € H liegt auch die Abbildung avo 3 in H.
(Denn wegen o € H ist a« = D, fiir ein a € Z,nZ, und wegen [ € H ist f = D, fiir
ein b € Z,nZ, und daraus folgt « o § = D, o D, = D,,, € H. Hierbei haben wir die
Gleichheit

DyoDy= Dy firallea € Z/nZ und b € Z /nZ (46)

benutzt, welche aber leicht zu beweisen ist*.)

3) Fiir jede Abbildung a € H liegt auch ihre Umkehrabbildung a~! in H. (Denn
wegen o € H ist a = D, fiir ein a € Z/nZ, und daraus folgt a=!' = D;' = D_, € H.
Hierbei haben wir die Gleichheit

D;'=D_, fir alle a € Z,/nZ (47)

benutzt, welche aber leicht zu beweisen ist%°.)

Alle drei Eigenschaften 1), 2) und 3), die eine Teilmenge H von Sp benétigt, um
eine Abbildungsgruppe von F' zu sein, sind somit nachgepriift. Also ist H eine Abbil-
dungsgruppe von F'.

Nun wollen wieder in den allgemeinen Fall zuriickgehen, wo eine beliebige Menge F'
(nicht notwendigerweise {1,2, ...,q}Z/ "Z) und eine beliebige Abbildunsgruppe H von
F' (nicht notwendigerweise {Dg, Dy, ..., Dﬁ}) gegeben sind:

Definition (induzierte Aquivalenzrelation rI\{J): Sei F' eine beliebige
Menge, und H eine Abbildungsgruppe von F'. Wir definieren eine Relation

A auf der Menge F' folgendermaflen: Fiir zwei Elemente f € F' und g € F
sei genau dann f d g, wenn es ein h € H mit h (f) = g gibt.

62Gtrenggenommen meinen wir hier nicht wirklich Firbungen, sondern Abbildungen Z,nZ —
{1,2,....q} (denn eine Firbung ist ja keine solche Abbildung, sondern eine Aquivalenzklasse von
solchen Abbildungen).

%3Denn fiir jede Funktion f:Z,/nZ — {1,2,...,q} ist D5 (f) = f, weil

(D5 (f)) () = f (z+0) = f (2)

fir alle z € Z,/nZ gilt.
64In der Tat ist (Dy 0 Dy) (f) = (Days) (f) fiir jede Funktion f : Z /nZ — {1,2,...,q}, denn fiir alle
x € Z,/nZ ist

((Da 0 Dy) () () = (Da (Dy (1)) (x) = (Do (f)) (& + a) = f ((z + a) + )

= (Da
=f(@+(a+b) = Dats (f)) ().

65In der Tat haben wir weiter oben gezeigt, dal D, o Dy = D, ist. Angewandt auf b = —a ergibt
dies Dy 0 D4 = Dy (—q)- Doch wegen D, (_q) = Dy = id wird dies zu D, o D_, = id, also zu
D;'=D_,.

74



Diese Relation & heiBt die von der Abbildungsgruppe H induzierte Aquivalenzrelation
auf der Menge F'.

Wir haben noch nicht gezeigt, dafl diese Relation X eine Aquivalenzrelation ist, aber
dies holen wir schnell nach - und beweisen dabei gleich eine Formel fiir die Anzahl der
Aquivalenzklassen:

Satz 5.3 (Nicht-Burnside-Lemma fiir Abbildungsgruppen): Sei F'
eine Menge, und H eine Abbildungsgruppe von F'.

(a) Die vorhin definierte Relation X ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge F'.

(b) Ist F' eine endliche Menge, dann gilt

> |Fixhl.

heH

1
\F/E”Z,H\

Bemerkung: Hierbei bezeichnet Fixh die Menge {f € F' | h(f) = f} fir
jedes h € H.

Der zugegebenerweise merkwiirdige Name von Satz 5.3 geht auf die Tatsache zurtick,
daf dieser Satz oft in der Literatur als " Burnside-Lemma” bezeichnet wurde, obwohl er
nicht von William Burnside stammt (dieser hat ihn lediglich benutzt, und dabei selber
auf einen fritheren Entdecker - Ferdinand Georg Frobenius - verwiesen). Bekannt war
Satz 5.3 indes bereits Augustin Louis Cauchy 1845.

Bevor wir zum Beweis von diesem Satz kommen, wollen wir denjenigen Lesern, die
mit dem Begriff einer (abstrakten) Gruppe (und nicht nur einer Abbildungsgruppe)
vertraut sind, eine leichte Umformulierung von diesem Satz 5.3 vorstellen, die auch
heutzutage deutlich bekannter ist als Satz 5.3 selber:

Satz 5.4 (Nicht-Burnside-Lemma): Sei F' eine Menge, und H eine
endliche Gruppe, die auf der Menge F' operiert. Wir definieren eine Relation

X auf der Menge F' folgendermaflen: Fiir zwei Elemente f € F und g € F
sei genau dann f 4 g, wenn es ein h € H mit hf = g gibt.

(a) Diese Relation & ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge F.

(b) Ist F' eine endliche Menge, dann gilt

Z |Fix h|.

heH

1
o —
e
Bemerkung: Hierbei bezeichnet Fix h die Menge {f € F' | hf = f} fiir jedes
h e H.

2 b

Wenn in der Literatur vom ”Burnside-Lemma”, ”orbit counting lemma” oder ”the
Lemma that isn’t Burnside’s” die Rede ist, ist meistens Satz 5.4 gemeint.

Offensichtlich ist Satz 5.3 ein Sonderfall von Satz 5.4 (denn eine Abbildungsgruppe
von der Menge F' operiert immer kanonisch auf der Menge F), doch man kann auch
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sehr leicht Satz 5.4 aus Satz 5.3 folgern. Wir wollen aber auf diesen Beweis verzichten,
da man stattdessen auch einfach Satz 5.4 vollig analog zu Satz 5.3 beweisen konnte®,
und da wir Satz 5.4 sowieso nie verwenden werden.

Beweis von Satz 5.3: (a) Die Relation X ist reflexiv (denn fiir jedes f € Fist f Kt
weil es ein h € H mit h(f) = f gibt (nimlich » = id 7)), symmetrisch (denn fiir
beliebige f € F und [’ € F, die f & f! erfiillen, gilt auch f & f %) und transitiv
(denn fiir beliebige f € F, f' € F und f” € F, die f £ f/ und f' & f” erfiillen, gilt
auch f A 7 ). Daher ist die Relation & cine Aquivalenzrelation, und Satz 5.3 (a)

ist bewiesen.

(b) Wir haben
H
{he H | h(f)=g} =0 fiir beliebige f € H und g € H mit f 4 g (48)

H
(denn wegen f 4 g gibt es kein h € H, das h(f) = g erfiillt).
Ferner haben wir

{heH | h(f)=g}={heH | h(f)=r} fiir beliebige f € H und g € H mit f 2 g.
(49)

Beweis von (49): Seien f € H und g € H mit f e g gegeben. Wegen f e g gibt es

ein hg € H, das hg (f) = g erfiillt. Somit ist die Abbildung

{heH | h(f)y=f}y—{heH | h(f) =g}, gegeben durch
n—hoon

wohldefiniert™, und ferner ist die Abbildung

{heH | h(fy=9} —={heH | h(f)=[}, gegeben durch
e hyloe

66Man miisste nur immer die Verkettung o durch die Multiplikation in der Gruppe H ersetzen, und
Terme wie h (f) durch Terme wie hf ersetzen.
6"Denn da H eine Abbildungsgruppe ist, gilt id € H.

68Denn wegen f R f' gibtesein h € H mit h (f) = f’, und somit gibt es auch ein b € H mit h (M=r
(ndmlich h = A1, denn da H eine Abbildungsgruppe ist, folgt aus h € H auch h=! € H), und
.o H
daher ist f' ~ f.
69 Beweis: Wegen f R /! gibt es ein hy € H mit hy (f) = f/, und wegen f’ £ f" gibt es ein ho € H

mit hy (f') = f”. Also ist (haoh1)(f) = ha | ha (f) | = ha(f') = f”. Ferner ist hooh; € H
——

=f
(da H eine Abbildungsgruppe ist, und hy € H und hy € H gilt). Somit gibt es ein h € H mit
1(f) = f" (némlich h = hy o hy). Daher ist f 2 7.

“ODenn fir jedes € {h € H | h(f) = f}ist 1(f) = £, also (ho o) (f) = ho | 1(F) | = ho () = g,
=f
und daher hpon e {he H | h(f) =g} (denn aus hy € H und n € H folgt hg on € H, weil H
eine Abbildungsgruppe ist).
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wohldefiniert™. Diese beiden Abbildungen sind zueinander invers™; also sind sie beide

bijektiv, und folglich gibt es Bijektionen zwischen den Mengen {h €EH | h(f)=/f}
und{h € H | h(f) =g} Hierausfolgt|{he H | h(f) =g} ={h€ H | h(f)=f}I
Damit ist (49) bewiesen.

Fiir jedes f € F haben wir nun

(Hl=> [{heHd | h(f)=gtl=3 {held | h(f)=g}+> [heH | h(f) =g}

Fa F 7
g€ g€ —0 (nach (48)) g€

H u  =I{heH | h(f)=f}| (nach (49))
g f~g
H
=> 0+ Y HheH | h()=f=| {geF | fRg} |-HheH | h(f)=F}
geF; geF, ..
H H dies ist genau die Aquivalenzklasse
Iz g q
[7 . von f (beziiglich der Relation ,13)
= —{oer 1 o} |Hnen | nir=p)

= ‘Aquivalenzklasse von f‘ -{heH | h(f)=f},

also
|H|

’Aquivalenzklasse von f ’

=[{heH | h(f)=T}.

Doch nach Satz 5.2 (angewandt auf die Aquivalenzrelation A anstelle von ~) ist

1

feF ’Aqulvalenzklasse von f ‘

£/~ =

also

1 H
H|-|F/ R = [H]- Y S —
feF ‘Aqulvalenzklasse von f ‘ feF ‘Aquwalenzklasse von f ’

=[{heH | h(f)=[}I

=> HheH [ h(f)=f=H(hf)eHxF | h(f)=f}

fer

=Y eF | h(f)=f)| =3 IFixhl,

heH —Fixh heH

1
also ’F/ R’ = — > |Fixh|, und damit ist Satz 5.3 bewiesen.
|H| ner

=g
f (denn hg (f) = g), und daher hy'oc € {h€ H | h(f) = f} (denn aus hy € H folgt hy' € H
(weil H eine Abbildungsgruppe ist), und zusammen mit ¢ € H ergibt dies hy Yoe € H (wieder
weil H eine Abbildungsgruppe ist)).

Denn fiir jedes n € {h€H | h(f)=f} ist hg' o (hoon) = n, und fiir jedes e €
{heH | h(f)=g}ist hgo (hy'oe) =¢.

"Denn fiir jedese € {h € H | h(f)=g}iste(f) =g, also (hg'oce)(f)=hy' (E(f)) =hy'(g9) =
——
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Bevor wir mithilfe von Satz 5.3 den Sat