6te QEDMO 2009, Aufgabe 4 (die Cauchy-Identitit)

Sein € N. Seien z € R und y € R. Man beweise

> () bk = Z ety 0

Bemerkung: Hier bezeichnen wir mit N die Menge {0, 1,2, ...} (und nicht die Menge
{1,2,3, ...}, wie es einige Autoren tun).

Lésung (Darij Grinberg)

|Heuristische Voriberlegung: Bei der zu beweisenden Identitédt (1) handelt es sich
um eine Gleichheit zwischen den Werten von zwei Polynomen in x und y. Die Werte
von zwei Polynomen sind tiberall gleich, wenn alle ihre entsprechenden Koeffizienten
gleich sind, und umgekehrt folgt aus der Gleichheit der Werte zweier Polynome an
allen reellen (oder sogar nur natiirlichen) Stellen, dafl ihre entsprechenden Koeffizienten
gleich sind. Um die Gleichheit (1) fiir alle  und y zu beweisen, miissen wir also nur
nachweisen, dafl die entsprechenden Koeffizienten der beiden Polynome auf der linken
und auf der rechten Seite identisch sind; und dies ist auch kein Holzweg, denn wenn
die Aufgabe richtig ist (d. h. wenn (1) wirklich gilt), dann miissen die Koeffizienten
auch gleich sein. Deshalb werden wir nun die linke und die rechte Seite der Gleichung
(1) ausmultiplizieren, damit wir die Koeffizienten der Polynome vor uns haben und
vergleichen kénnen. |

Wir haben
n n n n k k . . nk n—k . .
( ) (x + k)k (y — k:)nik = ( ) Z (,)xzkrk_Z Z (—1)("*’“)*3 ( _ >yjk(n—k)—y
k=0 k k=0 k i—o \! §=0 J

k
denn nach der binomischen Formel ist (z + k)* = 3 (k) 2'kF~* und
i

=0

i= J
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SR (e
k=0 =0 j=0
n k n k
:ZZZ() () (n ) nk)Jk,n (z+])$y
k=0 =0 75=0
_ ( ) (k) ( )( 1)(n k)=J pn— (z+])$y
=0 j= =1
n k n—k n n—in—j
(denn die Summation »_ > > 1a8t sich auch als > >~ >~ schreiben, weil die Mengen
k=0i=0 j=0 i=0 j=0 k=i

{(k,i,j) eN*|0<k<nund0<i<kund0<j<n-—k} und
{(k,i,j)eN*|0<i<nund0<j<n—iundi<k<n-—j}



gleich sind) und

" nl ‘ "l & t\ o "l & t! i i
Ztl E+y), ¢l 0(¢)$y _Zt!z;i!(t—z‘)!xy

t=0 t=0 = i= t=0 i=
A
Z ’L t [3
i=0 Z
nach der binomischen Formel
n t n n—i |
- S5 ) PRILINFEES o wh ey
= — = 'y
: 2'(25—1 @'t—@ — L~ 4]
t=0 =0 1=0 t=1 =0 j=0

(hier haben wir j fiir ¢ — ¢ substituiert) .

Die zu beweisende Gleichheit (1) ist daher dquivalent zu

S8 (1) (1) (15 ) ey =58 o

Um diese Gleichheit zu beweisen, reicht es offensichtlich aus, wenn wir zeigen, daf fiir
alle 7 € {0,1,...,n} und alle j € {0,1,...,n — i} die Identitét

SO (et

k=1
gilt.

[Heuristische Anmerkung: Wir haben also die Identitdt (1) auf die zu ihr Aquivalente
Identitét (2) zurtickgefithrt. Dies ist schon deshalb ein Fortschritt, weil (2) weniger
Variablen als (1) enthélt (z und y sind weg). Jetzt ist es an der Zeit, in der linken
Seite von (2) "aufzurdumen”: Man kann die drei Binomialkoeffizienten nach der Formel

|
<Z) = b'(a—b) (fiir 0 < b < a) auflosen und hoffen, daf sich einige der Fakultidten

gegenseitig kiirzen und andere Fakultaten kein k enthalten und damit vor das Sum-
menzeichen gestellt werden kénnen. |

Fir alle i € {0,1,...,n}, alle j € {0,1,....n — i} und alle k € {i,i + 1,....n — j} ist
nun

(Z) ' <k> ' (n j k> K <nn!— Bl <kk!— il ! <<fzn—_j§)i k).
_ 1 n! (n—i—j)! B 1 ¢u_(n—i—j)

(==t (=)= E=0  (—i= il (=) =k

(n—i— j)! (n—i—j)! (n—i—j

e o I =1~ (=)~ B i) — (= 3) — P

und somit ist (2) dquivalent zu
n—j

Z%.ﬂ.((”‘?‘jk) (—1)(n 93 n=tie) = L

— n—i—j) ilj! n—j)— ilj!
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(n—j)—k



(n —i— j)lilj!

' vereinfacht sich diese Gleichheit zu
n!

Nach Multiplikation mit

Wir miissen also diese Gleichung (3) beweisen.

[Heuristische Anmerkung: Diese Gleichung (3) sieht so aus, als konnte man sie
noch ein wenig weiter vereinfachen. Erstmal kommt das ¢ fast nur im Kontext von
n — i — j vor; die einzige Ausnahme ist die untere Schranke in der Summe (aber Sum-
menschranken sind nicht so wichtig; sie geben eh nur den Bereich an, in dem der Bino-

: : n—1i—7j
mialkoeffizient ( ,
(n—J)—Fk
uns also, n — ¢ — j durch eine neue Variable N abzukiirzen. |

einen von 0 verschiedenen Wert hat). Wir entscheiden

Sei N=n—i—j=n—(i+7). Dannist i = n — j — N, und die Gleichung (3)
nimmt die aquivalente Form

Z R (<n —];[) - k) (=D RN = N W

k=n—j—

an. Wohlgemerkt ist N > 0 (denn j € {0,1,...,mn — i} impliziert i + j < n, also
N=n—i—752>0).

[Heuristische Anmerkung: Auch die Gleichung (4) 148t sich noch ein Stiick weiter
vereinfachen: Der Summenindex k& kommt fast nur im Kontext von n—j —k vor (aufer
in k). Auch die Summenschranken sprechen dafiir, da man den Summenindex k
durch n — j — k substituieren sollte.]

Nun ist
= XN: @) (-1 (n—j— k)™

(hier haben wir den Summenindex k durch n — j — k substituiert). Die zu beweisende
Gleichung (4) ist folglich dquivalent zu

S (V) evtmei-n=n )

k=0

[Heuristische Anmerkung: Jetzt stellen wir fest, dafl j in der Gleichung (5) nur
einmal vorkommt, und zwar im Kontext von n — j. Es wird uns also nicht schaden,
n — j mit U abzukiirzen.]



Sei U = n — j. Dann ist die Gleichung (5) dquivalent zu

iv: (JID (-1)" (U - k)N = N, (6)

k=0

Diese Gleichung (6) miissen wir also beweisen.
Unsere Relationen i € {0,1,...,n} und j € {0,1,...,n — i} fithren auf U > N > 0.

[Heuristische Anmerkung: Eine Relation wie (6) muss einfach bekannt sein, wenn
sie gilt. Und natiirlich ist sie auch bekannt, mit verschiedenen Beweisen. Wir fithren
im Folgenden verschiedene Beweise vor.|

Erster Beweis von (6) (durch doppeltes Abzihlen mithilfe der Sylvesterschen Sieb-
formel):

Folgender Beweis von (6) verwendet U > N > 0 und U € N.

Fiir jede natiirliche Zahl n bezeichne n die Menge {1,2,...,n}.

Eine Abbildung f : N — U heie pseudosurjektiv, wenn N C f (N) ist. Wieviele
pseudosurjektive Abbildungen f : N — U gibt es?!

Einerseits eine Abbildung f : N — U ist genau dann pseudosurjektiv, wenn
N = f(N) ist (demn N C f(N) ist dquivalent zu N = f (N), weil [N| > |f ()
ist). Doch Abbildungen f : N — U, die N = f (V) erfiillen, sind einfach surjektive
Abbildungen N — N, deren Bildbereich "kiinstlich” zu U erweitert wurde. Es gibt
genau N! surjektive Abbildungen N — N (denn eine Abbildung N — N ist genau
dann surjektiv, wenn sie bijektiv ist, also wenn sie eine Permutation ist, und es gibt
genau N! Permutationen von V). Somit gibt es genau N! Abbildungen f : N — U,
die N = f (V) erfiillen, also genau N! pseudosurjektive Abbildungen f: N — U.

Andererseits ist eine Abbildung f : N — U genau dann pseudosurjektiv, wenn fiir
kein einziges ¢ € N die Beziehung ¢ ¢ f (V) gilt. Fiir jede k-elementige Teilmenge [
von N ist die Anzahl aller Abbildungen f : N — U, diei ¢ f (N) fiir alle i € I erfiillen,
gleich (U — k)" (denn eine Abbildung f : N — U erfiillt genau dann i ¢ f (N) fiir
alle i € I, wenn f(N) C U\ I ist, d. h. wenn sie eine Abbildung von N nach U \ [
ist, deren Bildbereich "kiinstlich” zu U erweitert wurde; folglich gibt es genau |U \ I|™
solcher Abbildungen, also genau (U — k)" | weil |I| = k und damit [U\ I| = U — k
ist). Nach der Sylvesterschen Siebformel (auch Prinzip der Inklusion und Exklusion
genannt) ist die Anzahl aller pseudosurjektiver Abbildungen f : N — U also gleich
N
> (v () -
k=0 k

N N
Diese Anzahl ist somit einerseits gleich 3 (—1) ( k:> (U — k)", andererseits gleich
k=0

! Dieselbe Fragestellung, anders formuliert:

Wir wollen die N Zahlen 1, 2, ..., N farben, und haben U verschiedene Farben Fy, Fy, ..., Fy zur
Auswahl. Eine Farbung heifle pseudosurjektiv, wenn die N Farben Fy, Fy, ..., Fiy jeweils mindestens
einmal in ihr vorkommen. Wieviele pseudosurjektive Farbungen gibt es?

Wer lieber mit Farbungen als mit Abbildungen arbeitet, kann den folgenden Beweis gerne in eine
farbenfrohe Sprache tibersetzen (die Farben entsprechen den Elementen von U, die N Zahlen sind die
Elemente von N, und die Abbildung f bildet jede Zahl auf ihre Farbe ab), aber mit Abbildungen
lassen sich Argumente kiirzer formulieren.



N!. Daher ist

N N

> -1 () W= n =
k=

0

und (6) ist bewiesen.

Zweiter Beweis von (6) (durch Verallgemeinerung und Induktion):
Wir zeigen (6) und mehr (denn mehr zu beweisen ist oftmals einfacher):

Satz 1: Seien N € Nund U € R. 2 Dann gilt

Z (_1)k (];[) (U — k:)e =0 fir jedes £ € {0,1,....,.N —1} (7)

k=0

und

> (-nf (JZ) (U —k)N = NI, (8)

N
k=0

Beweis von Satz 1: Wir werden Satz 1 durch vollstandige Induktion nach N be-
wiesen. Fiir N = 0 ist Satz 1 trivial (die Gleichung (7) macht in diesem Fall iiberhaupt
0
0
kleinen Einmaleins ist). Damit ist der Induktionsanfang schon erledigt. Der Induk-
tionsschritt verlauft folgendermaflen:

Sei n € N. Angenommen, Satz 1 gelte fir N = n. Um den Induktionsschritt
abzuschlieflen, miissen wir nun nachweisen, daf§ Satz 1 auch fir N =n + 1 giiltig ist.

Laut unserer Annahme gilt Satz 1 fir N = n; das heifit, es gilt

keine Aussage, und (8) wird zu (—1)° (U —0)° = 0!, was eine Ubung im sehr

i (—=1)* (Z) (U—-k)"=0 fur jedes ¢ € {0,1,...,n — 1} (9)

k=0

und

:0 (—1)* (Z) (U - k)" =nl. (10)

2Gtatt R konnte hier ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins stehen, aber wir brauchen die
Aussage nur fir R (sogar nur fiir Z). Man beachte insbesondere, da§ wir U > N und U € N nicht
mehr benotigen!



Fir jedes m € N gilt nun

g:l (—1)" (n Z 1) (U - k)" = % (—1)F ((Z) + (k " 1)) (U — k)™

k=0 k=0

1
(denn (n + > = (n> + <k ﬁ 1) nach der Rekursionsgleichung der Binomialkoeﬂizienten)

k k
— :Zi‘; (=1 (Z) (U — k)™ + :Z:‘; (—1)* (k i 1) (U —k)™
_ Z o () w -+ Z 0 (3) @ = ey

(hier haben wir k + 1 fiir £ in der zweiten Summe substituiert)

S () w-nr e e () @

k=

T = (-1 =((U=-k)-1)™
n+1 n n
hier haben wir > und > jeweils durch ) ersetzt; damit sind zwei
k=0 k=1 k=0

Terme aus den Summen herausgefallen, die aber beide 0 waren,

da (:):0ﬁirk:—1undﬁirkz:n+1

_ i (—1)" (Z) (U — k)" — no (—)" (Z) (U =k -1"

_ -0 () <— Z o () w- k>4>

denn nach der binomischen Formel ist

(w-k-1"= £ (P w-n =L o (7)o - w0 - o
und damit (U — k)™ — (U — k) — 1)™ = —7:2_01 (—1)™" @) (U - k!
- —m o () e () o wr (1)



Fiir jedes m € {0,1,...,n} folgt hieraus

nZH (~1)* (n _1: 1) (U — k)™ = —mz_l (1) (?) ki 1) <Z) Uk

k=0 £=0 0
N -~ 7
=0 nach (9), denn aus
0<l<m—1 und me{0,1,...,n}

folgt ¢€{0,1,...,n—1}

=0
Wir haben also gezeigt:
n+1
1
Z(—l)k (n—]l— ) (U—-k)"=0 fir jedes m € {0,1,...,n}.

k=0

Das heifit, (7) gilt fiir N =n + 1.
Andererseits liefert (11) (angewandt auf m = n + 1) folgendes:

—~

- o Ei(l)(nﬂ)z (n —g 1) i <__1)’<f <Z> U — k).
- kzo (12)

In der Summe
n 1 n
() o ()
(=0 k=0

sind die Summanden fiir £ < n alle gleich 0 (denn fiir £ < nist 3 (—1)" (Z) (U—k) =
k=0

0 nach (9), weil £ € {0,1,...,n — 1}). Diese Summe ist deshalb gleich ihrem Summan-
den fiir £ = n, also gleich

(—1)HDn (n Z 1) kz: (1) (Z) U—-k)"=-n+1)n=—m+1).

. Vv
=n+l =n! nach (10)

Damit wird (12) zu

> (-nF (“ Z 1) U=k ==(=(n+1)) =(n+1)

k=0

Mit anderen Worten: (8) gilt fiir N =n + 1.
Somit sind (7) und (8) beide fiir N = n+1 bewiesen. Daher gilt Satz 1 fiir N = n+1,
und der Induktionsschritt ist abgeschlossen. Satz 1 ist also bewiesen.

Dritter Beweis von (6) (mithilfe endlicher Differenzen; skizziert):
Wir wollen zuerst kurz erlautern, was endliche Differenzen sind:

7



Definition: Sei f : R — R eine Funktion. Die Funktion g : R — R, die
durch g (z) = f (z) — f (x — 1) fiir alle z € R definiert wird, heifit die erste
endliche Differenz (oder auch erste finite Differenz) der Funktion f und
wird oft A (f) genannt.

Fiir jedes n € N definieren wir die n-te endliche Differenz (oder auch n-te
finite Differenz) der Funktion f als A (A (...(A(f)))), und bezeichnen sie

~
n mal A

mit A" (f). Zum Beispiel ist A°(f) = f, A (f) = A(f) und A*(f) =
A(A(A(A()))-

Folgende zwei Eigenschaften endlicher Differenzen sind leicht durch vollstandige
Induktion zu beweisen:

Satz 2 (explizite Beschreibung der n-ten endlichen Differenz): Sei
f R — R eine Funktion. Sei N € N. Fiir jedes x € R gilt

N

@) @) =3 0 () e,

k=0

Satz 3 (endliche Differenzen von Polynomen): Sei f : R — R eine
Polynomfunktion, die aus einem Polynom von Grad d und mit Leitkoef-
fizient a entsteht. Sei N € N. Dann ist AY (f) : R — R eine Polynom-
funktion, die aus einem Polynom von Grad d — N und mit Leitkoeffizient
N-(N—=1)-...- (N —=d+1) - a entsteht. (Ausnahme ist dabei der Fall
d < N; in diesem Fall ist der Grad nicht d — N, sondern undefiniert, und
AN (f) ist identisch 0.)

Satz 3 zeigt, dafl die N-te endliche Differenz sich dhnlich zur N-ten Ableitung
verhalt. In der Tat ist die N-te endliche Differenz eine Art diskretes Analogon der
N-ten Ableitung; wir wollen aber nicht darauf eingehen.

Wendet man Satz 3 auf die Funktion f : R — R mit f (z) = 2" an, so erhélt man,
daBB AN (f) : R — R eine Polynomfunktion ist, die aus einem Polynom von Grad N — N
und mit Leitkoeffizient N - (N —1)-...- (N — N +1) - 1 entsteht. Grad N — N =0
bedeutet eine konstante Polynomfunktion, und der Leitkoeffizient ist N - (N —1) - ... -
(N — N +1)-1 = N!; somit ist die Funktion A (f) identisch gleich N!, und nach Satz
2 ergibt sich hieraus (6), was zu beweisen war.

Vierter Beweis von (6) (wieder durch Verallgemeinerung, diesmal auch mit Polynom-
Beschworung; skizziert):
Unser néchster Beweis von (6) wird wieder verallgemeinern:

Satz 4: Sei N € N, und sei P ein Polynom in einer Variablen X iiber R.
Angenommen, deg P < N. Dann ist

N 0t ()P0 = Mo,

wobei py der Koeffizient des Polynoms P vor X* ist (insbesondere setzen
wir py = 0, wenn deg P < N ist).



Dieser Satz 4 (angewandt auf das Polynom P (X) = (U + X)' bzw. P (X) =
U+ X )N) ergibt sofort Satz 1, und, wie wir wissen, ergibt Satz 1 die zu beweisende
Formel (6). Somit reicht es uns aus, Satz 4 zu beweisen.

Wir benotigen folgendes Lemma:

Satz 5: Sei N € N, und sei P ein Polynom in einer Variablen X iiber R.
Angenommen, deg P < N. Dann gibt es N + 1 reelle Zahlen ag, ay, ..., ay
N X
so, da P (X) = Z%‘( ) ist.
i=0 !
X(X-1)...(X—=k+1)

i fir

X
Hierbei ist das Polynom ( k) definiert als
jedes k € N.
AuBerdem ist ay = Nlpy.

X
Hinweis zum Beweis von Satz 5: Das Polynom P (X) — Nlpy (N) hat einen Grad

X
von hochstens N — 1 (denn die Terme mit X~ in P (X) und N!py ( N) kiirzen sich

gerade heraus). Auf diese Weise konnen wir Satz 5 durch Induktion nach N beweisen.
Hinweis zum Beweis von Satz 4: Wir miissen beweisen, dafl

kfj(—l)‘f ()7 (-0 = oy

0

ist. Wir werden allgemeiner zeigen, daf§ das Polynom

kNO (—=1)F (Z) P(X —k)

gleich dem konstanten Polynom Nlpy ist. Gleichheit von Polynomen ist bereits gezeigt,
wenn sie an einer Stelle gleich sind, und ihre Ableitungen identisch sind. Die Gleichheit
der Ableitungen ist genau die Aussage von Satz 4 fiir das Polynom P’ statt P; da
deg P’ < deg P ist, konnen wir also diese Gleichheit als gegeben annehmen, indem wir

eine Induktion nach deg P durchfiihren. Es bleibt also zu zeigen, dafl die Polynome
N

N
> (=1)* (k:)P (X — k) und Nlpy an einer Stelle gleich sind. Wir betrachten die
k=0

Stelle X = N; wir miissen dann also beweisen, daf3

> -1 ()P =) = N

N
k=0

N X
ist. Nach Satz 5 gibt es N + 1 reelle Zahlen aq, aq, ..., ay so, daBl P (X) = > az-( )
ist, und es gilt ay = N!py. Damit ist

S (rovn-Ei ()57 - S (7Y



Wegen

@) (N @_ k) TR (zé\”— k)l il (%V—_kkz! Ol il (zéw— i)l k! (E\va—_ki)—! I (]j) (Nk_ 1)

wird dies zu

o Qrrn-Eegor ()
0 )

dies ist die alternierende Summe der (N —i)-ten
Zeile des Pascalschen Dreiecks; sie ist =0 fiir
N—i>0 (also fiir ¢<N) und =1 fiir N—:=0 (also fiir i=N)

N
- 1= NI
an <N) PN,
:N[pNY

was zu beweisen war. Damit ist (6) erneut bewiesen.

Bemerkung: Die Identitat (1) ist nicht neu; sie stammt von Cauchy und wurde
in [1], section 1.5 behandelt.

Eine &hnliche (aber bekanntere) Identitét stammt von Abel (siche dazu auch [1],
section 1.5 sowie [2], Theorem 5 in section 3.1):

Satz 6: Sein € N. Seien x € R und y € R. Ist x # 0, dann gilt

n

> (Z)% @+k)" -k =@ +y)".

k=0

(Dies gilt sogar fir x = 0, wenn man im Falle von & = 0 den Term
z(z+ k)" als 1 auffasst, was fiir 2 # 0 ja auch stimmt.)

Beweis von Satz 6: Wenden wir (1) auf n — 1, z + 1 und y — 1 statt n,  bzw. y
an, so erhalten wir

_ (n k 1) (o) + 0 (-1 -0 =S D oy -1y

t!
t=0
(13)

10



Nun ist

n

3 (Z) k(z+ k) (y— k)" =

k=0

n

(Z) k(z+ k) (y— k)

k=1

( hier haben wir das Zeichen ) durch ) ausgetauscht, denn fiir k = 0 steht )

in der Summe ein 0
k—1 n—k
” —1
= " n r+k y—k
k—1 — —
k=1 —(@+1)+(k-1) —(y—1)— (k1)

~((y=D)—(k=1)""*
(=)= (k=1)) "D =D

ny, n! B n-(n—1)! B (n—1)! _(n—1
denn (k;)k_ A R B Tl O A ) B e S Tl s T B ey S T (k_1)”)
=30 (3 )t 0 = ) (= 1 = (- )0

A I R R R e

(hier haben wir k£ — 1 fiir k£ substituiert)

. (" ; 1) (x+ 1)+ k) ((y—1) = k)"

k=0
n—1
—1)!
_ay . Yt 1)+ 1) (nach (13))
t=0 ’
1 ¢ 1
~—n(n—1) «— n!
=0 N e’ :;;y t=0
n!
il

11



Damit ist

(Z) R G A (R ) K
k=0 =(x+k)—k
= (Z) (w+k) = k) (z+ k)" (y—k)""
h=0 =(z+k)* —k(z+k)F
e e
k=0
- n k n—k = n k—1 n—k
=S () R - (ke 0 - b
k=0 k=0 _
n ! - ) n1 ! - )
:Eo ﬁ(ery) nach (1) :tgo H(achy) nach (13)
" nl . gy . nl n n
=) sty =) @ty = (@+y)"=@+y".
t=0 t=0 \n,-/

=1

Damit ist Satz 6 bewiesen.
Man kann weitergehen und sowohl die Aufgabe, als auch Satz 6 auf mehrere Vari-
ablen verallgemeinern. Man erhalt die ersten zwei der sogenannten Hurwitzidentitaten:

Satz 7: Seien m € N\ {0} und n € N. Seien x4, 3, ..., 2, reelle Zahlen.
Dann ist

n' i kj
> Tl o] Hl (25 + kj)
j:

(K1,k2;.. kem ) ENT;
ki+ko+...+km=n

“nl(m4n—t—2
:E F( L )(n+($1+x2—|—...+xm))t.
il n

Satz 8: Seien m € N\{0} und n € N. Seien 1, xs, ..., z,, reelle Zahlen, von
denen die ersten m — 1 von 0 verschieden sind (was, wie in Satz 6, eigentlich
tiberfliissig ist, wenn man z; (x; + k:i)ki*1 als 1 auffasst fir £; = 0). Dann
ist
n! s kj—1 Em n
Z ml_[l (xj + k)7 (T + )™ =(n+ (21 + 22+ ... + 7))
=

(k1,k2,. k) ENT
ki+ko+...+km=n

Wir wollen die (langwierigen) Induktionsbeweise dieser beiden Sétze nicht anfiihren,
und verweisen den Leser stattdessen auf [1], section 1.6. (Oder [3], welches ich aber

nur geschrieben habe, um mich selber von den Beweisen zu tiberzeugen.)
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