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Verwendete Hilfsmittel:

Blatter, Christian: Analysis 1, Vierte Auflage, Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg u.a. 1991

Aufgabe 1:

Zwei Spieler A und B haben auf einem 100x100 Schachbrett je einen Stein. Sie
ziehen abwechselnd ihren Stein, wobei jeder Zug aus einem Schritt senkrecht
oder waagerecht auf ein Nachbarfeld besteht und A den ersten Zug ausfiihrt. Zu
Beginn liegt der Stein von A in der linken unteren Ecke und der Stein von B in
der rechten unteren Ecke.

Man beweise: Der Spieler A kann unabhingig von den Spielziigen des Spielers
B stets nach endlich vielen Ziigen das Feld erreichen, auf dem gerade der Stein
von B steht.

Definitionen:

Zundchst ordne man jedem Feld eine eineindeutige Bezeichnung zu. Diese
ergibt sich aus der waagerechten Reihe und senkrechten Spalte, in der es sich
befindet. Dazu verwende man die Bezeichnung F(x;y) mit den zwei Variablen
x und y. Die erste Variable x stehe dabei fiir die Spalte und die zweite Variable
y fiir die Zeile.

Dabei werde die linke Spalte als erste (x=1) bezeichnet und fiir jede weitere
Spalte gelte x=k+1, wenn fiir die unmittelbar ' links von ihr liegende Spalte x=k
gelte. Somit ergibt sich fiir die Spalte ganz rechts x=100, da das Schachbrett
genau 100 Spalten hat.

Die Reihe werde entsprechend definiert:

Die oberste Reihe wird als erste (y=1) bezeichnet und fiir jede weitere Reihe
gelte y=m+1, wenn fiir die unmittelbar oberhalb von ihr liegende Reihe y=m
gelte. Somit ergibt sich fiir die Reihe ganz unten y=100, da das Schachbrett
genau 100 Reihen hat.

Das Feld F(x;y) befindet sich also in der x. Spalte von links und in der y. Reihe
von oben.

Mit dieser Definition startet Spieler A mit seinem Stein von Feld F(1;100) (das
Eckfeld links unten) und Spieler B von Feld F(100;100) (das Eckfeld rechts
unten).

Weiterhin sei als Zug die Bewegung eines Steines durch einen Spieler um ein
Feld bezeichnet. Der erste Zug sei mit der Zugnummer Z=1 bezeichnet. Jeder
weitere Zug sei mit Z=n+1 bezeichnet, wenn der unmittelbar vorhergehende
Zug die Zugnummer Z=n trigt.

Da Spieler A den ersten Zug ausfiihrt und die Spieler abwechselnd ziehen, ist
jeder Zug mit einer ungeraden Zugnummer Z ein Zug von Spieler A.
Entsprechend haben die Ziige von Spieler B gerade Zugnummern.

' Unmittelbar* bedeutet, dass keine weiteren Spalten dazwischen liegen.
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Als Doppelzug bezeichne man zwei aufeinanderfolgende Ziige, deren erster
von A ausgefiihrt wird.

Weiterhin sei mit dem Abstand derjenige Wert D(Z) bezeichnet, der sich aus
der Gleichung D(Z)=Ix;-x,| + ly;-y»l ergibt, wenn sich der Stein von Spieler A
nach Zug Z auf Feld F(x;;y;) und der Stein von Spieler B nach Zug Z auf Feld
F(x»;y»2) befindet. Der Abstand D(Z) zerfalle dabei in eine
Horizontalkomponente Dy(Z) = Ix;-X,l und eine Vertikalkomponente D, (Z)=ly;-
yal. Daraus folgt direkt auch D(Z)=Dyn(Z)+D(Z2).

Losung:

Gewinnstrategie fiir A:

Falls D,<Dy, so bewegt sich A in horizontaler Richtung auf B zu, im Falle
D,>Dy, bewegt sich A in vertikaler Richtung auf B zu, fiir D,=D;, bewegt sich A
in beliebiger Richtung auf B zu.

Es folgt der Beweis, warum diese Strategie zum Erfolg fiihrt:

Satz 1:

Der Abstand zwischen A und B kann sich, sofern Spieler A die oben
angegebene Strategie befolgt, wihrend eines Doppelzuges nur auf folgende
zwei Weisen verhalten:

Er kann konstant bleiben oder um zwei Felder kleiner werden.

Beweis:

Ein Doppelzug beginnt nach Definition mit einem Zug von Spieler A. Dieser
bewegt sich nach obiger Strategie auf den Stein von Spieler B zu. Der Abstand
sinkt damit um eins, da eine der beiden Abstandskomponenten (horizontal und
vertikal) konstant bleibt und die jeweils andere um genau ein Feld sinkt. Der
Spieler B kann sich auf zwei Weisen verhalten, er kann sich entweder um ein
Feld von Spieler A fortbewegen oder sich um ein Feld auf ihn zu bewegen. Im
ersten Fall vergroBert er den Abstand wieder um ein Feld und stellt damit den
Ursprungsabstand vor dem Doppelzug wieder her. Im zweiten Fall verkleinert
er den Abstand seinerseits um ein Feld. Damit ist der Abstand um zwei Felder
kleiner geworden.

Insbesondere folgt daraus, dass der Abstand nach Durchfiihrung eines
Doppelzuges nicht zunehmen kann.

Satz 2:

Nach endlich vielen Doppelziigen nimmt der Abstand um 2 ab.
Beweis durch Widerspruch:
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Wiirde der Abstand nicht nach endlich vielen Doppelziigen abnehmen, so
miisste er nach Satz 1 unendlich lange gleich bleiben.

Dies ist aus folgendem Grund nicht moglich:

Steht Spieler A auf Feld F(x,;y,) und Spieler B auf Feld F(xy;ys), so sind nach
dem Trichotomiegesetz die folgenden vier Fille moglich, in denen jeweils ganz
analog argumentiert werden kann, und zwei Sonderfille:

a)

Xa>Xp Und Y, >yp:

In dem Fall kann sich B nur von A wegbewegen, in dem er sich nach oben links
bewegt. Da A ihm in eine dieser Richtungen nachfolgt, bleibt A stets rechts
unterhalb von B und B ist stets in dieselbe Richtung eingeschrinkt. B kann sich
jedoch nicht beliebig oft nach links oder oben bewegen, da er irgendwann im
linken oberen Eckfeld angekommen ist und sich von dort aus nur noch nach
rechts oder unten bewegen konnte, das heil3t, auf den Stein von Spieler A zu,
wodurch der Abstand um zwei Felder in diesem Doppelzug sinken wiirde.

b)
Xa<Xp und y,>yp:

In diesem Fall kann sich B nur von A wegbewegen, in dem er sich nach oben
rechts bewegt. Da A ihm in diese Richtung nachfolgt, bleibt A stets links
unterhalb von B und B ist stets in eine dieser Richtungen eingeschrénkt. B kann
sich jedoch nicht beliebig oft nach rechts oder oben bewegen, da er irgendwann
im rechten oberen Eckfeld angekommen ist und sich von dort aus nur noch nach
links oder unten bewegen konnte, das heil3t, auf den Stein von Spieler A zu,
wodurch der Abstand um zwei Felder in diesem Doppelzug sinken wiirde.

c)

Xo>Xp und y,<yp:

Im dritten Fall® kann sich B nur von A wegbewegen, in dem er sich nach unten
links bewegt. Da A ihm in diese Richtung nachfolgt, bleibt A stets rechts
oberhalb von B und B ist stets in eine dieser Richtungen eingeschrinkt. B kann
sich jedoch nicht beliebig oft nach links oder unten bewegen, da er irgendwann
im linken unteren Eckfeld angekommen ist und sich von dort aus nur noch nach
rechts oder oben bewegen konnte, das heilit, auf den Stein von Spieler A zu,
wodurch der Abstand um zwei Felder in diesem Doppelzug sinken wiirde.

d)
Xa<Xp Und y,<yp:

*Diesen Fall kann A iibrigens génzlich vermeiden, ein Beweis dafiir wire jedoch aufwendiger.
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In dem Fall kann sich B nur von A wegbewegen, in dem er sich nach unten
rechts bewegt. Da A ihm in diese Richtung nachfolgt, bleibt A stets links
oberhalb von B und B ist stets in eine dieser Richtungen eingeschrinkt. B kann
sich jedoch nicht beliebig oft nach rechts oder unten bewegen, da er irgendwann
im rechten unteren Eckfeld angekommen ist und sich von dort aus nur noch
nach links oder oben bewegen konnte, das heifit, auf den Stein von Spieler A
zu, wodurch der Abstand um zwei Felder in diesem Doppelzug sinken wiirde.

e) 1. Sonderfall:
Xa=Xp und y, # Yp.

In diesem Fall kann sich A der Strategie folgend nur vertikal auf B zu bewegen.
Bewegt sich B nun vertikal von A weg, so gelangt er nach weniger als 100
Ziigen am oberen oder unteren Ende an, da das Brett nicht mehr Bewegungen in
einer Richtung zuldsst. Bewegt B sich jedoch horizontal, so ist x,=X}, nicht mehr
erfiillt und es tritt die Situation in einem der oben beschriebenen Fille auf.

f) 2. Sonderfall:

x, #x, und y, = yp.

In diesem Fall kann sich A der Strategie folgend nur horizontal auf B zu
bewegen. Bewegt sich B nun horizontal von A weg, so gelangt er nach weniger
als 100 Ziigen am oberen oder unteren Ende an, da das Brett nicht mehr
Bewegungen in einer Richtung zulisst. Bewegt B sich jedoch vertikal, so ist
ya=yb nicht mehr erfiillt und es tritt die Situation in einem der oben
beschriebenen Fille auf.

(Dieser Fall ist unter anderem am Anfang gegeben.)

Der denkbare siebte Fall (,,x,=x, und y,=y;,"‘)wire nach dem Trichotomiegesetz
zwar ebenfalls moglich, bedeutet aber, dass A und B sich auf demselben Feld
befinden, womit A sein Ziel bereits erreicht hitte.

Da der Abstand zu Beginn 99 Felder betrédgt und in jedem Doppelzug entweder
konstant bleibt oder um zwei Felder sinkt, ist der Abstand nach jedem
Doppelzug ungerade.

Das heiBt, es gilt: Z=0mod2: = D(Z)=1mod2

Es folgt also, dass der Abstand nicht ldnger als 198 Doppelziige konstant
bleiben kann, da mehr als 99 Bewegungen in eine horizontale und 99 in eine
vertikale Richtung nicht moglich sind. (Tatséchlich sind es sogar deutlich
weniger, dies zu beweisen, ist jedoch fiir den Endlichkeitsbegriff nicht
notwendig, der konkrete Fall hdngt von der Position der Spielsteine ab.)
Satz 3:

Nach endlich vielen Doppelziigen betrigt der Abstand D(Z)=1.

Beweis:
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Zu Beginn des Spiels betrdgt der Abstand D(0)=I1-1001+1100-1001=99+0= 99
Felder. Da der Abstand jeweils nur weniger als 198 Doppelziige konstant
bleiben kann (es sind grundsitzlich auf dem Brett nicht mehr als 99
Bewegungen in eine Richtung moglich, ohne zwischendurch in die
Gegenrichtung zu gehen; siehe Satz 2), nimmt er mindestens einmal alle 198
Ziige um zwei ab. Damit ist nach weniger als 198 *49 Doppelziigen der
Abstand 1 erreicht.

Hauptaussage:
Der Spieler A kann unabhiéngig von den Spielziigen des Spielers B stets nach
endlich vielen Ziigen das Feld erreichen, auf dem gerade der Stein von B steht.

Beweis:

Nach endlich vielen Doppelziigen (Satz 3) ist der Abstand 1 erreicht. Da bisher
nur Doppelziige betrachtet wurden und jeder Doppelzug aus zwei Einzelziigen
besteht, ist die Anzahl der bisher durchgefiihrten Ziige gerade. Fiir den
folgenden Zug ist Z also ungerade.

Da alle ungeraden Ziige von Spieler A ausgefiihrt werden, wird auch der
folgende Zug von Spieler A ausgefiihrt. Auch hier bewegt sich A gemil} der
Spielstrategie auf B zu, reduziert damit den Abstand um 1, dieser betrdgt dann O
und A hat das Feld erreicht, auf dem sich B momentan befindet.

Das Spiel kann von Spieler A also nach (deutlich) weniger als 49*198+1
Ziigen, das hei3t nach endlich vielen Ziigen gewonnen werden.

Q.E.D.
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Aufgabe 2:

Es sei x eine rationale Zahl.
Man beweise: Es gibt nur endlich viele Tripel (a,b,c) ganzer Zahlen mit a<0 und
b2-4ac=3, fiir die ax?+bx+c positiv ist.

Gegeben:
Ein konstantes xe Q

Variablen a,b,ce Z

a<0
b2-4ac=5
ax2+bx+c>0

Gesucht ist ein Beweis, dass es endlich viele (a, b, c)e A gibt, die die
gegebenen Gleichungen erfiillen.

Lésung:®

Definitionen:

Anmerkung:
x werde zunichst als reelle Zahl betrachtet, spiter wird auf den Spezialfall
x e Qreduziert.

Definiere die Funktion f: R — R : f(Xx)=ax2+bx+c

Diese ist ganzrational, da die Exponenten 0;1;2 allesamt nichtnegativ und
ganzzahlig sind.

Eine ganzrationale reelle Funktion ist stetig.

AuBerdem hat die Funktion f maximal zwei Nullstellen x; und X,, da sie ein
Polynom zweiten Grades ist, dabei sei x, < x, . Nach der Mitternachtsformel
liegen diese Nullstellen bei

_ b+\jb2—4ac
XMp =—-+— —
2a 2a

= Einsetzen von: b2-4ac=5

? Hinweis an den Korrektor: Die folgenden Siitze 1 bis 3 beweisen lediglich, dass die Parabel von f(x) nach unten
geoffnet ist und positive Funktionswerte somit zwischen den Nullstellen liegen miissen. Anschaulich ist dies eine
triviale Aussage.
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b 5

—— 2 4
2a 2a

X1

Da die Diskriminante positiv ist, existieren in jedem Fall die reelle Wurzel und

damit zwei voneinander verschiedene Nullstellen x; und X».

Da a<0 gilt, ist NS negativ und damit gilt— b + ﬁ < _b_ ﬁ . Daher ist
2a 2a  2a 2a  2a
die grofere Nullstelle
b s
X, =————
2a  2a

und die kleinere

b 5

X =——

2a Z'

Satz 1:
Fiir stetige Funktionen f: R->R gilt der Zwischenwertsatz:

Zwischen zwei Funktionswerten mit unterschiedlichem Vorzeichen liegt jeweils

mindestens eine Nullstelle.
Das heif3t formalisiert:

Ohne Beschrinkung der Aussage sei f(a)< f(b). Aus f(a)<0< f(b) folgt
dann die Existenz wenigstens eines reellen & e ]a;b[, fir das f(&)=0 gilt.

Beweis:*

Wir konstruieren durch fortgesetztes Halbieren des Intervalls [a;b] rekursiv eine

Folge von Intervallen [a b, :

a,=a, b,=>b;

ak,—ak;bk} O falls f(—“k;bk}o

[ak+l by ] =<

a, +b, >bk:| ’ falls f(Mjg()_
2 2

Die Folge a. ist monoton wachsend und beschrinkt durch by, die Folge b. ist

monoton fallend und beschrinkt durch ay; ferner gilt:

1
bk—akzz—k(b—a) (k >0)

4 Entnommen aus: Blatter, Analysis 1, Seite 143f.
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Die beiden Folgen besitzen daher [da 2* gegen Null konvergiert] einen
gemeinsamen Grenzwert &€ [a;b].
Nach Konstruktionsvorschrift ist

f@)<0< f(b) k20
und hieraus ergibt sich mit Hilfe der Stetigkeit von f:

f€) =lim f(a,) <O<lim (b)) = ().

Somitist f(&)=0,und & ist ein innerer Punkt des Intervalls [a,b].

Satz 2.1:
Die Funktionswerte zwischen den beiden Nullstellen x; und x, sind entweder
alle positiv oder alle negativ (Umkehrung des Zwischenwertsatzes).

Beweis:

Existieren zwischen zwei benachbarten Nullstellen x; und x, sowohl positive
als auch negative Funktionswerte, so muss zwischen diesen positiven und
negativen Funktionswerten nach dem Zwischenwertsatz eine weitere Nullstelle
liegen. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, dass die Nullstellen x; und x,
die einzigen Nullstellen sind.

Existiert zwischen x; und x; eine Stelle, deren Funktionswert weder positiv
noch negativ ist, so ist dieser Funktionswert nach dem Trichotomiegesetz Null
und damit eine weitere Nullstelle, auch dies widerspricht der Voraussetzung,
dass x; und x; die einzigen Nullstellen sind.

Satz 2.2
Alle Funktionswerte, deren Stellen kleiner als die kleinste Nullstelle sind, sind
entweder alle positiv oder alle negativ.

Beweis:

Existieren zwei Stellen, die beide kleiner als die kleinste Nullstelle x; sind und
deren einer Funktionswert groler und deren anderer Funktionswert kleiner als
Null ist, so muss zwischen diesen Funktionswerten nach dem Zwischenwertsatz
eine weitere Nullstelle liegen. Diese wire dann ebenfalls kleiner als die kleinste
Nullstelle x;, woraus sich ein offensichtlich ein Widerspruch ergibt.

Existiert eine Stelle kleiner als x;, deren Funktionswert weder positiv noch
negativ ist, so ist dieser Funktionswert nach dem Trichotomiegesetz Null und
damit eine weitere Nullstelle, auch dies widerspricht der Voraussetzung, dass x;
die kleinste Nullstelle ist.

Satz 2.3
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Alle Funktionswerte, deren Stellen groBer als die groBte Nullstelle x; sind, sind
entweder alle positiv oder alle negativ.

Beweis:

Existieren zwei Funktionswerte, deren Stellen beide grofler als die grofite
Nullstelle x, sind, so muss zwischen diesen Funktionswerten nach dem
Zwischenwertsatz eine weitere Nullstelle liegen. Diese wiire dann ebenfalls
kleiner als die kleinste Nullstelle x;, woraus sich ein Widerspruch ergibt.
Existiert eine Stelle groBer als x,, deren Funktionswert weder positiv noch
negativ ist, so ist dieser Funktionswert nach dem Trichotomiegesetz Null und
damit eine weitere Nullstelle, auch dies widerspricht der Voraussetzung, dass x»
die grofite Nullstelle ist.

Satz 3.1
Alle Funktionswerte f(x) des Intervalls x e |- oo;xl[ sind negativ.

Beweis:

Man wihle einen beliebigen Wert des Intervalls, zum Beispiel x, + 2—5 (da
a

a<0).
Man berechne dann dessen Funktionswert:

f(x1 +£]=f(—i+£+£]=a'(—i+£+ﬁJz+b'(—i+§+§J+C

2a 2a 2a 2a 2a 2a 2a

L-(—b+2\/§)2+2b—a-(—b+2\/§)+c

L (b2 —avp+20)+ 2 Ch4245)+c
4a 2a

2
L-192—i-4\/§b+§—b—+2\/§+c
4a 4a 4a 2a a

2
L-bz—b——l-\/gb+2\/§+§+c
4a 2a a a 4a

b* 20 4dac
+—+—
4a 4a 4da
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b* —4ac 20
_—+_
4a 4a
T (Da a<0)
da 4a 4a

Der Funktionswert ist also negativ. Dann sind nach Satz 2.2 alle Funktionswerte
dieses Intervalls negativ.

Satz 3.2:

Alle Funktionswerte f(x) des Intervalls x e ]xz;oo[ sind negativ.

Beweis: (vollkommen analog zu 3.1)
J5

Man wihle wieder einen beliebigen Wert des Intervalls, zum Beispiel x, — 2—
a

(dieser ist grofer als X), und berechne dann dessen Funktionswert:

f[xz_ﬁj_f[_i_i_f] a.(_z_i_f] (_i_ﬁ_ﬁjﬂ

2a 2a 2a 2a 2a 2a

2
A +— 44/5b + 20—3——3 5+c

2
Loy 1\/_b—2\/_+

4a 2a
b* 20
-+
da 4a
= (Ab hier exakt wie in Satz 3.1 Zeile 7 bis 10)
E <0 (Da a<0)
4a

Wiederum ergibt sich ein negativer Funktionswert, nach Satz 2.3 haben dann
alle Stellen x im Intervall x e ]xz;oo[ negative Funktionswerte.

10
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Von Interesse sind nach Aufgabenstellung jedoch Losungen der Gleichung
ax2+bx+c>0, das heif3t, positive Funktionswerte.

Diese konnen sich nur noch im Intervall x e ]xl ; xz[ ergeben. (Die in keinem

Intervall betrachteten Stellen sind x; und x, diese sind als Nullstellen jedoch
per definitionem nicht positiv.)

Soll die Gleichung ax2+bx+c>0 also 16sbar sein, so muss allgemein fiir
beliebige x die folgende Ungleichung gelten:

x, <x<X,
&
b 5 b 5
—_—t—<x<————
2a 2a 2a 2a
& (da a<0)

—b+\/§>2ax>—b—\/§
&

—J5<2ax+b<+5

Dax e Ristund Q c R gilt, gilt diese Ungleichung, die fiir beliebige x € R
getroffen wurde, auch fiir beliebige x € Q.

Diese Einschrinkung ist zuldssig, da nur eine reelle Variable in der
Ungleichung vorkommt.

Im folgenden sei nur der Spezialfall x € Q betrachtet.
AuBerdem werde x im Folgenden gemil3 Aufgabenstellung als konstant
betrachtet.

Definition:
Sei t definiert als t = 2ax+b
Dann folgt:

- 5<t<\/§

und daraus ein

Hilfssatz:
—-5<t*-5<0

Beweis:
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- 5<t<\/§

=> %5
AuBerdem gilt t* >0
=>0<t’<5
<=>
-5<t?-5<0
Satz 4:
2
ax’ —(2ax+b)x—c:—t =3
4a
Beweis:
Umformen der Definition fiir t ergibt:
b =t-2ax

Dies setzt man in b%-4ac=5 ein:
(t-2ax)>-4ac=5

<=>
(t-2ax)%-5=4ac
<=> (2. Binomische Formel)
t* —dtax +4a*x* —5=4ac
<=> (erlaubt, da a <0)
t? —4Atax +4a*x* -5 .
4a
<=>
> P-5
ax” —tx+ c
4a
<=> teilweise Riicksubstitution
t* =5

ax’ —(2ax+b)x—c:—

da

Definition:
Da x eine rationale Zahl ist, kann sie (vollstandig gekiirzt) eineindeutig durch
die Variablen r und s beschrieben werden:

xX= " mitreZunds eN (ohne Null) und ggT(r,s)=1
s

Satz 5:
t* -5

-s” ist ganzzahlig.
4a

Beweis:
Einsetzen der Definition von x durch r und s in Satz 4:

12
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r r r t° =5
a'(—j —(2a—+bj-—— =—
K K s da
<=> Klammern auflosen
2 2 2
r r r t- =5
a-—-2a-——-b—-c=-
) K s 4a
<=>
a-r*=2a-r*=b-r-s—c-s’ _ t* -5
s? 4a
<=> (mit s multiplizieren)
t* =5
a-r’=2a-r’—b-r-s—c-s>=— -5’
da

Die linke Seite enthilt ausschlieBlich ganzzahlig definierte Variablen; da die
Menge der ganzen Zahlen beziiglich der Addition, der Subtraktion und der
Multiplikation abgeschlossen ist, ist der gesamte Ausdruck auf der linken Seite
ganzzahlig. Damit muss auch der rechte Ausdruck ganzzahlig sein.

Satz 6:
2
s
a>* -5)—
-9)
Beweis:
Nach dem Hilfssatz ist

t2-5<0
<=> -(t2-5)>0

<=>—("=5)-5>>0 (da s>0)

—(tz —5)- s

da

<0

Da der linke Ausdruck nach Satz 5 ganzzahlig ist, folgt:
- (t - 5)- s’
4a
<=> (Multiplikation mit -a)

<-1

(t2 —5)'52
4

<a

Nach dem Hilfssatz gilt auBerdem:
t?=5>-5

13
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2

<=> (Multiplikation mit ST)
2 2 2
( - 5)- ", =8 5
4 4
Zusammenfassend:
=>
2 2 2
0> (t - 5)- S, 5
4 4
=> (Mit der Voraussetzung a<0 folgt:)

0>aZ—sz-é
4

Da s konstant ist, hat a nur begrenzt viele ganzzahlige Losungen.

Aus

—J5<2ax+b<A5
<=>
—\/E—Zax<b<\/§—2ax

folgt, dass fiir ein gegebenes a und konstantes x nur begrenzt viele Losungen fiir
ein ganzzahliges b moglich sind.

Nach
2 —_—
b*—4ac=5 & c:b >
4a
kann jeder moglichen Losung fiir a und b nur hochstens ein ¢ zugeordnet

werden.

Damit gibt es nur endlich viele Losungen fiir a, fiir jede dieser Losungen nur
endlich viele Losungen fiir b und fiir jedes Losungspaar (a,b) nur jeweils
hochstens eine Losung fiir c.

Damit gibt es nur endlich viele Losungstripel (a,b,c), die die gegebenen

Gleichungen erfiillen.
Q.E.D.
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Aufgabe 3:

Zwei Kreise k1 und k2 schneiden sich in A und B. Eine erste Gerade durch B
schneide k1 in C und k2 in E. Eine zweite Gerade durch B schneide k1 in D und
k2 in F; dabei liege B zwischen den Punkten C und E sowie zwischen den
Punkten D und F.

SchlieBlich seien M und N die Mittelpunkte der Strecken CE und DF. Man
beweise: Die Dreiecke ACD, AEF und AMN sind zueinander dhnlich.

Definitionen:

Mit /£ XYZ sei der Winkel bezeichnet, den die Strecken YX und YZ
einschliefen.

Alle geometrischen Konstruktionen seien aulerdem in der euklidischen Ebene
definiert.

Vorbemerkung:

Bekannt aus dem Schulunterricht sind diese elementaren Definitionen, die ohne
Beweis bleiben sollen:

Die folgenden drei Aussagen sind fiir zwei Dreiecke XYZ und X'Y'Z'
dquivalent:
. Zwei Dreiecke XYZ und X'Y'Z' sind zueinander dhnlich.

. Fiir zwei Dreiecke XYZ und X'Y'Z' gilt:
LXYZ=LXYZ AN LYZX=ZLYZX' AN LZXY = L ZXY'

(o XYL _1YZI _1XZ]
X'y 1Yzl 1X'Z

Losung:

Zeichnung:
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Losungsschritt 1: Dreieck ACD ist dhnlich zu Dreieck AEF.

Satz 1: ~ CAD=/EAF

Beweis:

£ CAD

= nach Peripheriewinkelsatz
Z CBD

= nach Wechselwinkelsatz
ZEBF

= nach Peripheriewinkelsatz
ZEAF

Satz 2: Z ADC=Z AFE

Beweis:

Z ADC

= (ADCB ist ein Sehnenviereck)
180°- £ ABC

= nach Nebenwinkelsatz

Z ABE

= nach Peripheriewinkelsatz

Z AFE

Satz3: £ ACD = Z AEF

Beweis:
Aus dem Winkelsummensatz fiir Dreiecke folgt:
£ ACD+ £ CAD+ £ ADC=180°

<=>

Z ADC=180° - ZCAD - ZACD

<=> Nach Satz 1

2 ADC=180°- Z EAF- Z ACD

<=> Nach Satz 2

2 ADC=180°- Z EAF- £ AEF

<=> Winkelsummensatz fiir Dreiecke

ZADC = ZAFE

Da die Dreiecke ACD und AEF nach Satz 1;2 und 3 in ihren Winkeln jeweils
paarweise ilibereinstimmen, sind sie zueinander "dhnlich".
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Schritt 2: Dreieck AMN ist dhnlich zu den Dreiecken ACD und AEF.

Satz 4:
Das Dreieck DAF ist dhnlich zum Dreieck CAE

Beweis:
Nach Schritt eins sind die Dreiecke ACD und AEF zueinander dhnlich. Dann
gilt nach dem konstanten Verhiltnis der Dreiecksseiten:

|AD1 TAC| o |AC| TAEI

l|AF | |AE| |ADI| |AF|

Zunichst definiere man den Faktor r mit r = ﬂ = @
|AD| |AF|

Ein beliebiges Dreieck C'A'E', dessen Seitenlidngen | C'E'l=r-| DF |,
IC'A'l=r-1AD | und | A'"E'l=r-1AF |betragen, ist wegen dem konstanten

Verhiltnis der Seiten zueinander dhnlich zu Dreieck DAF. Daher haben beide
auch paarweise identische Winkel, das heif3t, aus der Ahnlichkeit folgt:
(C'AE'= (DAF

Ich zeige nun, dass CAE und C'A'E' nach Kongruenzsatz SWS deckungsgleich
sind:

In die Aussage | A'E'l=r-| AF |setze man eine Definition fiir r ein und kiirze:

IA‘E‘I:%-IAF =l AE'|
| AF |

In die Aussage | A'C'l=r-| AD Isetze man die andere Definition fiir r ein und

kiirze:

IA‘C‘I:w-IAD =l AC |
| AD |

AuBerdem gilt:
Z CAE

Z CAF+ (FAE

= (Da ZDAC + £ CAF = £ DAF gilt)
Z DAF- (DAC+( FAE

= Da ZDAC= ZFAE gilt (nach Satz 1))
Z DAF

Damit sind CAE und C'A'E' nach Kongruenzsatz SWS deckungsgleich und
CAE ist dhnlich zu DAF.
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Satz 5:
DAN ist dhnlich zu CAM

Beweis:

Wieder sei ein beliebiges Dreieck C"A"M" gegeben, dessen Seitenlidngen mit
demselben r folgendermafen definiert seien: | A" C"'l=r-1 AD lund
IC"M"|=rIDN|lund |A"M"l=r1 AN |

Dann stehen sie zu den entsprechenden Seitenldngen im Dreieck DAN in einem
konstanten Verhiltnis und damit sind die Dreiecke DAN und C"A"M"
zueinander @hnlich.

Ich zeige nun, dass die Dreiecke CAM und C"A"M" nach Kongruenzsatz SWS
zueinander kongruent sind:

Z ACM

= (Da C, M und E auf einer Geraden liegen.)
Z ACE

= (Nach Satz 4)

Z ADF

= (Da D, N und F auf einer Geraden liegen.)
Z ADN

= (Da DAN zu C"A"M" dhnlich ist.)
ZA'C'M"

Setzt man in die Aussage | A" C"'l=r-1 AD | die Definition fiir r ein und kiirzt,

so folgt:

IA“C"I=£-IADI=I AC|
| AD |

Des weiteren lésst sich r folgendermaflen umformen:

|CE|
r = ——
| DF'|
& erweitern mit 0,5 3
. 0,5 ICE|
0,51 DF |
&
|CM |
r =
| DN |

(Da M die Strecke CE und N die Strecke DN halbiert.)

Diese Gleichung setzt man nun anstelle vonrin |C"M"'|=r-I DN | ein und
erhilt:

> Erweitert man mit einem anderen Faktor aus ]();1[, so lassen sich die Strecken CE und DF in einem beliebigen
iibereinstimmenden Verhiltnis teilen, ohne die Ahnlichkeit von AMN und ADF und ACE zu beeintrichtigen.
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IC"M"IZM-IDN =l CM |
| DN |

Damit sind CAM und C"A"M" kongruent nach Kongruenzsatz SWS und die
Dreiecke ADN und ACM sind zueinander dhnlich.

Satz 6: ACD ist dhnlich zu AMN

Beweis:
Da ADN zu ACM ihnlich ist (nach Satz 5), gilt:
|ADI _1AN| o AN 1AM |

|AC| 1AM | |AD| 1ACI

AN | AM |

|AD|1 1ACI

Wieder erzeuge man ein Dreieck A"M"N" mit den

Seitenldngen| A"'N'"'l=¢- | AD |, IM'"'N'"'l=¢|CD | und | A""'M""I=l AC|.
Dann ist auf Grund des konstanten Seitenverhéltnisses das Dreieck A"M"N"
dhnlich zum Dreieck ACD.

Ich zeige nun, dass das Dreieck A"M"N" zum Dreieck AMN kongruent nach
Kongruenzsatz SWS ist.

In die Gleichung | A"'N'"l=t-1 AD | setze man eine der beiden Definitionen fiir

Man definiere nun ¢ =

t ein und kiirze:

IA"'N“‘I=M~IADI=IANI
|AD|

In die Gleichung | A"'M'""'l=t-| AC | setze man die andere Definitionen fiir t ein

und kiirze:

IA“‘M“‘I=%~IAC =l AM |
lAC |

AuBerdem gilt:

Z MHIAHINHI

= Da A"M"N" und ACD é&hnlich sind.
£ CAD

ZMAD - ZMAC

ZMAN+ ZNAD- ZMAC

= Ahnlichkeit nach Satz 5: ZNAD = £ MAC
ZMAN

Damit sind die Dreiecke AMN und A"M"N" kongruent nach Kongruenzsatz
SWS und es folgt, dass ACD zu AMN d&hnlich ist.
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Aus der Transitivitit des Ahnlichkeitsbegriffs folgt, dass die Dreiecke ACD,
AEF und AMN jeweils dhnlich zueinander sind.
Q.E.D.
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Aufgabe 4:

Es sei A(n) die maximale Anzahl der Selbstiiberschneidungen von
geschlossenen Streckenziigen PP, ... PP (n 2 3), bei denen keine drei der
Eckpunkte auf einer Geraden liegen.

Man beweise:

a) Aln)= @, falls n ungerade ist.

b) Aln)= @ +1, falls n gerade ist.

Losung:

Definitionen:

Sei n die Anzahl der Strecken des Streckenzuges.

Die Strecke zwischen Punkt P, und Py, sei als Strecke k bezeichnet, dabei ist
k < n. Die Strecke zwischen Punkt P, und P; ist dann Strecke n.

Weiterhin sei B, (k) in einem Streckenzug aus n Strecken die Anzahl von
Strecken, die von Strecke k geschnitten werden.

Die Begriffe "Selbstiiberschneidung" und "Schnittpunkt" werden im folgenden
Text synonym verwandt.

Aufgabenteil a):

Schritt1:A(n)sil—‘%ﬁ2

Beweis:

Da keine Strecke von sich selbst oder von einer der ihr benachbarten Strecken
geschnitten werden kann (nach Aufgabenstellung) und diese drei Strecken
jeweils voneinander verschieden sind (da n >3 gilt), kann eine beliebige
Strecke k von mindestens 3 Strecken nicht geschnitten werden. Das heift, es
gilt bei konstantem n fiir beliebige k:

B, (k)<n-3

Summiert man alle Bn(k), die sich fiir ein konstantes n ergeben, auf, so erhélt
man n Summanden, deren jeder kleiner als oder gleich n-3 ist. Daraus folgt:

ggn(k)sfl.(n_g
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Da in der Aufsummierung aller B, (k) jede Selbstiiberschneidung doppelt
gezihlt wurde (da sie zum B, (k) beider beteiligten Strecken beitrigt), ist die

Gesamtzahl der Selbstiiberschneidungen genau halb so grof3 wie ZBn (k)

k=1

Damit gilt:

A)=1-3 B, () <=3

k=1 2

Schritt 2: A(n)> @

Ich zeige im Folgenden, dass fiir den Fall n =1 mod 2 ein Streckenzug mit

n-(n=3) Selbstiiberschneidungen konstruierbar ist:

.. . . n+1
Man definiere zundchstr € N mit r = T

(Da n ungerade ist, ist r eine ganze Zahl.)

Dann zeichne man einen Hilfskreis und markiere auf diesem n Punkte, die man
im Uhrzeigersinn fortlaufend mit R; bis R, bezeichnet.

Man verbinde jeden Punkt mit dem um r Punkte im Uhrzeigersinn weiter
liegenden.

Beispiel fiir den Fall n=13:

Ich zeige nun, dass diese Konstruktion allgemein fiir beliebige ungerade n eine
Losung darstellt:
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Satz 1: Jeder Punkt ist Teil desselben Streckenzugs.

Beweis:

Induktionsanfang: Punkt R; sei als Startpunkt des Streckenzugs definiert.
Induktionsvoraussetzung: Punkt Ry sei Teil des Streckenzugs.

Induktionsschritt: Dann ist der um r Punkte weiterliegende und mit diesem
Punkt direkt verbundene ebenfalls mit dem Anfangsstreckenzug verbunden. Der
an diesen Punkt wiederum angebundene liegt weitere r Punkte weiter im
Uhrzeigersinn. Ist also Punkt Ry mit dem Streckenzug verbunden, so ist dies
auch der um 2r im Uhrzeigersinn weiterliegende Punkt.

Darals r= nT-l-l definiert ist, gilt:

2-r=n+1

Damit ist der Punkt, der von Ry um n+1 im Uhrzeigersinn weiter liegt, ebenfalls
mit dem Streckenzug verbunden. Da der Kreis genau n Punkte enthiilt, ist der
um n weiterliegende Punkt Ry selbst, der um n+1 weiterliegende Punkt ist also
Rk+l-

Ist also Ry Teil des Streckenzugs, so ist auch Ry, teil desselben Streckenzugs.

Da somit jeder Punkt Teil desselben Streckenzugs ist, kann kein zweiter, von
diesem unabhingiger Streckenzug existieren, da fiir diesen fiktiven zweiten
Streckenzug keine Punkte mehr iibrigbleiben wiirden.

Satz 2: Jeder Punkt verbindet genau zwei Strecken (der Streckenzug hat
damit keine Verzweigungen).

Jeder Punkt ist mit dem im Uhrzeigersinn um r Punkte weiterliegenden direkt
durch eine Strecke verbunden und wird vom r Punkte gegen den Uhrzeigersinn
gelegenen Punkt erreicht, da er aus dessen Perspektive um r Punkte im
Uhrzeigersinn weiter liegt. Ein weiterer Punkt wire nicht mehr um r Punkte
entfernt, da beide Moglichkeiten (pro Richtung eine) bereits vergeben sind.
Nach Konstruktionsanweisung verbindet aber jede Strecke zwei um r
auseinanderliegende Punkte.

Satz 3: Der Streckenzug ist geschlossen.

Wiire der Streckenzug offen, so gibe es mindestens eine Strecke, die an einem
Punkt mit keinem weiteren Streckenzug verbunden wire. Dieser Punkt wire
dann nur mit der gegebenen Strecke verbunden, dies widerspricht Satz 2.

Satz 4: Jede Strecke schneidet genau n-3 andere Strecken.
(Ich zeige zunichst, dass keine zwei Strecken vollkommen disjunkt sind.)
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Beweis:

Eine beliebige Strecke k verbindet zwei Punkte. Damit teilt sie den Kreis in
zwei Teile, in einem liegen genau r-1 Punkte. (Man verbindet einen Punkt mit
dem um r Punkte weiterliegenden, die iibersprungenen r-1 Punkte liegen also
auf einer Seite der Strecke). Dieser Teil sei als "Seite 1" bezeichnet. Zwei
Punkte sind Teil der trennenden Strecke. Damit kGnnen nur noch n-(r-1)-2
Punkte auf der anderen Seite, mit "Seite 2" bezeichnet, liegen. Da r als

n+l1
]":

&< 2r —1 = ndefiniert ist, sind dies 2r-1-(r-1)-2=r-2 Punkte.

Soll eine Strecke, die mit der gegebenen keinen Punkt gemeinsam hat, diese
nicht schneiden, so miissen die sie begrenzenden Punkte beide auf einer Seite
liegen.

Bemerkung:

Die von einer Strecke verbundenen zwei Punkte lassen nach Voraussetzung im
Uhrzeigersinn den Abstand r, da n =2r —1 gilt, betrigt der Abstand in die
andere Richtung n—r=r—1

Auf "Seite 1" betrdgt der maximale Abstand zwischen zwei Punkten r-2, da r-1
Punkte auf dieser Seite liegen, diese lassen r-2 Zwischenrdume.

Liegen zwei Punkte auf dieser Seite, die miteinander verbunden sind, so haben
sie maximal den Abstand r-2, in die andere Richtung gezihlt minimal n-(r-
2)=r+1.

Jede Strecke verbindet nach Konstruktionsvorschrift jedoch zwei um r
auseinanderliegende Punkte.

Auf "Seite 2" befinden sich r-2 Punkte, der maximale Abstand zwischen zwei
Punkten betrégt iiber diese Seite gezihlt r-3, der minimale Abstand iiber die
Gegenseite gezihlt betridgt somit n-(r-3)=r+2.

Es ist somit nicht moglich, zwei Punkte auf dieser Seite zuldssig zu verbinden.

Daraus folgt, dass keine zwei vollkommen disjunkten Strecken moglich sind.
Entweder schneiden sich zwei Strecken also, oder sie sind benachbart. Da eine
Linie nach Satz 2 mit maximal zwei anderen benachbart ist, schneidet sie alle
anderen aufler diesen beiden benachbarten und sich selbst. Damit schneidet jede
Strecke genau n-3 andere.

(n-3)

Satz 5: Es gibt insgesamt genau n Schnittpunkte

Beweis:

Nach Satz 4 schneidet jede Strecke genau n-3 andere, mit anderen Worten, die
Strecke wird n-3 mal von anderen Strecken geschnitten. Der gesamte, aus n
Strecken bestehende Streckenzug wird also 7 - (n—3) mal geschnitten. Da aber

an jedem Schnittpunkt zwei Strecken beteiligt sind, in jedem Schnittpunkt also
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zwel Strecken geschnitten werden, ist die Gesamtzahl der Schnittpunkte genau

halb so groB3, das heif3t M

(n-3)

Somit ist ein Streckenzug mit Schnittpunkten durchaus konstruierbar.

(n-3)

Ist ein Streckenzug mit Selbstiiberschneidungen konstruierbar, so

kann die maximale mogliche Anzahl an Selbstiiberschneidungen nicht kleiner
sein, woraus die Aussage von Schritt 2 folgt.

Aus A(n) < # (Schritt 1)

und A(n)> @ (Schritt 2)
folgt:

Q.E.D.

Aufgabenteil b)

Erster Schritt: A(n) < %‘4) +1

Satz 1: B,(k)sn-3

Beweis:

Da keine Strecke von sich selbst oder von einer der ihr benachbarten Strecken
geschnitten werden kann (nach Aufgabenstellung) und diese drei Strecken
jeweils voneinander verschieden sind (da n >3 gilt), kann eine beliebige
Strecke k von mindestens 3 Strecken nicht geschnitten werden. Das heift, es
gilt bei konstantem n fiir beliebige k:

B (k)<n-3

Definition:
Legt man durch eine beliebige Strecke k eine Gerade g derart, dass fiir jeden
Punkt P der Ebene die Aussage VP: Pe k = Pe g erfiillt ist, so teilt diese

Gerade (wie jede Gerade) die Ebene in zwei Teile. Liegen nun die Strecken k-1
und k+1 auf derselben dieser Seiten, so sei genau dann die Strecke k als "rot"
bezeichnet, liegen die Strecken k-1 und k+1 auf verschiedenen Seiten, so sei
genau dann die Strecke k als "blau" bezeichnet.
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Die Anzahl aller blauen Strecken sei n,,,, ; die Anzahl aller roten Strecken sei

n

rot *
Die denkbare dritte Moglichkeit, dass eine der mit k benachbarten Strecken
ebenfalls auf g liegt, ist nicht erlaubt, da laut Aufgabenstellung keine drei
Punkte auf einer Geraden liegen diirfen.

Da somit jede Strecke entweder rot oder blau ist, gilt: n=n,,  +n

rot

Die Summe der Schnitte mit allen roten Strecken sei S, die der mit allen

rot ?

blauen sei S, .

Zeichnung zur Verdeutlichung:

k ist blau k ist rot
k-1 Pk k Pk+1
P K P, k-1 k+1
k+1 Pk-l Pk+2
Satz 2:
B (k)<n-4

Fiir eine rote Strecke k gilt:
Beweis:

Sowohl k-1 als auch k+1 liegen nach Definition auf derselben Seite der Strecke
k, damit auch die Punkte P,_, und P,_,,. Man durchlaufe nun in positiver

Durchlaufrichtung den restlichen Streckenzug von P,,, bis P _,. Mit jedem

Schnitt der Strecke k wechselt man die Seite (von k aus gesehen). Da man bei
Pk-1 wieder auf der Seite ankommt, auf der man begonnen hat, muss die
Strecke k in gerader Hiufigkeit geschnitten werden. Somit ist B, (k) eine
gerade Zahl.

Da n nach Voraussetzung gerade ist, ist n-3 ungerade. Der Fall B, (k) =n—3 ist

also nicht moglich. Daraus und aus Satz 1 folgt:

B (k)<n-4
Satz 3:
L .. B (k)
Fiir eine blaue Strecke k ist " ungerade
Beweis:

k-1 und k+1 liegen nach Definition auf verschiedenen Seiten der Strecke k,
damit auch die Punkte P,_, und P_,. Man durchlaufe nun in positiver

Durchlaufrichtung den restlichen Streckenzug von P, bis P,_,. Mit jedem

+2°

Schnitt der Strecke k wechselt man die Seite (von k aus gesehen). Das heil3t,
nach jeweils zwei Schnitten kommt man wieder auf der Seite an, auf der man
begonnen hat. Da man bei Pk-1 auf der anderen Seite ankommt, als auf der, bei
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der man begonnen hat, muss die Strecke k in ungerader Héufigkeit geschnitten
werden. Somit ist Bn(k) eine ungerade Zahl.

Satz 4:
Zwei beliebige voneinander verschiedene Strecken r und r', fiir die

B,(n=n-3 4B,(r")=n=3 gilt, schneiden sich.

Beweis:

Wenn Sie existieren, sind beide vom Typ blau (da sie nach Satz 2 aus roten
Strecken nicht konstruierbar sind). Zu beachten ist, dass eine blaue Strecke nach
Definition mit zwei anderen Strecken benachbart ist, die auf verschiedenen
Seiten der blauen Strecke liegen und sich somit nicht schneiden konnen. Ist also
rvom Typ B, (k) =n—3, so ist r blau und somit konnen sich r-1 und r+1 nicht

schneiden. Damit schneidet r-1 weder r+1, noch r-2 und r (diese sind zu r-1
benachbart), noch r-1 (sich selbst). Damit schneidet r-1 mindestens vier
Strecken nicht. Es gilt also B, (r —1) <n—4, was der Annahme widerspricht, es

sei mit r' zu identifizieren.

Analog lésst sich zeigen, dass r' nicht r+1 sein kann. r+1 schneidet weder r-1 (da
r blau ist), noch r und r+2 (da diese mit ihm benachbart sind) noch r+1 (sich
selbst). Somit schneidet auch r+1 mindestens vier Strecken nicht und es gilt

B, (r+1)<n—4, damit kann r' nicht r+1 sein, daraus folgt, dass r und r' nicht

benachbart sein konnen. Sie miissen sich somit schneiden.

Anmerkung: Da n eine gerade Zahl ist und n >3 gilt, folgt n >4 und somit
sind die vier Strecken die von r-1 und r+1 nicht geschnitten werden, jeweils
untereinander verschieden.

Definition:

Ist eine Strecke k blau, so sei sie mit "rechts-links-gerichtet" bezeichnet, wenn
in positiver Durchlaufrichtung Strecke k-1 von Strecke k nach rechts gerichtet
und Strecke k von Strecke k+1 nach links gerichtet fortgesetzt wird. Vom
Mittelpunkt von k aus gesehen, zweigen also sowohl k-1 als auch k+1 gegen
den Uhrzeigersinn von k ab.

Ist eine Strecke k blau, so sei mit "links-rechts-gerichtet" bezeichnet, wenn in
positiver Durchlaufrichtung Strecke k-1 von Strecke k nach links gerichtet und
Strecke k von Strecke k+1 nach rechts gerichtet fortgesetzt wird. Vom
Mittelpunkt von k aus gesehen, zweigen also sowohl k-1 als auch k+1 mit dem
Uhrzeigersinn von k ab.

Zeichnung zur Verdeutlichung:
,,rechts-links* ,.Jlinks-rechts*

27



Bundeswettbewerb Mathematik 2005 Teilnehmer: Mirko Rosner
Runde 2 Dahlweg 40
48153 Minster

Satz 5:
Die Anzahl der blauen Strecken, die rechts-links gerichtet sind, ist gleich der
Anzahl der blauen Strecken, die links-rechts gerichtet sind.

Beweis:

Durchliuft ein Punkt den geschlossen Streckenzug vollstindig in positiver
Durchlaufrichtung von P1 zu P1 zuriick, so behilt er bei Durchlaufen von einer
Strecke des Typs rot seine Umdrehungsrichtung (mit oder gegen den
Uhrzeigersinn) bei, bei Passieren einer blauen Strecke kehrt er sie um, da er sie
entweder rechtsgerichtet betritt und linksgerichtet verldsst oder linksgerichtet
betritt und rechtsgerichtet verlisst. Da er am Ziel (P1) wieder die selbe
Umdrehungsrichtung wie zu Beginn (P1) haben muss, muss er genauso héufig
von rechts nach links wie auch von links nach rechts gewechselt sein. Es gibt
somit genauso viele ,,rechts-links* gerichtete Strecken wie ,,links-rechts*
gerichtete Strecken.

Fallunterscheidung:
Fall 1: Nur fiir Strecken eines der beiden Typen "links-rechts" und "rechts-
links" gilt: B, (k)=n-3

Dann gilt fiir alle anderen blauen Strecken B, (k) <n—35 , da nach Satz 3 der
Fall B, (k)= n—4nicht moglich ist. Da es nach Satz 5 von beiden Typen gleich
viele gibt, kann B, (k) = n—3 fiir nicht mehr als die Hilfte aller Strecken

gelten.

Somit weisen also weniger oder gleich viele Strecken einen Schnitt mehr als n-4
auf, als es Strecken gibt, die mindestens einen Schnitt weniger (also weniger
oder gleich n-5) aufweisen.

Damit ist die Summe S, aller Schnitte von blauen Strecken

Spiau S My - (N —4)

Da fiir beliebige rote Strecken B, (k) <n—4 gilt, folgt fiir die Summe S, , aller
Schnitte von roten Strecken S, <n,_ -(n—4)

Es folgt:

rot

rot mt‘(f’l—4):f’l‘(f’l—4).

Z B (k)=S, +S,. <n, -(n—4)+n
k=1

Da an jedem Schnittpunkt des Streckenzugs zwei Strecken beteiligt sind, ist die
Gesamtzahl A(n) der Schnitte genau halb so gro83.
A(n) < ”'(”2_4) < ”'(”2_4) +1
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(n—4)

Fiir Fall 1 ist A(n) < n 5 +1 somit wahr.

Fall 2: Es sind Strecken keines der beiden Typen "links-rechts" und "rechts-
links" vom Typ B, (k) =n-3.

Dann gilt nach Satz 3 allgemein fiir blaue Strecken B, (k) <n-5

Die Summe S, aller Schnitte aller n,,,, blauen Strecken betrégt somit:
S bt S Mg (M =5) .

Die Summe S, , aller Schnitte aller n,,
(n—4).

Fiir die Gesamtsumme folgt dann:

. Toten Strecken betrigt nach Satz 2

SVOf S n

rot

(n—4)

rot

ZBH (k) = Shluu + Sr()t < nhluu ’ (n _5) +n
k=1

<, +tn,,)n0-4)=n-(n—4)

Da an jedem Schnittpunkt des Streckenzugs genau zwei Strecken beteiligt sind,
ist die Gesamtzahl A(n) der Schnitte genau halb so groB.
A(n) < ”'(”2_4) < ”'(”2_4) +1

(n—4)

Fiir Fall 2 ist A(n) < n 3 +1 somit ebenfalls wahr.

Fall 3: Es gilt fiir Strecken beider Typen "links-rechts" und "rechts-links" die
Aussage B, (k)=n-3

Die Betrachtung dieses Falls ist aufwendiger.

Definition:

Alle Strecken, fiir die B, (k) =3 gilt, miissen nach Satz 2 blau sein und miissen
sich nach Satz 4 schneiden. Eine beliebige dieser Strecken vom Typ "links-
rechts" sei mit Z=1 bezeichnet. Weiterhin sei, wenn eine Strecke mit Z
bezeichnet ist, diejenige Strecke, die von Z aus gesehen mit Z den kleinsten
Winkel im Uhrzeigersinn einschliet, mit Z+1 bezeichnet, bis bei Z=g alle
Strecken bezeichnet sind.

Lemmal:
Es gibt mindestens eine Strecke Z=L , die links-rechts gerichtet ist und fiir die
Z=L+1 rechts-links-gerichtet ist.
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Beweis durch Widerspruch:

Anderenfalls wiirde aus der Tatsache, dass Z links-rechts-gerichtet ist,
allgemein die Aussage folgen, dass auch Z+1 links-rechts gerichtet ist und es
gibe nach vollstindiger Induktion, (Induktionsanfang: Nach Definition ist Z=1
"links-rechts" gerichtet ) nur links-rechts-gerichtete Strecken (Widerspruch zur
Fallbedingung).

Satz 6:

B, () =3 Gind

Es kann maximal zwei Strecken geben, die vom Typ
Beweis durch Widerspruch:

Gibt es mehr als zwei Strecken, so gibt es mindestens drei solcher Strecken.
Die nach Lemma 1 existente Strecke Z=L muss sich nach Satz 4 mit Strecke
Z=L+ 1 schneiden.

Zeichnung:

Der Bereich, der vom Schnittpunkt von L und L+1 aus gesehen gegen den
Uhrzeigersinn zwischen Strecke L und Strecke L+1 liegt (in der Zeichnung
griin markiert), sei im Folgenden als "griiner Bereich" bezeichnet.

Die Endpunkte der Strecke L seien (wie in der Zeichnung) mit E und F
bezeichnet, die Endpunkte von L+1 mit G und H.

Eine Strecke, die an L im Punkt E anschlie3t, muss die Strecke L+1 entweder
schneiden (somit liegt ihr anderer Anschlusspunkt E' im griinen Bereich) oder
mit L+1 benachbart sein. Anderenfalls wiirde L+1 nicht von allen anderen
Strecken geschnitten und konnte nicht vom Typ B, (L +1) =3 sein.

Eine Strecke, die an L im Punkt F anschlief8t, muss die Strecke L+1 entweder
schneiden (somit liegt ihr anderer Anschlusspunkt F' im griinen Bereich) oder
mit L+1 benachbart sein. Anderenfalls wiirde L+1 nicht von allen anderen
Strecken geschnitten und konnte nicht vom Typ B, (L +1) =3 sein.

Eine Strecke, die an L+1 im Punkt G anschliefit, muss die Strecke L entweder
schneiden (somit liegt ihr anderer Anschlusspunkt G' im griinen Bereich) oder
mit L benachbart sein. Anderenfalls wiirde L nicht von allen anderen Strecken
geschnitten und konnte nicht vom Typ B, (L) =3 sein.
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Eine Strecke, die an L+1 im Punkt H anschliefit, muss die Strecke L entweder
schneiden (somit liegt ihr anderer Anschlusspunkt H' im griinen Bereich) oder
mit L benachbart sein. Anderenfalls wiirde L nicht von allen anderen Strecken
geschnitten und konnte nicht vom Typ B, (L) =3 sein.

Lemma 2:

Ist ein beliebiger Punkt im griinen Bereich, so muss ein mit diesem durch eine

Strecke verbundener Punkt im gegeniiberliegenden griinen Bereich sein, da die
Strecke sowohl L als auch L+1 schneiden muss, oder einer der Punkte E, F, G,
H sein.

Es folgt nach vollstidndiger Induktion, dass kein Punkt auflerhalb des griinen
Bereichs sein kann:

Induktionsanfang: Die Punkte E',F',G',H' miissen, wie oben gezeigt, alle im
griinen Bereich sein.
Induktionsschritt: Ist ein beliebiger Punkt P, im griinen Bereich, so muss dies

nach Lemma 2 auch fiir Punkt P,,, zutreffen, oder P, liegt genau auf der

+1
Grenze und ist einer der Punkte E, F, G, H (er kann kein weiterer sein, da nach
Aufgabenstellung keine drei Punkte auf einer Geraden liegen).

Damit kann kein Punkt aulerhalb des griinen Bereichs sein.

Nach Voraussetzung wiren die Endpunkte einer dritte Strecke, fiir die
B, (k) =3 gilt, also ebenfalls in je einem der griinen Bereiche. Dann allerdings

wire der Winkel, den diese dritte Strecke mit L+1 bildet, kleiner als der
Winkel, den L zu L+1 bildet. Damit konnten L. und L+1 keine
aufeinanderfolgenden Z-Werte haben, dies widerspricht dem Lemma 1.

Es folgt damit, dass fiir maximal zwei Strecken B, (k) =3 gilt. Nach der

Bedingung fiir Fall 3 konnen es auch nicht weniger sein, da es mindestens eine
je vom Typ "links-rechts" und "rechts-links" sein miissen.

Fiir die restlichen n,,,, —2 blauen Strecken gilt:

Die Summe § der Schnitte aller iibrigen blauen Strecken betrigt

blau rest
S i rest < My —2)-(n=5) < (n,,, —2)-(n—4), da jede einzelne der restlichen

Strecken maximal n-5 andere schneiden kann.

Die Summe der Schnitte jeder einzelnen roten Strecke betrigt
S(rot) < n(rot)-(n—4), da jede einzelne rote Strecke nach Satz 2 maximal von

n-4 anderen Strecken geschnitten werden kann.
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Die Summe der Schnitte aller Strecken betrdgt somit

iBn(k):Z-(n—3)+S

k=1

+S

(blau rest) (rot)

<2-(n-3)+(n,, —2) - n-4)+n,, -(n—4)
=2-n-4+)+n,, —2) - n-4)+n,, -(n—4)
=2-n-4+2+,, —2)-n—-4)+n,, - (n—4)

=2+Q2+n,, —2+n,,) (n—4)
=2+n-(n—4)

Da an jedem Schnittpunkt genau zwei Strecken geschnitten werden, ist die

Anzahl der Schnittpunkte genau halb so grof3 und es gilt:
A(n) < 2+n-(n—4)

2
<=>
A(n) < @ +1

Somit geniigen alle drei Fille diesem Satz und es gilt ganz allgemein fiir gerade
n:

A(n)S@+l

Schritt 1 ist somit bewiesen.

Schritt 2: A(n) > @ +1

(n—-4)

Lisst sich ein geschlossener Streckenzug, der +1

Selbstiiberschneidungen aufweist, konstruieren, so kann die maximale Anzahl
an Selbstiiberschneidungen nicht kleiner sein.

Ich zeige nun, das ein solcher Streckenzug konstruierbar ist.

Schritt 2.1: Mindestanzahl moglicher Streckeniiberschneidungen bei einem
offenen Streckenzug.

Satz 7:

Fiigt man an einen offenen unverzweigten Streckenzug aus n Strecken, bei dem
keine drei Punkte auf einer Linie liegen und die Strecke n genau n-2 andere
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Strecken schneidet, eine weitere Strecke n+1 an, so kann die Anzahl der neu
entstehenden Schnitte n-1 betragen.

Beweis:

Induktionsanfang:

Besteht der Streckenzug aus zwei Streckenziigen, so kann es keine
Selbstiiberschneidungen geben, da benachbarte Strecken sich nicht schneiden.
Fiigt man dann an die zweite eine dritte Strecke an, so kann sie die erste Strecke
schneiden, da diese mit der zweiten Strecke keinen gestreckten Winkel
einschlieft.

Induktionsvoraussetzung:

Die Strecke k schneide genau k-2 andere Strecken.

Induktionsschritt:

Dann lésst sich derart an n eine Strecke k+1 anfiigen, dass sie die Strecke k-1
schneidet, indem sie auf der entsprechenden Seite von k, auf der auch k-1 ist,
angefiigt wird, wenn sie nur lang genug ist. Des weiteren kann k+1 alle
Strecken schneiden, die auch k schneidet, sofern k+1 nur nah genug an der
Strecke k liegt. Damit kann die Strecke k+1 genau eine Strecke mehr schneiden
als die Strecke k. Dies sind k-1 = (k+1)-2 Strecken.

Somit ldsst sich an einen Streckenzug, bei dem die Strecke n genau n-2 andere
Strecken schneidet, eine Strecke n+1 anfiigen, die (n+1)-2 andere Strecken

schneidet.

Zeichnung: . el

Satz 8:

Ein offener, nicht verzweigter [kein Punkt schlie3t an drei Geraden an]
Streckenzug aus n Strecken (mit n > 2) kann Lz(n—l)

Selbstiiberschneidungen haben. Dabei diirfen nicht mehr als drei Punkte auf
einer Geraden liegen.

Beweis:
Fir n=2 1st der Fall klar. Zwei benachbarte Strecken konnen sich nicht

schneiden. Die Anzahl der Selbstiiberschneidungen ist somit 0. Setzt man fiir n
in die obige Gleichung zwei ein, so erhélt man 2-22-D = 0. Fiir den Fall

n=2 ist die Behauptung somit bewiesen.
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Man konstruiere nun einen Streckenzug aus n Strecken nach dem
Konstruktionsverfahren aus Satz 1. Indem man also mit jeder Strecke k (fiir
k > 2), die man hinzufiigt, genau k-2 weitere Schnittpunkte erhilt, ist die
Gesamtzahl der Schnittpunkte

Z":k—z = "f:k = "f:k
(n-2)+1)-(n-2)

2

(n=1)-(n—2)

2

Zeichnung mit Beispiel fiir n=6

Schritt 2.2:
(n—4)

Konstruktion von +1 Streckeniiberschneidungen bei einem

geschlossenen Streckenzug, fiir den n eine gerade Zahl ist.
Zunichst fasse man alle Strecken in 5 Gruppen zu je zwei zusammen.

Fiir 5 — 2 Gruppen lasse man die beiden Strecken einer Gruppe sich kreuzen.

Je zwei Punkte seien dabei beliebig nah angenihert, wie aus folgender
Zeichnung ersichtlich:

><

Fiir die restlichen beiden Gruppen seien die beiden Strecken an einem Ende
verbunden und die beiden anderen Enden seien einander beliebig nah
angendhert, wie aus folgender Zeichnung ersichtlich:
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Man verbinde zwei Gruppen, indem man je zwei Endpunkte miteinander
identifiziert, derart, dass eine Strecke der einen Gruppe eine der anderen Gruppe
schneidet, wie folgt:

Eine solche Verbindung nenne man "Knoten".

Nun konstruiere man einen offenen Zug solcher Gruppen, indem man alle
Gruppen zu einer Kette verbindet und die zwei gesondert erzeugten Gruppen je
an den Anfang und das Ende einer solchen Kette setzt, wie folgt:

Man erhilt einen geschlossenen Streckenzug aus n Strecken, da jede Strecke an
jedem Ende mit je einer anderen verbunden ist. Es konnten keine zwei
gesonderten Streckenziige entstehen, da jede Stecken iiber die fortlaufend
angebundenen Gruppen mit beiden Endstiicken verbunden ist.

Nihert man nun die beiden Punkte je eines Verbindungsknotens einander
beliebig nah an, so lésst sich die Kette angenihert als offener Streckenzug
betrachten.

Man lasse diesen angendherten Streckenzug aus 5 Gruppen sich nach Schritt 1

1) (2 =2
moglichst oft (das heif3t % mal) schneiden.

Ein solcher offener Streckenzug kann dann nach Schritt 1 bis zu

(5-1)-(-2)
2

Schnittpunkte haben. Da jedoch an jedem Schnittpunkt zwei Gruppen aus je
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zwei Strecken geschnitten wurden, ist die eigentliche Zahl an Schnittpunkten

z_1)(2=2
viermal so groB3, das heifit, es sind 4 - %Schnittpunkte.

Weitere Schnittpunkte ergeben sich daraus, dass sich nach
Konstruktionsanweisung die zwei Strecken einer Gruppe sich schneiden, dies

gilt fiir alle Gruppen auBer den beiden Endstiicken. Es ergeben sich somit 5 —2
weitere Schnittpunkte.

AuBerdem schneiden sich in jedem Knoten je zwei Strecken. Da genau
4 —1Knoten (Verbindung von 4 Gruppen) existieren, sind dies weitere

4 — 1 Schnittpunkte.

Die Gesamtzahl aller Schnittpunkte betrigt somit:
2)
+(5-2)+(4-1)

=2-(2)f —2n+2)+n-3

2
:2-%—3n+4+n—3

%'n2—2n+1

(n—4)

Da somit ein Streckenzug mit +1Schnittpunkten konstruiert werden

kann, kann die maximale Anzahl an Selbstiiberschneidungen A(n) eines
geschlossenen Streckenzugs nicht kleiner sein.
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Beispiel fiir den Fall n=18:

Es gilt damit:

A(n)z@H

Aus Schritt 1 ergab sich:

A(n)S%_‘D+1

Aus diesen beiden Aussagen folgt dann:
A(n) = %‘4) 1

Q.E.D.
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