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Vorwort bzgl. Hilfsmittel

Zur Losung von Aufgabe 3 habe ich das Geometrie-Programm KSEG verwendet. Hilfreich bei
Aufgabe 4 waren mein Taschenrechner (Ti89) sowie mein Computer und C++, mit denen ich
einige genauere Abschatzungen als die in der Losung aufgefiihrte testete.
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Aufgabe 1

Ein Kreis sei in 2n kongruente Sektoren eingeteilt, von denen n schwarz und die iibrigen n weil3
gefarbt sind. Die weiBBen Sektoren werden, irgendwo beginnend, im Uhrzeigersinn mit1,2,3,...,n
nummeriert. Danach werden die schwarzen Sektoren, irgendwo beginnend, gegen den Uhrzei-
gersinn mit 1,2, 3, ..., n nummeriert.

Man beweise, dass es n aufeinander folgende Sektoren gibt, in denen die Zahlen 1 bis n stehen.

Losung: Vorbemerkung: im Folgenden werden Abkiirzungen wie xi1, X2, ..., Xk oder x3 < xo < ... < Xk
verwendet werden. Dabei werden die ersten Elemente der Folge wie iblich nur angegeben, um deutlich
zu machen, wie die Indizierung fortzusetzen ist. Falls also k = 1, so sei mit xi, Xo, ..., Xx lediglich x;
angesprochen. Falls k = 0, so sei mit xq, X2, ..., Xx kein Element angesprochen, ebensowenig im Falle k = 1
und einer Folge Xxk—1, Xk—2, ..., x1 (wohl aber fiir k = 2). Keinesfalls sei mit einer solchen Abkiirzung eine
gewisse GroBe von k impliziert.

Fiir n =1 ist die Behauptung klar. Ich beschranke mich im Folgenden daher auf n > 2.

Es ist irrelevant, dass die Sektoren kongruent sind. Es kann fiir jeden Sektor ein Punkt auf dem
Schnitt von Sektor und Kreisrand gewahlt werden, der diesen Sektor reprasentiert, d.h. seine Farbe
und seine Nummer trigt. Mit diesen Uberlegungen lasst sich das Problem wie folgt umformulieren:
Fiir natiirliches n seien 2n verschiedene Punkte auf dem Rand eines Kreises gegeben; n dieser
Punkte seien schwarz gefarbt, die iibrigen wei. Die weiBen Punkte werden, irgendwo beginnend,
im Uhrzeigersinn mit 1,2, ..., n nummeriert. Danach werden die schwarzen Punkte, irgendwo be-
ginnend, gegen den Uhrzeigersinn mit 1,2, ..., n nummeriert. Man zeige, dass es n aufeinander
folgende Punkte (in Bezug auf ihre Lage auf dem Kreisrand) gibt, die mit den Zahlen 1,2, ..., n
(in beliebiger Reihenfolge) nummeriert sind.

Im Folgenden heiBe eine Verteilung, Farbung und Nummerierung von 2n Punkten in der obigen
Art eine n-Punktbelegung. Fiir Punkte xi, ..., xx einer n-Punktbelegung (n > k > 2) sei

x1 X xp 2 =X Xk (1)

genau dann, wenn xi, Xo, ..., Xx im Uhrzeigersinn in der Reihenfolge ihrer Indizierung auf dem Kreis
liegen. Dabei ist nicht gefordert, dass x; und x;+1 (1 </ < k) benachbart oder verschieden seien.
Wird hingegen in (1) ein x; < x;4+1 durch ein x; < x;11 (1 </ < k) ersetzt, so bedeute dies,
dass zudem x; # x;11 sei. Wird ein x; < x;11 (1 < < k) durch x;<x;,1 ersetzt, so bedeute dies,
dass xj41 im Uhrzeigersinn der zu x; nachstgelegene unter allen von x; verschiedenen Punkten der
Belegung sei. Bemerkung: x; < x2 < ... < xx und seine Abwandlungen durch Ersetzen von =<
durch <, < sind hierbei rein formelle Ausdriicke, durch welche sich Aussagen iiber die Anordnung
der Punkte auf dem Kreis klarer - da in Verzicht auf verbale Ausformulierung - machen lassen.
Insbesondere sind <, <, < nicht als bindre Relationen zu verstehen und x; < xo» < ... < xx (oder
seine Abwandlungen) nicht als Konjunktion der Aussagen x; < x;,1 < i < j < k (oder deren
Abwandlungen).

Ein Punkt einer n-Punktbelegung, der bei der Nummerierung die Zahl k,1 < k < n erhalten
hat, heiBe k-markiert. Ist zuletzt A := {xq,..., xx} Teilmenge der Menge der Punkte einer n-
Punktbelegung P (n > k), so heiBe A eine k-Folge von P, wenn fiir alle /,1 < j < k genau
ein ji-markierter Punkt zu A gehért und es eine Permutation 7 auf {1,2, ..., k} so gibt, dass
Xr(1)=<Xr(2)=<---=<Xr(k). Offensichtlich ist mit jeder n-Folge einer n-Punktbelegung auch ihr Kom-
plement (in Bezug auf die Menge aller 2n Punkte der Belegung) eine n-Folge.
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Mit dieser Begriffsbildung ist nun zu zeigen: jede n-Punktbelegung besitzt eine und damit wenig-
stens zwei n-Folgen.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Zum Beweis der Behauptung fiir n = 2
sei eine 2-Punktbelegung P gegeben, w;,i = 1,2 sei der i-markierte weiBe, s;,i = 1,2 der i-
markierte schwarze Punkt. Ist wo<w; oder wy<w», so ist offensichtlich {wy, wo} eine 2-Folge
von P. Anderenfalls sind - da P nur aus 4 Punkten besteht - s; und s, die unmittelbaren Nachbarn
von wi; es gilt folglich s,<w; oder wy<s, und in beiden Fallen ist {wy, s} eine 2-Folge von P.
Es sei nun n > 2 und die Behauptung bereits fiir alle k-Punktbelegungen mit 1 < k < n nachge-
wiesen. Sei weiter eine n+ 1-Punktbelegung P mit den Punkten {wy, ..., Wy, Wpt1, S1, -, Sn. Snt1}
gegeben, wobei wy der (eindeutig bestimmte) k-markierte weiBe Punkt und s, der (eindeutig
bestimmte) k-markierte schwarze Punkt der Belegung sei (1 < k < n+ 1). Durch Streichen
der n+ 1-markierten Punkte wpy1, Sp+1 wird P in eine n-Punktbelegung P’ mit den Punkten
{wy, ..., Wp, s1,..., sy} lberfiihrt (damit die Verwendung des Symbols < im Folgenden eindeutig
bleibt, werde ich speziell <p: schreiben, falls sich eine Aussage auf P’ bezieht; bezieht sie sich
auf P, so verwende ich weiterhin <). Nach Induktionsvoraussetzung existieren disjunkte n-Folgen
A={xy,...xat,B={y1,....¥n} von P', AUB = {wq, ..., Wy, S1, ..., Sn}. Dabei seien die x;, y;
0.B.d.A. derart indiziert, dass xy<pr...<prxp=<pry1=<pr...<pryy. Gilt nun x; < x < x, fiir einen
Punkt x der Belegung P’, so folgt aus x;<pr...<prx, und n > 2, dass x € A. Dieser Schluss wird
im Folgenden mehrfach verwendet werden.

Nehmen wir nun an, esseix; < x < x, <y mit x, ¥y € {wpy1, Sp41}, X # y, dann lasst sich A durch
Hinzunahme von x zu einer n+ 1-Folge von P erweitern. Analoges gilt im Falle y; < x <y, <y
mit X,y € {Wpy1, Snt1}, x # y fiir B. Gilt anderenfalls (1), d.h. falls sich weder A noch B auf
diese Weise erweitern lassen, x,<x oder x=<x; fiir ein x € {spt1, Wyt+1}, S0 lasst sich A durch
Hinzunahme von x ebenfalls zu einer n + 1-Folge von P erweitern.

Es bleibt daher nur noch der Fall zu priifen, in dem x; < x < x, fiir beide x € {wj11,S,+1} oder
y1 < X <y, fiir beide x € {wpt1,Sp+1} gilt. O.B.d.A. sei x; < Wpt1 < X, und X1 < Spr1 < X,
ferner wy € A (der nachfolgende Beweisteil ldsst sich vollig analog auf den Fall iibertragen, dass
wy ¢ A= 51 € A).

Es sei w, ¢ A= s, € A. Nehmen wir an, es gabe ein k,1 < k < n mit x3 < wx < Wpy1. Wegen
Wi 2 W, < Wpp1 (Nummerierung der weiBen Punkte im Uhrzeigersinn) ware dann auch x; < wy =<
Wp < Wpt1 < Xp = W, € A, was im Widerspruch zur Voraussetzung w,, ¢ A steht. Folglich sind
alle x € Amit x; X x < wp41 schwarz. Analog folgt, dass alle x € A mit x3 < x < s,+1 weiB sind:
ist namlich x; < s¢ < sp41 fiir ein k, 1 < k < n, dann folgt mit s, < 57 < sp+1 (Nummerierung
der schwarzen Punkte gegen den Uhrzeigersinn) auch x; < sx = 53 < Spy1 < X5 = S € A,
was im Widerspruch zur Voraussetzung w; € A = s; ¢ A steht. Folglich sind alle x € A mit
X1 R X < Spy1 weill. Dann miisste aber x; sowohl schwarz als auch wei3 sein - Widerspruch.
Folglich muss auch w, € A gelten. Daraus folgt s, ¢ A fiir alle k = 1,2, ..., n: ist ndmlich s, € A,
SO wegen X1 < Spi1 < Xp entweder x; = Sk < Spp1 oder Spp1 < Sk X Xp. Ist x1 X Sk < Spa,
so folgt wie oben, dass auch x1 = s = 51 < Spp1 < Xy = S1 € A, was wegen wy; € A im
Widerspruch dazu steht, dass A eine n-Folge von P’ ist. Ist analog s,11 < Sk = X, so folgt
X1 < Sp+1 <= Sp = Sk X Xp = sp € A, was wegen w, € A ebenfalls im Widerspruch dazu steht,
dass A eine n-Folge von P’ ist. Folglich ist sy ¢ A, d.h. s, € Bund wy € Afiiralle k =1,2,...,n.
Also sind die Punkte aus B genau die schwarzen, die Punkte aus A genau die weiBen Punkte von
P’, und wegen der Nummerierung der schwarzen Punkte gegen den Uhrzeigersinn und y, < x < y1
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fir beide x € {wpy1, Spy1} gilt daher y; = s,9—; fir i=1,2,..., nund
Sp=<Sp_1<...=<51.

Weiter folgt daraus
WkiplWk+1-2pl...-?PIWn-2pIW1%pr...%lek_l,

wobei k, 1 < k < n so gewdhlt sei, dass x; = w,. Nun lasst sich folgendermaBen eine n+ 1-Folge
von P finden: Ist x; < Wp+1 < Spy1, SO gilt

~ ~ ~ =¥Yn ~ =X1 ~ ~ ~
Sk—1=Sk_2=...< S1 < Wi <Wk41=...<Wpt1

und {Sx_1, ..., S1, Wk, ..., Wpt1} ist damit eine n+ 1-Folge von P.
Ist x; < Sp1 < Wpy1, danngibtesein i, k < i < nmit wj=<s,1<wj1: ist namlich w;<sp11<wj 1
fiir kein i, k < i < n, so gilt w, < Spp1 < Wyp1. Hierbei kann < durch < ersetzt werden, da weder
Wy < Wj < Wpyp1 nhoch w, <'s; < wpyq fiir ein j, 1 < j < n gelten kann. Fiir das so gewdhlte / ist
dann

Sk_12...QSl%WkQ...QWi%Sn_pl%W,‘_H%...%Wn

und {sk_1, ..., S1, Wk, ..., W, Sp11} eine n+ 1-Folge in P.
Folglich lasst sich in allen Fallen eine n 4+ 1-Folge von P finden. Per Induktion folgt nun die
Behauptung.

O
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Aufgabe 2
Man bestimme alle reellwertigen Funktionen f, die auf der Menge der positiven rationalen Zahlen
definiert sind, dort positive Funktionswerte besitzen und die die Gleichung

f(xy)

() FO)+ )+ 20y F) = 60

fiir alle positiven rationalen x, y

erfiillen.

LOsung:
Ist £ : QT — R™ Losung der gegebenen Funktionalgleichung, dann erfiillt die durch g(x) := ﬁ
(wohl)definierte Abbildung g : QT — R™ fiir alle x, y € Q' die Gleichung

1 1 2xy _ gx+y) _g(xy) | g(xy)
900 T 90 Tt T gty T =0y Ty Y
Daraus ergibt sich nun der Reihe nach
_ 9 )
9(2) =g(1+1)= o) + oD +2-1-1=4
_ _9®) g8, 9@
g9(4) =9(2+2)= FORE +2:2:2="-" 48
= g(4) =16
o _93), 90, 4, _9O)
16 —g(4)—g(3+1)—g(3)+g(1)+2 3-1 g(1)+7
= 9(3) =99(1)
_ L9, 90, 4
g(3) =g9(2+1)= 92 + o) +2-2-1 Fe) +5.
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt
4
99(1) =9(3) = o) +5
2 2
= 9g(12—5g(1) —4 = <3g(1) - g) -2 4= (39(1) - g) -2 =0
= 3g(1) — 2 = i?
5 13
& g(1) =1s + Tt

Da g Abbildung in die positiven reellen Zahlen ist und daher g(1) > 0, folgt daraus g(1) =
5 13

Sei nun x € Q7 beliebig. Dann gilt g(x + 1) = % % + 2x = g(x) + 2x + 1. Sei nun
n € N,n > 1 und bereits g(x + k) = g(x) + 2xk + k? fiir alle x € Q" und k € N, k < n bewiesen.
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Dann gilt auch

gx+n) = g(x+n-1)+1)=gx+n—-1)+2(x+n—-1)+1
= gx)+2x(n—=1)+(n—=1)2+2(x+n—1)+1=g(x) +2xn+ n?

fiir alle x € Qt. Per Induktion folgt somit g(x + n) = g(x) + 2xn+ n? fiir alle x € Q* und n € N.
Insbesondere ist g(n) = g(1 + (n— 1)) = g(1) +2(n — 1) + (n — 1)?2 = n? fiir alle n > 1 und
damit g(n) = n? fiir alle n € N.

Andererseits gilt auch g(x +n) = 99((”;3) + gg(("n’? +2xn = g(nx) (Wlx) + n—12) + 2xn fiir alle x € Q*
und n € N. Zusammen folgt

g(x) + n?

1 1
9(x) 4+ 2xn+ n?> = g(x + n) = g(nx) <— + —2> +2xn = g(nx) = =5 = n?g(x)
g(X) n FI6)) + r
fiir alle x € Q* und n € N.
Ist nun x =2 € Q", m, n €N, so folgt
2 _ _ _ 2 _ (N2
m?g(x) = g(mx) = g(n) = n* = g(x) = (=)
und damit ist g(x) = x2, also f(x) = % fiir alle x € Q7.
Umgekehrt gilt fiir f : Q* — RT, f(x) := % und x,y € Q" tatséchlich
1
1 1 2xy Y24+ x2+2xy f(xy)
f(x)+f(y)+2xy-f(xy)= =+ —+ = = = :
CIHTW) + 20 T09) =53 + 52 1 Gy 2 (xy)? oy [x+y)
Damit gibt es eine und nur eine Losung von (x), und diese ist durch x — X% gegeben.
O
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Aufgabe 3

Gegeben seien ein spitzwinkliges Dreieck ABC und ein beliebiger Punkt P im Innern des Dreiecks.
Die LotfuBpunkte von P auf die Seiten AB, BC und CA seien C', A" bzw. B'.

Bei welchen Lagen von P gelten /BAC = /B'A'C' und /CBA= ZC'B'A'?

LOsung:

Es sei P ein beliebiger Punkt im Innern von ABC und A, B’,C’ wie in der Aufgabenstellung
gewahlt. Da ZPB'C = LZCA'P = 90°, ist das Viereck PA'CB’ ein Sehnenviereck und nach dem
Peripherie-Zentriwinkelsatz ist PC Durchmesser der Umkreises von PA'CB’.

Nach dem erweiterten Sinussatz angewandt auf das Dreieck CB’A’ gilt dann

|A'B'| B |A'B'|

= =|P
sin/ZB'CA"  sin/ZACB IPC
Analog erhalt man die Gleichungen
|Blcl| |BICI|
= = |PA
sinZC'AB"  sin ZBAC IPA
Und |CIAI| |CIAI|
= = |PBj.

sinZA'BC' sinZCBA
Gelten somit ZBAC = £/B'A'C', ZCBA = ZC'B'A’, so auch ZACB = ZA'C'B' und damit

_ |B’CI| _ |B/CI| _
PAl = sin/BAC  sin/B'AIC! 2R
|C'A'| B |C'A'| B
PBI sin/CBA  sin/C'B'A 2R
1 R/ ! !
PC| |AB'|  |AB _oR

sin/ACB ~ sin ZA'C'B!
wobei im letzten Schritt jeder Gleichungskette der erweiterte Sinussatz auf das Dreieck A'B’C’
mit Umkreisradius R angewandt wurde.
Insbesondere also folgt |PA| = |PB| = |PC]|, d.h. P ist der Umkreismittelpunkt von ABC.
Sei nun umgekehrt P der Umkreismittelpunkt. Da das Dreieck ABC nach Voraussetzung spitz-
winklig ist, liegt P in seinem Innern. Da P Schnittpunkt der Mittelsenkrechten in ABC ist, sind
ferner A’, B!, C' genau die Mittelpunkte von BC, CA und AB. Folglich ist

B AC' 1

AC AB

Nach der Umkehrung des ersten Strahlensatzes sind daher B’C' und BC parallel. Analog zeigt
man A'B’ || AB und A'C' || AC. Dann sind ABC und A’B’'C’ zueinander dhnlich und es gelten

>

/B'AC'=/BAC, /AC'B'=/ACB und /C'B'A'=/CBA.

Folglich gibt es genau einen Punkt im Innern des Dreiecks, der den gestellten Bedingungen geniigt,
und dieser Punkt ist der Umkreismittelpunkt von ABC.
O
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Abbildung 1: Zur L6sung der Aufgabe

Abbildung 2: Zum Beweis der erweiterten Sinussatzes
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Satz 1 (Erweiterter Sinussatz)
Sei ABC ein Dreieck mit Seitenlangen a, b, ¢, Innenwinkeln a, B, v und Umkreisradius R. Dann
gilt
a b ¢
sina sinB  siny

Beweis: Es sei k der Umkreis von ABC und O sein Mittelpunkt. Ferner sei C' der von A
verschiedene Schnittpunkt der Geraden durch A und O mit k und 7' der Innenwinkel von ABC'
bei C'. Dann ist AC' Durchmesser von k und nach dem Peripherie-Zentriwinkelsatz ist ABC’
rechtwinklig bei B. Ferner ist nach dem Peripheriewinkelsatz v = «/, falls C und C' auf der
gleichen Seite der Geraden durch A und B liegen, ansonsten v = 180° — 4. In jedem Falle also
gilt c c c

siny =siny' =

Analog erhdlt man 25 = 2R, 525 = 2R und damit die Behauptung. O

sin
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Aufgabe 4

Eine positive ganze Zahl heiBe ziffernreduziert, wenn in ihrer Dezimaldarstellung hdchstens neun
verschiedene Ziffern vorkommen. (Dabei werden fiihrende Nullen nicht beriicksichtigt.)

Es sei M eine endliche Menge ziffernreduzierter Zahlen.

Man beweise, dass die Summe der Kehrwerte der Zahlen aus M kleiner als 180 ist.

LGsung:
Es bezeichne R die Menge aller ziffernreduzierten Zahlen.

e Essei Ag . =0 und A, :=RN{1,2,...,10" — 1} fiir n € N. Ist M C R endlich, so existiert
einneNmita< 10" firalleae M, d.h. M C A,.

e Sind A, B C R endlichund A C B, so ist

1 1 . . 1
> - < > 5+ die Ungleichung > 5 <180
acA?  beB beB

also starker als 3, 4 2 < 180.

Wegen der beiden vorangegangenen Aussagen ist es daher hinreichend zu zeigen, dass

1
> - <180 firalle n €N gil.
acAn a

Fiir n € N sei nun B, := A, \ A,_1 = {m € R|10" ! < m < 10" — 1}. Mit diesen Definitionen
gilt Ay = Ug—; Bk und By, N By, = 0 fiir ki, kp € N, ky # ko. Firn€ Nund z € {0,1,2,...,9}
sei Z,, C B, die Menge der (in ihrer Dezimaldarstellung) n-stelligen Zahlen aus R, die die Ziffer
z nicht enthalten. Da die Dezimaldarstellung einer Zahl aus B, aus genau n Stellen besteht und
mindestens eine Ziffer nicht beinhaltet, gilt

9

Bn=J Zn-

z=0

Fiir ein z € {1,2, ..., 9} gibt es genau 8- 9" n-stellige natiirliche Zahlen, die die Ziffer z nicht
enthalten: fiir die Wahl der ersten, von 0 verschiedenen Stelle aus {1, 2, ..., 9}\{z} gibt es namlich
genau 8, fiir die Wahl der iibrigen n — 1 Stellen aus {0,1,...,9} \ {z} jeweils 9 Moglichkeiten.
Folglich gilt |Z, .| = 8-9""1 fiir z € {1, 2, ...,9}. Weiterhin gibt es genau 9” n-stellige Zahlen,
die die Ziffer 0 nicht enthalten: dies gilt, da es fiir die Wahl jeder der n Stellen aus {1, 2, ...,9}
jeweils 9 Moglichkeiten gibt. Also gilt |Z, 0| = 9". Mit B, = ngo Zp,, folgt die Abschatzung

9 9
|Ba| = | U Zn ol < Z|Z”'Z| =9.(8- 9n—1) 49N — gntl,
z=0 z=0

Nach Definition gilt a > 107! fiir a € B,,. Zusammen mit der letzten Abschitzung fiir |B,| folgt

damit " 1
1 1 9n 9\
— < |By|- < =81.-(— .
Z a < |Bx| 10n-1 — 1001 8 <10>
a€EBp
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Seien nun n, k € N, k < n beliebig gewahlt. Dann ist

DRI D SESL SPILES DD DR

acAn a i=1 a€B; i=1 a€B; i=k a€B;
10k—1— 1
< Z Z
<y Liyyl Z L a1 Z <10>
i=1 i=k a€B;
1011 ji—1  10k1-1 k—1 o0 i
1 9 1 9 9
< Z 7+81Z<E> - Z _+81<10> (1_0>
i=1 i=k i=1 i=0
10k-1—-1 k—1 10k—1—-1 -1
1 9 1 1 9
= - 1 = - 1 — .
,; ;8 <10> 1-5 ; /+80<10>

In der letzten Zeile wurde dabei die Formel
o0
1
> =g a<l
k=0 q

fiir die geometrische Reihe verwendet.
Fiir ein n € N ist

— n—12k+1_ 1 n—12k+1_1 n—1
1 PR
Z— > =D DI SEANCE
I 2
i=1 k=0 j=2k k=0 =2k k=0

Wegen 10 < 16 = 2% ist 1d(10) < 4, d.h. [Id(10)] < 4. Fiir alle n € N folgt daraus

10"—1 2ld(10)Tn_ 1 24-n 1

~. =
IN
\||—\
2
\||—\

Weiterhin gilt
33_729<750_§ §5_243<250_1 1\ 1
10/ 1000 ~ 1000 4’ 4) 1024 T 1000 4’ 4) 16

und damit ()% = (2)>°? < &,
Setzen wir dles in obige Abschatzung fiir ZaeA 5 €in, so ergibt sich fiir n > 31 = k

10%0—1 30
9 810 960
a;—< Z —+810<10> <4:30+ = <120+ - =120+ 60 = 180.

Da zudem A, C Asy, als0 Y. ca, = < Yoea,, - firalle 1 < n < 31gilt, ist somit Y-, + < 180

fiir alle n € N. Nach den anfinglichen Uberlegungen folgt daraus die Behauptung.
O
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