Bundeswettbewerb Mathematik 2006, 2. Runde, Aufgabe 2

Man bestimme alle reellwertigen Funktionen f, die auf der Menge der positiven
rationalen Zahlen definiert sind, dort nur positive Funktionswerte annehmen, und die
Gleichung

[ (zy)

f($)+f(y)+2$y'f($y):m

fiir alle positiven rationalen x und y

erfiillen.
Losung von Darij Grinberg:

Wir werden zeigen:
Behauptung: Die einzige Funktion [ : Qt — R™, die fiir alle positiven rationalen
Zahlen x und y die Gleichung

[ (zy)

f($)+f(y)+2$y'f($y):m

(1)

1
erfiillt, ist die durch die Gleichung f (z) = —; definierte Funktion.
x

1
Beweis: Dass die durch die Gleichung f () = — definierte Funktion f : Q" —
x

R* die Gleichung (1) fiir alle positiven rationalen Zahlen x und y erfiillt, ist leicht
einzusehen: Fiir diese Funktion f gilt nidmlich

1 1 1 1 1 2
f@)+ fy)+2xy- f(xy) = —+y—+2$y (xy)QZEJFE -
y 4’ +2ry (z+y)? ( ) f (zy)

222 (zy)? (W) T fa+y)

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass jede Funktion f : Q* — R*, die fiir alle pos-

itiven rationalen Zahlen x und y die Gleichung (1) erfiillt, mit der durch die Gleichung
1

f(z) = —; definierten Funktion tibereinstimmt. Wir betrachten also eine Funktion

f: Q" — R, die fiir alle positiven rationalen Zahlen x und y die Gleichung (1) erfiillt.

Wir wollen zeigen, dass fiir jede positive rationale Zahl z gilt: f (z) = —.
x
Sei f (1) = a. Wir zeigen zunéchst:

Hilfssatz 1: Fiir jedes x € Q% gilt

f ()
(1+22) f(2) +a

flx+1)=



Beweis von Hilfssatz 1: Anwendung von (1) mit y = 1 ergibt

. fl=-1)
f@)+f1)+2x-1-f(z-1) = sl also
. f@
fx)+a+2x-f(x) = —f(x—l—l)’ also
/(@) [ (z)

flatl) = F@) tat2r fl@) (A+20)f(x)+a

und Hilfssatz 1 ist bewiesen.

Nun ist
_ _ S : N
f2 = f(1+1)= 0120/ () +a (nach Hilfssatz 1 fiir x = 1)
= o _1 damit
" 3a+a &
f@3 = f2+1)= /) (nach Hilfssatz 1 fiir z = 2)

1+2-2)f(2) +a

G

f@) = f(3+1):(1+2-3)f(3)+a

1
5+ 4a 1

damit

(nach Hilfssatz 1 fiir x = 3)

1 = .
7. L 7+ a(5+4a)
5+ 4a
Andererseits konnen wir (1) auf 2 = 2 und y = 2 anwenden und erhalten
f(2-2)
2 2)+2-2-2-f(2-2) = ——— 1
FR+[@+2:2:2:/2) = Fo ko
f(4)
2f(2)+8f(4) = =—=+=, also
@+8(@) = Fp
2 1—1—8 _ 1 Iso
. — . = a.
4 7+ a(5+4a) ’
g 1 _ 1_9 1_1_1_1
7+a(5+4a) 47 22

also 8 = - - (T+a(5+4a)),also 16 =7+ a(5+4a), also 0 = =9+ a (5 + 4a) . Doch

N | —

—9+a (5 + 4a) = 4a°+5a—9 = (4a® — 4a)+(9a — 9) =4da(a —1)+9(a— 1) = (da+9) (a — 1).

Alsoist 0= (4a+9)(a—1). Dada+9 # 0 ist (denn a = f (1) > 0, weil die Funktion
f nur positive Werte annimmt), gilt also a — 1 = 0, daher ¢ = 1. Somit wird die
Gleichung (2) zu

f (x) 1

Te+ ) =y @1 G 1 1/7 )

2



Somit vereinfacht sich Hilfssatz 1 zu Folgendem:
Hilfssatz 2: Fiir jedes v € QT gilt

1
(1+22)+1/f(x)

flx+1)=

Nun zeigen wir:
Hilfssatz 3: Sei a eine nichtnegative ganze Zahl.

a) Gilt fiir eine Zahl z € Q* die Gleichung f (z) = %, dann gilt auch f (z +a) =
1

(z +a)®
b) Gilt fiir eine Zahl = € QT die Ungleichung f (z) < %, dann gilt auch f (x + a) <
1

(x +a)®
c) Gilt fiir eine Zahl x € Q7 die Ungleichung f (x) > %, dann gilt auch f (z + a) >
1

(x4 a)®
Beweis von Hilfssatz 3: Wir zeigen zuerst Hilfssatz 3 b):
Den Beweis von Hilfssatz 3 b) fiihren wir nach der vollstindigen Induktion iiber a:

1
Induktionsanfang: Fiir a = 0 ist zu beweisen, dass wenn f () < — gilt, dann auch
x
1
f (x4 0) < ——— gilt. Dies ist trivial.
(x+0)
Induktionsschritt: Sei a; eine nichtnegative ganze Zahl. Angenommen, Hilfssatz

1

3 b) gilt fiir a = ay; das heifit, wenn eine Zahl z € QT die Ungleichung f (x) < =

1
erfiillt, dann ist f (z 4 a;) < ﬁ Wir miissen Hilfssatz 3 b) auch fiir a = a; + 1
T+ ay

zeigen. Wir miissen also zeigen: Wenn eine Zahl z € Q* die Ungleichung f (z) < —
x
1
(@ + (a +1)*

1
Wegen f(z+a1) < +—)2 ist (x4 a1)”- f(z+a) < 1,also 1/f (z+ay) >
T aq
1 1

)<

erfiillt, dann ist f (z + (a1 + 1)) <

(), und dant G e T 1/ o) ~ I+ 2@ta) + @ ra)

Nach Hilfssatz 2 fiir die Zahl x + a; anstelle von x gilt

1 1
fl@+a)+1) = ) S (+2(+am)+ (o +m)

(1+2(x4+a)+1/f(x+ar
1 1

(z+a)’+2@x+a)+1  ((z+a)+1)*

1
Mit anderen Worten: f (x + (a; +1)) < 5, Was zu beweisen war. Damit
(z + (a1 + 1))
ist der Induktionsschritt vollstéindig, und Hilfssatz 3 b) ist bewiesen.




Aus diesem Beweis von Hilfssatz 3 b) kénnen wir einen Beweis von Hilfssatz 3 c)
gewinnen, indem wir den Beweis wortwortlich iibernehmen und alle Zeichen < durch
> und alle Zeichen > durch < ersetzen, und einen Beweis von Hilfssatz 3 a) gewinnen,
indem wir alle Zeichen < und > durch = ersetzen. Somit ist Hilfssatz 3 vollstéindig
bewiesen.

Als erste Anwendung von Hilfssatz 3 zeigen wir:

1
Hilfssatz 4: Fiir jede natiirliche' Zahl n gilt f (n) = —.

Beweis von Hilfssatz 4: Da n eine natiirliche Zahl ist, ist n — 1 eine nichtnegative
ganze Zahl. Anwendung von Hilfssatz 3 a) auf a = n — 1 und = = 1 ergibt: Wenn

1 1
1) = — gilt, dann gilt auch f (1 4+ (n—1)) = —— . Mit anderen Worten:
fF =158 g fA+( ) 0r 1)
1
Wenn f (1) =1 gilt, dann gilt auch f (n) = —.
n
1
Doch f (1) = 1 gilt (denn f (1) = a = 1); somit erhalten wir f(n) = —;, und
Hilfssatz 4 ist bewiesen.
Als néchstes zeigen wir:
1
Hilfssatz 5: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt f (—) = n?.
n
1
Beweis von Hilfssatz 5: Anwendung der Gleichung (1) auf z =n+1 und y = nt
ergibt
+1 +1 +1
(ﬂn+D+f<n )+2m+1y” .f0n+m.” )
n n n
+1
f ((n +1)- 5 >
n
n+1Y\" )
f ((n +1)+ )
. : 1 :
Nach Hilfssatz 4 ist f (n + 1) = ————. Ferner ist
(n+1)
1 1 1 1
(n+1).n—i— :n.n—i- +n—|— :(n+1)+n+ .
n n n n

Damit vereinfacht sich die Gleichung (3) zu

f((n+1)+n+1)

1 n+1 n+1 n+1 n
+f( )+2 +1-—-f< +1)+ ): ;
(n+1)* n e R f0n+n+n21)
also zu
1 n+1 n+1 n+1
m+f( " )+2(n+1)- - -f((n-i—l)-i- " ):1.

IEine natiirliche Zahl bedeutet im Folgenden eine positive ganze Zahl, d. h. eine von den Zahlen
1,2, 3, ...



Mit anderen Worten:

() ()

(n+ 1)2 n

n+1

1
Nehmen wir nun an, es gilt f (—) < 1/ (n—i—
n

n

2
) . Da n + 1 eine nicht-

1
negative ganze Zahl ist, gilt laut Hilfssatz 3 b) dann auch f <i + (n+ 1)) <
n

1/ <"+1 +(n—|—1))2, also

n

f(nzl+(n+1)) < 1/ ("Zl+(n+1))2zl/ <(n+1) (%—Fl))?

U (R :1/(“””) YIRS S

n n? (n+1)"

1 1\? 1 ? 2
und aus f ntl <1/ nt wird f nt < n = n—Q; somit
n n n n-+1 (n—i—l)

liefert (4) folgende Ungleichung:

— 2+f(n+1)+2(n+1)2~f<n+1+(n+1)>
(n+1) n n n
_ 1 N n? +2(n+1)2' n?
(n+1)°  (n+1)° n (n+1)*
B 1 n? 2n  14n?+2n  (n+1)°

Y

1) mr1? mr1? mtl? (mr1f

1 1\°
was offensichtlich falsch ist. Wir haben also unter Annahme von f nr ) <1/ (n i )
n n

einen Widerspruch erhalten. Analog bekommen wir auch einen Widerspruch, wenn wir

n+1 n+1\?
f ( il >1/ i ) annehmen (dabei miissen wir in der obigen Argumentation
n n

alle Zeichen < durch > ersetzen und statt Hilfssatz 3 b) den Hilfssatz 3 ¢) anwenden).

1 1\? 1 1\?
Somit kann weder f (nz ) <1/ <n+ ) noch f (n;— ) >1/ (n—l— ) gelten;

n n

2
es muf} also f (n—i—l) =1/ (n—{—l) sein.
n

n

Anwendung von Hilfssatz 2 auf x = — ergibt nun
n

f(l+1) = 1 ! N also
" <1+2'E)+1/f(ﬁ)

(o)) Sy ey gy )

bt



und damit

1/f (%) = (nZI)Q— <1+2-%> — <”;;1>2—1—%

(n+1)2—n2—2n_(n2—|—2n+1)—n2—2n 1

n? n?

1
also f (—) = n?. Damit ist Hilfssatz 5 bewiesen.
n

Nun kénnen wir endlich beweisen, dass fiir jede positive rationale Zahl x gilt:

f )=~

22
u
In der Tat ist die Zahl z, weil sie positiv und rational ist, als Quotient x = — zweier
v

1
natiirlicher Zahlen u und v darstellbar. Nach Hilfssatz 4 fiir n = u gilt f (u) = —.
u

1 1 1\?
Nach Hilfssatz 5 fiir n = v gilt f <—> =%, also f (—) =1/ <—> . Nach Hilfssatz 3
v v v

1 1 1 2
a) fiir z = — und a = u ist somit f (— + u> =1/ (— + u) . Nach der Gleichung (1)
v v v

fiir x = v und y = — ist aber
v

1
f(u)+f(%)+2-u-%-f(u-%) _ M also

f(u>+f(%>+2~%-f(9) _ G also

1
5—1—02—1—2-%-]0(3:) = — = also

damit
2
%4‘@2 (%-FU f(x)—2~%-f(x)
= (r2rure)s@-2 @ (G 2 ) f@ - 2w



also

1 1+ u??
— + /U2 2 2 2

f(x) u? = Y Y :1/<E> _ 1
1 L2 1+ u?v? u? v x?’
02 V2

was zu beweisen war. Damit ist die Behauptung bewiesen, und die Aufgabe gelost.



