Bundeswettbewerb Mathematik 2006, 2. Runde, Aufgabe 1

Ein Kreis sei in 2n kongruente Sektoren eingeteilt, von denen n schwarz und die
iibrigen n weifl gefirbt sind. Die weilen Sektoren werden, irgendwo beginnend, im

Uhrzeigersinn mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., n beschriftet. Danach werden die schwarzen
Sektoren, irgendwo beginnend, gegen den Uhrzeigersinn mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., n
beschriftet.

Man beweise, dass es n aufeinander folgende Sektoren gibt, in denen alle natiirlichen
Zahlen von 1 bis n stehen. !

Loésung von Darij Grinberg:

Sei Z,, die additive Gruppe der Restklassen ganzer Zahlen modulo 2n. Begin-
nend mit einem beliebigen Sektor nummerieren wir alle 2n Sektoren des Kreises im
Uhrzeigersinn mit den Restklassen 0, 1, 2, ..., 2n — 1 aus Zs, durch. Wir identifizieren
damit die 2n Sektoren des Kreises mit den entsprechenden Restklassen aus Z,,,. Offen-
sichtlich gilt: Fiir einen beliebigen Sektor ¢ sind die Sektoren ¢ — 1 und ¢ + 1 die zwei
Nachbarsektoren von dem Sektor i, und zwar ist der Sektor 7 + 1 der niichste Sektor
nach dem Sektor ¢ im Uhrzeigersinn, und ¢ — 1 ist der néichste Sektor nach dem Sektor
1 gegen den Uhrzeigersinn.

Ein Sektor u heifle zu einem Sektor v verschiedenfarbig, wenn die Sektoren u
und v verschiedene Farben haben, d. h. wenn einer der beiden Sektoren u und v weif3
ist und der andere schwarz.

Wir definieren nun drei Funktionen bzw. Abbildungen:

e Wir definieren die Funktion e : Zy, — 7Z folgendermaflen: Fiir jeden Sektor ¢
bezeichnen wir mit e (i) die Zahl, mit der dieser Sektor (geméB der Aufgaben-
stellung) beschriftet ist. Diese Zahl e (i) nennen wir kurz die Beschriftung des
Sektors i. Diese Zahl e (i) ist eine der Zahlen 1, 2, 3, ..., n.

e Fiir jeden Sektor ¢ sei i, der erste zum Sektor i verschiedenfarbige Sektor, den
man passiert, wenn man von dem Sektor ¢ ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis
entlanglauft.

e Wir definieren die Funktion d : Z,, — Z folgendermaflen: Fiir jeden Sektor ¢ sei
d (i) =e(i) — e (iy), wenn der Sektor i weif ist, und d (i) = e (iy.) — e (i), wenn
der Sektor i schwarz ist.

Wir fangen mit einem trivialen Hilfsresultat an:
Hilfssatz 1: a) Ist ¢ ein weiler Sektor, und j der néichste weile Sektor nach dem
Sektor i im Uhrzeigersinn, dann gilt e (j) = e (i) + 1 modn.

! Bemerkung: Ich habe die urspriingliche Aufgabenstellung leicht abgesindert. Unter anderem habe
ich das Verb "nummerieren" durch ein "beschriften" ersetzt, weil ich in meiner Losung die Sektoren
mit den Restklassen 0, 1, 2, ..., 2n — 1 modulo 2n durchnummeriere, und nicht der Eindruck entstehen
soll, es handele sich dabei um die gleiche Nummerierung wie die in der Aufgabe definierte Beschriftung
mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., n.



b) Ist i ein schwarzer Sektor, und j der nichste schwarze Sektor nach dem Sektor
i im Uhrzeigersinn, dann gilt e (j) = e (i) — 1 modn.

Beweis von Hilfssatz 1: Hilfssatz 1 a) folgt daraus, dafl die weiflen Sektoren im
Uhrzeigersinn mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., n beschriftet sind, und Hilfssatz 1 b) folgt
daraus, dafl die schwarzen Sektoren gegen den Uhrzeigersinn mit den Zahlen 1, 2, 3,

., n beschriftet sind.

Zu der Funktion d (7) ist folgendes anzumerken:

Hilfssatz 2: Fiir jedes i € Zs, gilt d(i+ 1) = d (i) + 1 modn.

Beweis von Hilfssatz 2: Wir unterscheiden vier Fille:

Fall 1: Die Sektoren ¢ und i + 1 sind beide weifl. Dann ist i, der erste zum Sektor
1 verschiedenfarbige - also schwarze - Sektor, den man passiert, wenn man von dem
Sektor i ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlanglduft, und (i + 1), ist der erste
zum Sektor ¢ + 1 verschiedenfarbige - also schwarze - Sektor, den man passiert, wenn
man von dem Sektor ¢ + 1 ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlanglduft. Da
die Sektoren i und i + 1 beide weif sind, miissen also die Sektoren i, und (i + 1),
tibereinstimmen, d. h., wir haben i, = (i 4 1),

Da die Sektoren i und i + 1 weif} sind, gilt d (i) = e (i) —e(iy) und d(i+ 1) =
e(i+1)—e((i+1),). Daiein weiBer Sektor ist, und i 4 1 der nichste weile Sektor
nach dem Sektor ¢ im Uhrzeigersinn ist, gilt nach Hilfssatz 1 a) aber e (i + 1) = e (i) +
1 modn.

Somit erhalten wir

di+1) = e(i+1)—e((i+1),)=e(i+1)—e(iy) (denn iy = (i+1), )

(e (i) +1) —e(iy) (denn e (i +1) = e (i) + 1 modn)
(e(i)—e(iy))+1=4d(i)+1 modn.

Fall 2: Die Sektoren ¢ und 7 4+ 1 sind beide schwarz. Dann ist i, der erste zum
Sektor ¢ verschiedenfarbige - also weifle - Sektor, den man passiert, wenn man von
dem Sektor i ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlanglduft, und (i + 1), ist der
erste zum Sektor i + 1 verschiedenfarbige - also weifle - Sektor, den man passiert, wenn
man von dem Sektor ¢ + 1 ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlanglduft. Da
die Sektoren 7 und i + 1 beide schwarz sind, miissen also die Sektoren 7, und (i + 1),
tibereinstimmen, d. h., wir haben i, = (i +1),

Da die Sektoren ¢ und ¢ + 1 schwarz sind, gilt d (i) = e (i;) —e (i) und d (i + 1) =
e((i+1),) —e(i+1). Dai ein schwarzer Sektor ist, und i + 1 der n#chste schwarze
Sektor nach dem Sektor ¢ im Uhrzeigersinn ist, gilt nach Hilfssatz 1 b) aber e (i + 1) =
e (i) — 1 modn.

Somit ist
dii+1) = e((i+1),)—e(i+1)=e(iy)—e(i+1) (denn i, = (1+1),)
= e(iy)—(e(i) — ) (denne(i+1)=e(i) —1 modn)
(e(iy) —e(i) +1=d(i) +1 modn.

Fall 3: Der Sektor ¢ ist schwarz, und der Sektor ¢+ 1 ist weifl. Dann ist i, der erste
zum Sektor i verschiedenfarbige - also weifle - Sektor, den man passiert, wenn man
von dem Sektor ¢ ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlanglduft, und dies muf
offensichtlich der Sektor i + 1 sein! Somit ist 7, =i + 1. Andererseits ist (i + 1), der



erste zum Sektor 7 + 1 verschiedenfarbige - also schwarze - Sektor, den man passiert,
wenn man von dem Sektor ¢ + 1 ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlangléuft.

Fiir den schwarzen Sektor i ist d (i) = e (i;) —e (i) =e(i+ 1) — e (i), und fiir den
weiBlen Sektor i + 1ist d(i+1) =e(i+1) —e((i+1),).

Die Sektoren 7 und (i + 1), sind beide schwarz, und zwar ist der Sektor (i 4 1),
der erste schwarze Sektor, den man passiert, wenn man von dem weiflen Sektor i + 1
ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlangliduft, also der nichste schwarze Sek-
tor nach dem schwarzen Sektor ¢ im Uhrzeigersinn. Nach Hilfssatz 1 b) ist also
e((i+1),)=e(i) — 1 modn.

Somit gilt

d(i+1) = e(i+1)—e((i+1),)
= e(i+1)—(e(i)—1) (denn e ((i +1),) = e (i) — 1 modn)
= (e(i+1)—e(i)+1=d(i)+1 modn.

Fall 4: Der Sektor ¢ ist weil, und der Sektor ¢ + 1 ist schwarz. Dann ist ¢, der
erste zum Sektor i verschiedenfarbige - also schwarze - Sektor, den man passiert, wenn
man von dem Sektor ¢ ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlanglduft, und dies
muf offensichtlich der Sektor 7 + 1 sein! Somit ist i = 7+ 1. Andererseits ist (i + 1),
der erste zum Sektor ¢ + 1 verschiedenfarbige - also weifle - Sektor, den man passiert,
wenn man von dem Sektor 7 + 1 ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlangliuft.

Fiir den weiflen Sektor i gilt d (i) = e (i) —e(iy) = e(i) —e (i + 1), und fiir den
schwarzen Sektor i + 1 haben wir d (i +1) = e ((1 +1),) —e(i +1).

Die Sektoren i und (i + 1), sind beide weif}, und zwar ist der Sektor (i + 1), der
erste weifle Sektor, den man passiert, wenn man von dem schwarzen Sektor i + 1
ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlangléduft, also der néchste weifle Sektor nach
dem Sektor ¢ im Uhrzeigersinn. Nach Hilfssatz 1 a) gilt somit e ((i + 1), ) = e (i) +
1 modn.

Somit erhalten wir

di+1) = e((i+1),)—e(@+1)
= (e(@))+1)—e(i+1) (demn e ((i +1),) = e (i) +1 modn)
(e(i) —e(i+1)+1=4d(i)+1 modn.

Insgesamt haben wir in allen vier Féllen gesehen, dafi d (i + 1) = d (i) + 1 modn
ist; somit ist Hilfssatz 2 bewiesen.

Nach Hilfssatz 2 gilt d (1) = d(0) + 1 modn, d(2) = d(1) + 1 modn, d(3) =
d(2) +1 modn, ..., d(n—1) = d(n—2) + 1 modn. Folglich liegen die n Zahlen
d(0),d(1),d(2), .., d(n—1)in n aufeinander folgenden Restklassen modulo n. Doch
unter n aufeinander folgenden Restklassen modulo n muss jede Restklasse modulo n
vorkommen, insbesondere auch die Restklasse 0. Das heifit, eine der n Zahlen d (0),
d(1), d(2), ..., d(n—1) liegt in der Restklasse 0 modulo n. Mit anderen Worten:
Es gibt ein i € {0; 1; 2; ...; n— 1}, fiir das d (i) = 0 modn gilt. Da aber, laut der
Definition der Funktion d, je nach Farbe des Sektors i entweder d (i) = e (i) —e (i) oder
d (i) = e(iy)—e (i) gilt, folgt aus d (i) = 0 mod n, dal entweder e (i)—e (i, ) =0 modn
oder e (iy) — e (i) = 0 modn ist. In beiden Fillen erhalten wir e (i) = e (i) modn.
2

2Daraus folgt leicht e (i1 ) = e (i), aber dies ist fiir uns an dieser Stelle nicht von Belang.
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Betrachten wir dieses ¢ mit e (i, ) = e (1) modn genauer. Wir kénnen zeigen:

Hilfssatz 3: Fiir keine zwei verschiedene Sektoren j; und j, aus der Menge
{i+1;i+2; .5 i+n}gilte(i)=ce(j2).

Beweis von Hilfssatz 3: Wir unterscheiden zwei Félle:

Full 1: Der Sektor i ist weifl. Dann ist der Sektor ¢, da er ja zum Sektor i ver-
schiedenfarbig ist, schwarz. Betrachten wir nun die n aufeinander folgenden Sektoren

i+ 1,7+ 2, ..., 7+ n. Angenommen, r von diesen Sektoren sind weifl, und n — r von
diesen Sektoren sind schwarz. Nummerieren wir die » weiflen von diesen n Sektoren
mit wy, wa, ..., w, (im Uhrzeigersinn), und die n — r schwarzen mit sy, Sa, ..., Sp_r

(ebenfalls im Uhrzeigersinn).?

Nun zeigen wir:

Hilfsaussage 1: Fiir jede natiirliche Zahl v mit 1 < u < r ist e(w,) = e(i) +
u modn.

Beweis von Hilfsaussage 1: Wir beweisen Hilfsaussage 1 nach der vollstindigen
Induktion iiber w.

Induktionsanfang: Fiir u = 1 ist zu beweisen, dafl e (w;) = e (7)+1 modn ist. Doch
dies folgt aus Hilfssatz 1 a), da der Sektor i weif} ist, und w; der niichste weile Sektor
nach dem Sektor ¢ im Uhrzeigersinn ist (denn w; ist der erste weile Sektor unter den
Sektoren ¢ + 1, i + 2, ..., i + n im Uhrzeigersinn).

Induktionsschritt: Angenommen, fiir ein natiirliches v mit 1 < u < r gilt e (w,) =
e (i) + v modn. Ferner nehmen wir an, auch die Zahl v + 1 erfiillle 1 < u+1 < r.
Wir miissen dann beweisen, dafl e (w,.1) = e (i) + (u+ 1) modn ist. Da der Sektor
w, weil ist, und der Sektor w,,; der nichste weifle Sektor nach dem Sektor w, im
Uhrzeigersinn ist, liefert Hilfssatz 1 a) offensichtlich e (w,11) = e (w,)+1 mod n. Wegen
e (wy,) = e(i)+u modn wird dies zu e (w,11) = (e (i) +u)+1 =€ (i)+(u+ 1) modn,
was zu beweisen war.

Damit ist die Induktion vollsténdig, und Hilfsaussage 1 ist bewiesen.

Hilfsaussage 2: Fiir jede natiirliche Zahl v mit 1 <v <n—riste(s,) =e(i)—v+
1 modn.

Beweis von Hilfsaussage 2: Wir beweisen Hilfsaussage 2 nach der vollstindigen
Induktion iiber v.

Induktionsanfang: Fiir v =1 ist zu beweisen, dafl e (s1) = e (i) — 1+ 1 modn ist,
also daB e (s1) = e (i) modn ist. In der Tat ist laut seiner Definition der Sektor s; der
(im Uhrzeigersinn) erste schwarze Sektor unter den Sektoren i+ 1, i+ 2, ..., i +n, also
auch der erste schwarze Sektor, den man passiert, wenn man von dem (weiflen) Sektor
1 ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlanglduft. Andererseits ist der Sektor ¢
weil}; somit ist der Sektor ¢, der erste zum Sektor i verschiedenfarbige - also schwarze
- Sektor, den man passiert, wenn man von dem Sektor ¢ ausgehend im Uhrzeigersinn
den Kreis entlangléuft. Hieraus folgt s; = 74, und da wir e (i,) = e (i) modn haben,
ist also e (s1) = e (i) modn, was zu beweisen war.

Induktionsschritt: Angenommen, fiir ein natiirliches v mit 1 < v < n—rgilte(s,) =
e (i) —v+1 mod n. Ferner nehmen wir an, auch die Zahl v+ 1 erfiille 1 <v+1 <n-—r.
Wir miissen dann beweisen, daf} e (s,11) = e (i) — (v + 1)+ 1 modn ist. Da der Sektor
s, schwarz ist, und der Sektor s,,; der nichste schwarze Sektor nach dem Sektor s,

3Es kann durchaus passieren, dal » = 0 ist; in diesem Fall sind alle Aussagen iiber die Sektoren
w1, Wa, ..., w, als Nullaussagen zu deuten. Entsprechendes gilt fiir Aussagen iiber die Sektoren si, ss,
ey Sp—y, wenn n — r = 0 ist.



im Uhrzeigersinn ist, liefert Hilfssatz 1 b) offensichtlich e (s,41) = e(s,) — 1 modn.
Wegen e (s,) = e(i) — v+ 1 modn wird dies zu e(s,41) = (e(i) —v+1) — 1 =
e(i) — (v+1)+1 modn, was zu beweisen war.

Damit ist die Induktion vollstéindig, und Hilfsaussage 2 ist bewiesen.

Kommen wir nun zum Beweis von Hilfssatz 3. Den Beweis fithren wir indirekt:
Angenommen, es gibt zwei verschiedene Sektoren j; und j; aus der Menge {i + 1; i +2; ...; i +n}
mit e (j1) = e (j2). Erstmal ist klar, daf§ die Sektoren j; und j, verschiedene Farben
haben miissen (denn zwei verschiedene Sektoren gleicher Farbe kénnen nicht mit der
gleichen Zahl beschriftet sein). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an,
der Sektor j; sei weifl und der Sektor j, sei schwarz. Da die Sektoren j; und j, zur

Menge {i+1; i+2; ...; i +n} gehoren, mufl also j; = w, fiir ein natiirliches u mit
1 <wu<rund j, = s, fiir ein natiirliches v mit 1 < v < n — r sein (denn die weiflen
Sektoren aus der Menge {i + 1; i+ 2; ...; i + n} sind wy, wy, ..., w,, und die schwarzen
Sektoren aus dieser Menge sind s, Sa, ..., Sp_r).

Damit wird e (j1) = e (j2) zu e (w,) = € (s,) . Doch nach Hilfsaussage 1 ist e (w,) =
e (i) + v modn, und nach Hilfsaussage 2 ist e(s,) = e (i) — v + 1 modn. Wegen
e(w,) =e(s,) ist also e (i) +u=e(i) —v+1 modn, also u = —v + 1 modn, damit
u+ v =1 modn. Doch dies ist nicht moglich, denn Addition der Ungleichungen 1 <
u<rund 1 <ov<n-—rergbt2<u+v<r+(n—r)=mn. Damit erhalten wir einen
Widerspruch; somit war unsere Annahme falsch, d. h. es gibt keine zwei verschiedene
Sektoren j; und js aus der Menge {i + 1; i +2; ...; i +n} mit e (j1) = e (j2) . Damit
ist Hilfssatz 3 im Fall 1 bewiesen.

Fall 2: Der Sektor i ist schwarz.* Dann ist der Sektor i, da er ja zum Sektor i
verschiedenfarbig ist, weif. Betrachten wir nun die n aufeinander folgenden Sektoren
t+1,44+2, ..., i+ n. Angenommen, r von diesen Sektoren sind schwarz, und n —r von
diesen Sektoren sind weifl. Nummerieren wir die  schwarzen von diesen n Sektoren mit
S1, 82, ..., Sy (im Uhrzeigersinn), und die n — r weilen mit wy, ws, ..., w,_, (ebenfalls
im Uhrzeigersinn).?

Nun zeigen wir:

Hilfsaussage 1: Fiir jede natiirliche Zahl u mit 1 < u < riste(s,) = e (i)—u modn.

Beweis von Hilfsaussage 1: Wir beweisen Hilfsaussage 1 nach der vollstindigen
Induktion iiber w.

Induktionsanfang: Fiir u = 1 ist zu beweisen, dafl e (s;) = e (i) — 1 modn ist. Doch
dies folgt aus Hilfssatz 1 b), da der Sektor i schwarz ist, und s; der niichste schwarze
Sektor nach dem Sektor 7 im Uhrzeigersinn ist (denn s; ist der erste schwarze Sektor
unter den Sektoren i + 1, i+ 2, ..., i +n im Uhrzeigersinn).

Induktionsschritt: Angenommen, fiir ein natiirliches u mit 1 < u < r gilt e (s,) =
e (i) — u modn. Ferner nehmen wir an, auch die Zahl v + 1 erfiille 1 < u+1 < r.
Wir miissen dann beweisen, dafl e (s,+1) = e (i) — (v + 1) modn ist. Da der Sektor s,
schwarz ist, und der Sektor s,,; der nichste schwarze Sektor nach dem Sektor s, im
Uhrzeigersinn ist, liefert Hilfssatz 1 b) offensichtlich e (s,11) = e (s,) —1 mod n. Wegen
e (sy) = e (i) —u modn wird dies zu e (s,11) = (e (i) —u) — 1 =e (i) — (u+ 1) modn,

4Der Beweis von Hilfssatz 3 in diesem Fall ist vollig analog zu dem Beweis in Fall 1 und wird hier
nur der Vollstdndigkeit halber angefiihrt.

5Es kann durchaus passieren, dafl » = 0 ist; in diesem Fall sind alle Aussagen iiber die Sektoren
81, 82, ..., 8y als Nullaussagen zu deuten. Entsprechendes gilt fiir Aussagen iiber die Sektoren wy, wo,
ey Wy, wenn n — 1 = 0 ist.



was zu beweisen war.

Damit ist die Induktion vollstéindig, und Hilfsaussage 1 ist bewiesen.

Hilfsaussage 2: Fiir jede natiirliche Zahl v mit 1 < v < n —rist e(w,) = e (i) +
v —1 modn.

Beweis von Hilfsaussage 2: Wir beweisen Hilfsaussage 2 nach der vollstindigen
Induktion iiber v.

Induktionsanfang: Fiir v = 1 ist zu beweisen, daf e (wy) =€ (i) + 1 — 1 modn ist,
also dafl e (w;) = e (i) modn ist. In der Tat ist laut seiner Definition der Sektor w;
der (im Uhrzeigersinn) erste weile Sektor unter den Sektoren i+ 1, i+ 2, ..., i +n, also
auch der erste weifle Sektor, den man passiert, wenn man von dem (schwarzen) Sektor
¢ ausgehend im Uhrzeigersinn den Kreis entlangléduft. Andererseits ist der Sektor ¢
schwarz; somit ist der Sektor i, der erste zum Sektor ¢ verschiedenfarbige - also weifle
- Sektor, den man passiert, wenn man von dem Sektor ¢ ausgehend im Uhrzeigersinn
den Kreis entlanglduft. Hieraus folgt w; = i,, und da wir e (iy) = e (7) modn haben,
ist also e (wy) = e (i) modn, was zu beweisen war.

Induktionsschritt: Angenommen, fiir ein natiirliches v mit 1 < v < n — r gilt
e (w,) = e (i)+v—1 mod n. Ferner nehmen wir an, auch die Zahl v+1 erfiille 1 < v+1 <
n — r. Wir miissen dann beweisen, daf§ e (w,4+1) = e (i) + (v + 1) —1 modn ist. Da der
Sektor w, weif} ist, und der Sektor w,,; der nichste weifle Sektor nach dem Sektor w,
im Uhrzeigersinn ist, liefert Hilfssatz 1 a) offensichtlich e (w,.1) = e (w,) + 1 modn.
Wegen e (w,) = e (i) + v — 1 modn wird dies zu e (w,41) = (e(i)+v—1)+1 =
e(i)+ (v+1) — 1 modn, was zu beweisen war.

Damit ist die Induktion vollstéindig, und Hilfsaussage 2 ist bewiesen.

Kommen wir nun zum Beweis von Hilfssatz 3. Den Beweis fithren wir indirekt:

Angenommen, es gibt zwei verschiedene Sektoren j; und j, aus der Menge {i + 1; i+ 2; ...

mit e (j;1) = e(j2). Erstmal ist klar, daf§ die Sektoren j; und j, verschiedene Farben
haben miissen (denn zwei verschiedene Sektoren gleicher Farbe konnen nicht mit der
gleichen Zahl beschriftet sein). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an,
der Sektor j; sei schwarz und der Sektor j; sei weifl. Da die Sektoren j; und jy zur
Menge {i+1; i +2; ...; i + n} gehoren, muf} also j; = s, fiir ein natiirliches u mit
1 <wu < rund j, = w, fiir ein natiirliches v mit 1 < v < n—r sein (denn die schwarzen
Sektoren aus der Menge {i+ 1; i+ 2; ...; i +n} sind sy, sg, ..., s, und die weilen
Sektoren aus dieser Menge sind wyq, wa, ..., Wy_;).

Damit wird e (j1) = e (j2) zu e (s,) = e (w,) . Doch nach Hilfsaussage 1 ist e (s,) =
e (i) —u modn, und nach Hilfsaussage 2 ist e (w,) = e (i) + v — 1 modn. Wegen
e(sy) =e(w,) ist also e (i) —u=-e(i)+v—1 modn, also —u = v — 1 modn, damit
1 =wu+wv modn, also u +v =1 modn. Doch dies ist nicht moglich, denn Addition
der Ungleichungen 1 <u <rund 1 <v<n-—-rergibt2<u+v<r+(n—-r)=n.
Damit erhalten wir einen Widerspruch; somit war unsere Annahme falsch, d. h. es
gibt keine zwei verschiedene Sektoren j; und js aus der Menge {i + 1; i +2; ...; i +n}
mit e (j1) = e (j2) . Damit ist Hilfssatz 3 auch im Fall 2 bewiesen.

Somit ist der Beweis von Hilfssatz 3 komplett.

Laut Hilfssatz 3 sind die Beschriftungen e(i+ 1), e(i+2), ..., e(i+n) der n
aufeinander folgenden Sektoren ¢ + 1, ¢ + 2, ..., 7 + n paarweise verschieden. Doch
da die Beschriftung eines Sektors nur n verschiedene Werte annehmen kann - némlich
die Werte 1, 2, 3, ..., n -, folgt hieraus, daf} jede der n Zahlen 1, 2, 3, ..., n als Beschrif-
tung von einem der n aufeinander folgenden Sektoren i+ 1, i+ 2, ..., i+ n angenommen

; i+ n}



wird. Das heiflt, in den n aufeinander folgenden Sektoren i 4+ 1, ¢ + 2, ..., i + n stehen
alle natiirlichen Zahlen von 1 bis n. Damit ist die Aufgabe gelost.



