Bundeswettbewerb Mathematik 2003, 2. Runde, Aufgabe 4

Es seien p und ¢ zwei verschiedene teilerfremde positive ganze Zahlen. Die Menge
der ganzen Zahlen soll so in drei Teilmengen A, B, C zerlegt werden, daf} fiir jede
positive ganze Zahl z in jeder der Mengen A, B, C genau eine der drei Zahlen z, z + p,
z + q liegt.

Man beweise, dafl eine solche Zerlegung genau dann méglich ist, wenn p + ¢ durch
3 teilbar ist.

Loésung von Darij Grinberg:

Unter ”natiirlichen Zahlen” verstehe ich im Folgenden positive ganze Zahlen, also
Elemente der Menge {1; 2; 3; 4; ...}.

Zuerst beweisen wir einen (bekannten) Hilfssatz:

Satz 1: Seien P und () zwei teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann existieren zwei
ganze Zahlen z und y, fiir die z P 4+ yQ = 1 gilt.

Beweis: Wir fithren eine vollstéindige Induktion nach P + Q).

e Induktionsanfang: Fir P+ Q =2 mul P = 1 und Q = 1 sein; dann nehme
man etwa z = 1 und y = 0, und die Behauptung ist erfiillt.

e Induktionsschritt: Nehmen wir nun an, dafl wir ein bestimmtes n > 2 haben,
sodaB fiir alle teilerfremden P und () mit P + () < n unsere Behauptung gilt.
Seien nun P und () zwei teilerfremde natiirliche Zahlen mit P + Q = n + 1.
O.B.d. A.sei P < @ (wire P = @, dann wiren die Zahlen P und @ nicht
teilerfremd, denn sie kénnen nicht beide gleich 1 sein, weil sonst P + Q) = 2 wiire;
aber n +1 > 2).

Betrachten wir jetzt die Zahlen P’ = P und )’ = @ — P. Die Summe dieser
Zahlen ist PP+ Q' =Q < P+Q -1 = (n+1) — 1 = n; damit kénnen wir
die Induktionsannahme anwenden, und daher existieren ganze z' und 4/, fiir die
P +9'Q" = 1ist. Dannist 2/P+y' (Q — P) =1, also (¢’ — ') P+y/Q = 1. Wir
setzen r = 2’ — ¢/ und y = 9/, und die Behauptung gilt auch fiir P+ Q = n + 1.

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Kommen wir jetzt zur Losung der Aufgabe. Wir miissen zwei Teilséitze beweisen:
Satz 2: Ist p + ¢ durch 3 teilbar, dann ist eine geforderte Zerlegung moglich.
Satz 3: Ist eine geforderte Zerlegung moglich, dann ist p + ¢ durch 3 teilbar.

Dabei verstehe ich unter ”geforderte Zerlegung” eine Zerlegung der Menge der
ganzen Zahlen in drei Teilmengen A, B, C, die den Bedingungen der Aufgabe geniigt.

Der Beweis von Satz 2 ist relativ einfach: Man braucht ja nur eine mogliche Zer-
legung anzugeben. Sei also A die Menge aller ganzen Zahlen, die durch 3 teilbar sind;
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sei B die Menge aller ganzen Zahlen, die bei der Division durch 3 den Rest 1 lassen;
und sei C' die Menge aller Zahlen, die bei der Division durch 3 den Rest 2 lassen. Die
Vereinigung der Mengen A, B und C ist die Menge aller ganzen Zahlen (denn bei der
Division durch 3 kénnen nur die Reste 0, 1 und 2 vorkommen).

Da die Summe p + ¢ durch 3 teilbar ist, darf keine der beiden Zahlen p und ¢
durch 3 teilbar sein, denn sonst wire auch die andere Zahl durch 3 teilbar (denn die
Differenz zweier durch 3 teilbarer Zahlen ist selbst durch 3 teilbar); dann wiren die
beiden Zahlen aber nicht mehr teilerfremd. Also kann keine der beiden Zahlen p und
g durch 3 teilbar sein.

Ist p =1 mod3, dann mul ¢ = 2 mod3 sein (denn aus p = 1 mod3 und p +
g=0 mod3 folgt g = (p+q)—¢g=0—-1=-1=2 mod3). Ist p = 2 mod3,
dann mufl ¢ = 1 mod3 sein (denn aus p = 2 mod3 und p + ¢ = 0 mod3 folgt
g=p+q¢ —gq=0-2=-2=1 mod3).

Wir haben damit erhalten: Genau eine der beiden Zahlen p und ¢ it bei der
Division durch 3 den Rest 1, und die andere 1i3t bei der Division durch 3 den Rest 2.

O. B. d. A. sei p die Zahl, die den Rest 1 li3t, und ¢ die Zahl, die den Rest 2 1&83t.

Wir miissen zeigen, dafl fiir jede ganze Zahl z in jeder der Mengen A, B und C
genau eine der Zahlen z, z + p und z + ¢ liegt. Den Beweis fithren wir mithilfe einer
Fallunterscheidung:

Erster Fall: Ist z € A, dann ist z = 0 mod 3, und damit z4+p=0+1=1 mod 3,
also z+p € B, und ferner z + ¢=0+2 =2 mod 3, also z + g € C.

Zweiter Fall: Ist z € B, dann ist 2 = 1 mod 3, und damit z+p =141 =2 mod 3,
also z+pe€ C,und ferner z +¢=1+2=3=0 mod3, also z + ¢ € A.

Dritter Fall: Ist z € C, dann ist 2 = 2 mod 3, und damit z+p=2+1=3 =
0 mod3, also z+p € A, und ferner z+¢g=2+2=4=1 mod3, also z + g € A.

In jedem der drei Fille liegt tatséichlich in jeder der Mengen A, B und C' genau eine
der Zahlen z, z + p und z + ¢. Damit haben wir die gewiinschte Zerlegung gefunden,
und Satz 2 ist bewiesen.

Schwieriger ist der Beweis von Satz 3: Angenommen, wir haben eine Zerlegung der
Menge der ganzen Zahlen in drei Teilmengen A, B, C, sodaf} fiir jede ganze Zahl z in
jeder der Mengen A, B, C genau eine der drei Zahlen z, z + p, z + ¢ liegt. Wir miissen
zeigen, dafl p 4+ g durch 3 teilbar ist.

Wir fithren die Aquivalenzrelation ~ ein, die folgendermaBen definiert wird: Fiir
zwel Zahlen o und b gelte a ~ b genau dann, wenn die Zahlen ¢ und b beide in einer
und derselben von den drei Mengen A, B, (' liegen. Dann sagen wir, die Zahlen ¢ und
b seien dhnlich. Fiir die Aussage "es gilt nicht a ~ b” schreiben wir "a ~ b”.

Dann kénnen wir unsere Bedingung folgendermaflen umschreiben:

zZ >z 4 p; Z ™z 4 q, 2+p>z+gq fiir jedes ganze z.
Doch wir koénnen dies genauso auf die Zahl 2’ = z — p anwenden:
2 o 2+ p; 7+ ZHped +q, also

zZ—p ~ z z—p>*z—p+q; Zzoz—p+q fiir jedes ganze z.

Da wir nur drei Mengen A, B, C haben, miissen (mindestens) zwei von den vier Zahlen
z, 2+ p, 2+ q und z — p + ¢ zueinander #hnlich sein. Aber wir haben z ~ z + p,
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z2wz+q 2z z2—p+q, z2+pz+qgund z+q » z—p+q (was aus der Formel
z — p ~ z, angewandt auf die Zahl 2/ = z + ¢ folgt). Daher mul z+p ~ 2 —p+ ¢
sein. Wenden wir diese Ahnlichkeit auf die Zahl 2/ = z — p an, dann erhalten wir
(z—p)+p~(2—p)—p+gq,also z ~ z—2p+ q fiir jedes 2.

Analog ist z ~ z — 2¢g + p fiir jedes 2z (denn wir konnen ja die Zahlen p und ¢
vertauschen).

Bezeichnen wir mit T, : Z — Z, wobei s ganzzahlig ist, die Transformation Ty (2) =
2z + s. Ferner nennen wir I C Z die Menge aller ganzen Zahlen s mit der Figenschaft,
dafl die Transformation T, jede der drei Mengen A, B, C in sich selbst abbildet. Wir
beweisen nun den fast offensichtlichen Hilfssatz:

Satz 4: Die Menge [ ist eine Additionsgruppe mit dem Nullelement 0. Das heifit:

0 e I
wenn s € [ gilt, ist auch — s € [;
firs € Tundt e [istauchs+1¢e€l.

Beweis: Die Eigenschaft 0 € T ist trivial.

Ist s € I, dann liegt fiir jedes z € Z die Zahl z + s in derselben der Mengen A, B,
C, wie die Zahl z. Also ist z + s ~ z. Wenden wir dies auf die Zahl 2’ = z — s an, dann
ist 2/ + s ~ 2/, also z ~ z — 5. Also bildet auch die Transformation 7T_, jede der drei
Mengen A, B, C' in sich selbst ab, und es ergibt sich —s € 1.

Ist s€ Tund ¢ € I, dann ist z + s ~ z fiir jedes 2z, und 2’ + ¢ ~ 2’ fiir jedes z’.
Nehmen wir 2’ = z + s, dann erhalten wir z + s + ¢ ~ z + s; zusammen mit z + s ~ 2
ergibt dies also z + s + ¢ ~ z fiir jedes z. Also bildet die Transformation Ty, jede der
drei Mengen A, B, C' in sich selbst ab, und es ergibt sich s +¢ € I.

Damit ist Satz 4 bewiesen.

Aus den zuvor bewiesenen Ahnlichkeiten z ~ z — 2p + g und z ~ z — 2¢q + p fiir
jedes z ergibt sich also

—2p4+qel und —2q+pel

Aus den in Satz 4 bewiesenen Gruppeneigenschaften der Menge I folgt: Fiir jede
selundtelistas+bt € I, wenn g und b beliebige ganze Zahlen sind. Insbesondere
ist also

2-(=2p+q)+1-(-29+p) €1,

also —4p+2¢ — 29+ p € I, d. h. —3p € I. Mithin ist auch 3p € I. Wiederum gilt
analog 3q € I.

Doch da die Zahlen p und ¢ teilerfremd sind, existieren nach Satz 1 zwei ganze
Zahlen [ und k, fiir die Ip + kg = 1 gilt. Alsoist [-3p+ k-3g = 3. Aus 3p € I und
3q € I folgt damit 3 € I.

Folglich sind auch alle ganzen durch 3 teilbaren Zahlen in der Menge I enthalten.
Nach der Definition der Menge I heifit das, dafl fiir jedes z gilt: z ~ z + 3k, wobei
kelZ.

Daraus folgt:

e Wenn eine der drei Mengen A, B, (' die Zahl 0 enthilt, dann enthélt sie alle
ganzen durch 3 teilbaren Zahlen.



e Wenn eine der drei Mengen A, B, C die Zahl 1 enthiilt, dann enthiilt sie alle
ganzen Zahlen, die bei der Division durch 3 den Rest 1 lassen.

e Wenn eine der drei Mengen A, B, C die Zahl 2 enthiilt, dann enthiilt sie alle
ganzen Zahlen, die bei der Division durch 3 den Rest 2 lassen.

Die Mengen A, B und C' enthalten, zusammen, alle ganzen Zahlen und sind paar-
weise disjunkt.

Bemerken wir, dafl keine der Mengen A, B, C leer sein darf, denn wire eine Menge
leer, kénnten wir die Bedingung in der Aufgabenstellung nicht erfiillen, dafl fiir jede
positive ganze Zahl z in jeder der Mengen A, B, C genau eine der drei Zahlen z, z + p,
z + q liegt.

Da die Vereinigung der Mengen A, B, (' die gesamte Menge der ganzen Zahlen ist,
muf} jede der Zahlen 0, 1 und 2 in irgendeiner von den drei Mengen enthalten sein.
Wir werden im Folgenden zeigen, daf} jede der Mengen A, B, C' genau eine der Zahlen
0, 1 und 2 enth&lt.

Wiirde eine Menge - 0. B. d. A. sei dies die Menge A - genau zwei der Zahlen 0,
1 und 2 enthalten - 0. B. d. A. seien es die Zahlen 0 und 1 -, wiirde sie alle durch 3
teilbaren Zahlen enthalten und auch alle Zahlen enthalten, die bei der Division durch 3
den Rest 1 lassen. Eine andere Menge - 0. B. d. A. sei dies die Menge B - miiite dann
die Zahl 3 enthalten, und damit alle Zahlen, die bei der Division durch 3 den Rest 2
lassen. Dann wiiren fiir die Menge C keine Zahlen mehr iibrig. Die Menge C' wiire also
leer. Dies wire ein Widerspruch.

Wiirde eine Menge - 0. B. d. A. sei dies die Menge A - alle drei Zahlen 0, 1 und 2
enthalten, wiirde sie auch alle durch 3 teilbaren Zahlen enthalten, alle Zahlen, die bei
der Division durch 3 den Rest 1 lassen, und alle Zahlen, die bei der Division durch 3
den Rest 2 lassen. Dann wéren fiir die Mengen B und C' keine Zahlen mehr iibrig. Die
Mengen B und C' wéren also leer. Dies ist wieder ein Widerspruch.

Also kann keine der Mengen A, B, C' mehr als eine von den drei Zahlen 0, 1 und 2
enthalten. Andererseits muf} jede von den Zahlen 0, 1 und 2 in einer der drei Mengen
enthalten sein'. Also enthélt jede der Mengen A, B, C genau eine der Zahlen 0, 1 und
2.

O. B. d. A. enthalte die Menge A die Zahl 0, die Menge B die Zahl 1 und die Menge
C die Zahl 2. Dann enthilt die Menge A alle durch 3 teilbaren Zahlen, die Menge B alle
Zahlen, die bei der Division durch 3 den Rest 1 lassen, und die Menge (' alle Zahlen,
die bei der Division durch 3 den Rest 2 lassen.

Aber wir haben vorausgesetzt, daB fiir jede ganze Zahl 2z in jeder der Mengen A, B,
C genau eine der drei Zahlen z, z+p, z+q liegt. Fiir z = 0 erhalten wir also, dafl in jeder
der Mengen A, B, C' genau eine der drei Zahlen 0, p, ¢ liegt. Das heifit: Jeder der drei
Reste 0, 1 und 2, der bei der Division durch 3 vorkommen kann, kommt genau einmal
unter den Zahlen 0, p, ¢ vor. Also ist die Summe 0+ p+¢=0+1+2=3=0 mod3.
Das heiB8t, die Summe 0 + p+ ¢ = p + ¢ ist durch 3 teilbar.

Damit ist auch Satz 3 bewiesen, und damit die Aufgabe vollstéindig gelost.

1Jede ganze Zahl ist in einer der drei Mengen A, B, C enthalten.
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