Bundeswettbewerb Mathematik 2003, 2. Runde, Aufgabe 2

Die Zahlenfolge (a1, as, as, ...) sei rekursiv definiert durch:

1 N
ap:=1, ag:=1, azg:=2 und ayi3:=—(Gpy1- An2 +7) fiir n > 0.
Ay

Man beweise, dass alle Folgenglieder ganzzahlig sind.
Loésung von Darij Grinberg:

Erstens folgt aus der Definition der Folge offensichtlich, dafl alle Folgenglieder pos-
itive Zahlen sind. Unter anderem ist auch keines der Folgenglieder 0, sodafl man durch
jedes Folgenglied ungehindert dividieren kann.

Das vierte Glied der Folge ist a4 = ail (asas+7)=1(1-2+7)=1-247=0.

Ich beweise jetzt eine wichtige Formel:

Satz 1: Fiir jedes n gilt:

On+d = 13Gn42 — Oy,
Beweis: Wir beweisen diese Formel nach der vollstéindigen Induktion.

e Induktionsanfang: Fiir n = 1 iiberzeugt man sich leicht von der Wahrheit der
Formel: Wir haben

1 1
a5:—(a3a4+7):I(2-9+7):2-9+7:25.
a2

Andererseits ist
13a3 —a1 =13-2—-1=26—1 =25,
also as = 13as3 — a;.

e Induktionsschritt: Angenommen, die Formel a,4 = 13a,412 — a, gelte fiir
ein gewisses n. Wir wollen zeigen, dafl sie auch fiir n + 1 gilt, d. h. daBl gilt:
Ont+s = 13ap43 — apy1. Dazu rechnen wir:

1
Qpys = a_g (an+3an+4 + 7) = P
n+ n+
1
= (13an130n+2 — Ani3an + 7) = 13an43 +
Api2 Qn+2

(an+3 (13an+2 — an) + 7)

(_an+3 an + 7)

1
= 13an43+ (—— (Gn1ant2 + 7) an + 7)
Ap+42 n
= 13an43 + (= (@nt1Gnp2 + 7))+ 7)
An+2
= 13an+3 + (_an+1an+2) = 13an+3 — Qp41,
Ap+2

was zu beweisen war.



Damit ist die Formel von Satz 1 allgemein giiltig.
Aus Satz 1 und den ersten vier Folgengliedern folgt leicht, daf} alle Folgenglieder ay,
ganzzahlig sind. Den Beweis fithren wir mit einer Variante der vollstiindigen Induktion:

e Induktionsanfang: Fiir n =1, n =2, n = 3 und n = 4 sind die Folgenglieder
a, ganzzahlig, denn a; =1, a3 =1, ag = 2 und a4 = 9.

e Induktionsschritt: Angenommen, fiir ein gewisses n > 4 seien alle Folgenglieder
ax mit k£ < n ganzzahlig. Wir wollen zeigen, dafl auch das Folgenglied a,,,1 ganz-
zahlig ist.

In der Tat folgt nach Satz 1 die Gleichung a1 = 13a,-1 — ap—3, und damit ist
das Folgenglied a,; ganzzahlig, was zu beweisen war.

Damit hat man gezeigt, dafl alle Folgenglieder a,, ganzzahlig sind.
Anhang
1. Die ersten Glieder der Zahlenfolge sind

1, 1, 2, 9, 25 116, 323, 1499, 4174, 19371,
53939, 250324, 697033, 3234841, 9007490,

Es fillt auf, daf das Folgenglied a,, genau dann gerade ist, wenn n durch 3 teilbar ist.
Dies ist allerdings eine Vermutung.

2. Man kann die urspriingliche Aufgabe verallgemeinern: Definiert sei eine Zahlen-
folge (a1, ag, as, ...) durch

a;:=1, ag:=1, a3:=2 und anpi3:=— " (Gnt1 - Any2 + k) fir n>0.
Ay

Dabei sei k irgendeine ganzzahlige Konstante. Fiir welche k sind dann alle Folgenglieder
ganzzahlig?

Ich vermute wiederum, dafl dies genau dann gilt, wenn k ungerade oder 0 ist. Fiir
k = 7 habe ich es ja bewiesen. Fiir k = 0 ist die Folge (a1, as, as, ...) die Folge der
Zweierpotenzen, wobei aber jede Zweierpotenz zweimal vorkommt:

1, 1, 2, 2, 4, 4, 8 8 16, 16, 32, 32,

Fir k = 3 gilt die einfachere Rekursionsformel a,12 = 3an+1 — an, was ich auch
durch vollstdndige Induktion bewiesen habe. Die Folge (a1, ag, as, ...) ist dann

1, 1, 2, 5 13, 34, 89, 233, 610, 1597,

Y

In der Tat lét sich diese Folge aber sehr einfach charakterisieren als die Folge der
Fibionaccizahlen mit ungeraden Indizes: Ist (f1, fa, fs, ...) die durch die Werte f; :=
1, fo := 1 und die Rekursion f,i2 = fn + fnt+1 definierte Fibionaccifolge, dann zeigt
man leicht ay = fop_3. (Der Wert a; entspricht der Fibionaccizahl f_i; in der Tat
ermoglicht die Rekursion f,10 = fn + fna1 in der Form f,_o = f,, — f,—1 eine sinnvolle
Erweiterung der Fibionaccifolge auf negative Indizes).
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Interessant ist auch der Fall £ =1, der zu der Folge

1, 1, 2, 3 7, 11, 26, 41, 97, 153, 362,
571, 1351, 2131, 5042, 7953, 18817, 29681,

Y

fithrt. Fir diese Folge zeigt man die Rekursionsformel a,4 = 40412 — ay.

Ich habe meine obige Vermutung, dafl genau dann alle Folgenglieder ganzzahlig sind,
falls £ ungerade oder 0 ist, zumindest in eine Richtung bewiesen: Fiir k& = 0 wissen wir
ja schon (und es ist leicht einzusehen), daf (a1, as, as, ...) die wiederholten Zweier-
potenzen sind. Nun habe ich leicht verifizieren kénnen (direkte Verallgemeinerung des
Beweises von Satz 1 in der Losung von der Aufgabe), da8 fiir jedes reelle & die rekursive
Formel a4 = (3% + 1) (pao — Gy gilt. Diese Formel gilt fiir alle reellen k& und kann,
zusammen mit den Werten a; := 1, as := 1, ag := 2 und a4 := 2 + k als alternative
Definition der Folge (a1, as, as, ...) verwendet werden. (Im Unterschied zu der Defini-
tionsformel a, 3 = é (Gnt1an42 + k) braucht man hier natiirlich 4 Anfangswerte und
nicht 3; der Wert a4 berechnet sich zu a_11 (asas +k)=1(1-2+k) =2+k) !

Ist k£ ungerade, dann ist k + 1 gerade, also k—;rl eine ganze Zahl, und wir erhalten
damit: Sind die Zahlen a,, und a,.o ganz, dann ist auch die Zahl a,4 ganz. Da die
Folgenglieder a; = 1, ay = 1, ag = 2 und a4 = 2 + k ganz sind, erhalten wir damit
genau so wie in der Losung der Aufgabe, dafl alle Folgenglieder ganzzahlig ist.

Noch allgemeiner kann man eine Folge (a1, az, as, ...) durch

1
ap =z, ay:=y, az:=z und  apig:=— " (Gpt1- Any2 + k) fir  n>0
Ay

definieren, wobei z, y, z und k Konstanten sind. Dann ist

1
a4:a—1(a2a3+k):;(yz+k),

und man beweist die Rekursionsformel
zZ oz k /1 1
Ap44 = <_ + _) +—-1—-+- Qp+2 — Qp.
r oz y\z =

Ich will hier aber nicht die Frage nach der Ganzzahligkeit stellen.

!Diese alternative Definition der Folge (ay, ag, as, ...) ist manchmal sogar besser als die Rekur-

sionsvorschrift a,,3 = ai” (@ny10nye + k), denn beispielsweise im Fall k& = —1 bricht die durch

Q43 = GL (@nt1an+y2 + k) definierte Folge an einer Stelle ab, weil der Nenner a,, Null wird, wihrend

n

die durch a4 = (3%Ii + 1) Gn42 — ay, bestimmte Folge weiter geht.
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