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Der Graph einer auf ganz R definierten reellwertigen Funktion f habe mindestens
zwel Symmetriezentren.

Man beweise, dass f sich als Summe einer linearen und einer periodischen Funktion
darstellen l&sst.

Begriffserlauterungen:

Ein Punkt P heifit Symmetriezentrum einer Figur F, wenn jeder Punkt von F' bei
der Spiegelung an P wieder in einen Punkt von F' iibergeht.

Eine Funktion g heiflt linear, wenn es reelle Zahlen a, b gilt, so dass die Gleichung
g (z) = ax + b fir alle z gilt.

Eine Funktion p heifit periodisch, wenn es eine positive reelle Zahl k gibt, so dass
p(z) =p(x + k) fir alle z gilt.

Loésung von Darij Grinberg:

Die Verkettung zweier Punktspiegelungen ist eine Parallelverschiebung!. Da der
Graph der Funktion f invariant beziiglich der zwei Punktspiegelungen ist, ist er also
auch invariant beziiglich deren Verkettung, einer Parallelverschiebung. Sei a der Vektor
dieser Parallelverschiebung.

Ferner sei

g(x)=m-z M

die lineare Funktion, deren Graph eine Ursprungsgerade darstellt, welche zum Vektor
a parallel ist.?2 Sind a(u | v) die Koordinaten des Vektors a, dann geht der Graph
der Funktion g offensichtlich durch den Punkt (u | v), denn, wie schon gesagt, ist der
Graph der Funktion g eine Ursprungsgerade und parallel zum Vektor a. Also ist

g(u) =v. (2)

Sei ferner die Funktion 4 definiert durch h (z) = f (z) — g ().
Sei O der Koordinatenursprung und z eine beliebige reelle Zahl, P (z | y) mit

y=f(z) (3)

der zug@)rige Punkt auf dem Graph der Funktion f, und P’ der durch die Vektorgle-
ichung OP' = OP+a definierte Punkt. Dann liegt auch P’ auf dem Graph der Funktion
a, weil dieser Graph ja invariant beziiglich der Parallelverschiebung mit Gleitvektor a
ist. Das heiflt, fiir die Koordinaten P’ (z +u | y + v) von P’ gilt [ (z +u) =y + v.

ISiehe etwa:

Lambacher-Schweizer: Geometrie 1, 2. Auflage 1971, 43 S 1.

280 eine Funktion g existiert natiirlich nur, falls der Vektor a nicht parallel zur y-Achse ist. Aber
der Vektor a kann auch gar nicht parallel zur y-Achse sein. Beweis: Wire der Vektor a paral% der
y-Achse, dann miifite der Graph der Funktion f durch zwei Punkte P; und P, gehen, fiir die P1P, = a
gilt; daher wiire die Gerade P P, parallel zu der y-Achse, und die Punkte P; und P, hiitten die gleiche
z-Koordinate. Das wiirde bedeuten, dafi die Funktion f einem x zwei verschiedene y zuordnet, was
offensichtlich nicht moglich ist. Damit haben wir einen Widerspruch erhalten.



Dann ist

flatu)—gl@tu) = (y+v)—m-(z+u) (nach (1))
= yt+tv—m-r—m-u
= [@)+9(u)—g(z) =g (nach (1), (2) und (3))

also h(z+u) = h(z).

Ist die Zahl u positiv, dann ist damit bewiesen, dafl die Funktion A periodisch
ist. Ist die Zahl w negativ, dann ist die Funktion h ebenfalls periodisch, wie man
folgendermaflen feststellen kann: Wenn fiir alle 2 die Gleichung A (z + u) = h(x) gilt,
muf} auch fiir alle y die Gleichung h (y + (—u)) = h(y) gelten, denn wenn man z =
y + (—u) setzt, hat man h(y + (—u) +u) = h(y+ (—u)), also h(y) = h(y + (—u)).
Also ist die Funktion h periodisch mit der Periode —u. In jedem Fall ist also die
Funktion A periodisch.

Damit ist die Funktion f als Summe der linearen Funktion ¢ und der periodischen
Funktion h dargestellt. Die Aufgabe ist gelost.



