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a+1

Man gebe alle positiven ganzen Zahlen an, die sich nicht in der Form § + §5

darstellen lassen, wobei a und b positive ganze Zahlen sind.

Loésung von Darij Grinberg:

a+1
b+1

lassen, sind um 2 vergroBerte Zweierpotenzen!' (d. h. Zahlen der Form 2F + 2, wobei
k€ Q und k£ > 0) und die Zahl 1.

Zum Beweis von Satz 1 werden wir zuerst annehmen, daf} sich eine Zahl n in der
Formn = ¢ + % darstellen lé8t, und dann zeigen, dafl n weder eine um 2 vergroflerte
Zweierpotenz, noch gleich 1 ist. Dann werden wir beweisen, dafl jede Zahl n, die weder
eine um 2 vergroflerte Zweierpotenz, noch gleich 1 ist, sich in der Form n = ¢ + ‘;TJF}
darstellen l&f3t.

Nehmen wir also an, dafl sich eine Zahl n in der Form n = § + ‘;TJF} darstellen 148t.
Wir beweisen zuerst den folgenden Hilfssatz:

Satz 2: Die Briiche 3 und atl sind beide ganze Zahlen.

b1
Beweis: Wir haben

Satz 1: Alle positiven ganzen Zahlen, die sich nicht in der Form ¢ + darstellen

a a+1 a(b+1)+b(a+1)

TR R N

Alsoist a(b+1)+b(a+ 1) durch (b + 1) teilbar. Die Zahlen b und b+ 1 sind teiler-
fremd (denn hitten sie einen gemeinsamen Teiler > 1, dann wére dieser auch Teiler der
Zahl (b+ 1) — b = 1, was unmoglich ist). Daher bedeutet dies, daB a (b+ 1) +b(a + 1)
durch b und durch b+ 1 teilbar ist. Da die Zahlen a(b+ 1) + b(a+1) und b(a+ 1)
beide durch b teilbar sind, ist auch ihre Differenz a (b + 1) durch b teilbar. Da b+ 1
und b teilerfremd sind, muf deshalb a durch b teilbar sein?. Daher ist 7 eine ganze
Zahl; dann muf} auch ‘;Tﬂ als Differenz zweier ganzen Zahlen n und ¢ eine ganze Zahl
sein. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Aus Satz 2 folgt sofort, dafi die Zahl n = 1 sich nicht in der Form ¢ + ‘;Jri} darstellen
1iBt (denn ¢ und gTJF} sind beide positive ganze Zahlen, also > 1, und ihre Summe muf3
mindestens 2 sein).

Die Zahl n = 2 lafit sich in der Form § + ‘;TJF} darstellen (némlich bei a = b).

Im weiteren werden wir nur den Fall n > 2 betrachten.

Fiihren wir nun die Grofle 6 = 3 — ‘;TJF} ein. Wegen Satz 2 ist § eine ganze Zahl.
Seioz:%undﬁ:‘;%. Damnist  =a—fundn=a+ 0. Aus (b+1)f=a+1

folgt b3+ = a+1; wegen baw = a wird dies zu b3+ = ba+1, also zu f—1 = ba—bF =
b(a—p)=>0bd,also f=b0+1. Ausa=6+pFfolgta=6+b6+1=(b+1)6+ 1.
Und damit ist

n = a+f=(b+1)5+1)+ 05+1)
= (b+1)+b)oé+(1+1)=(20+1)6+2.

'Fiir uns gilt natiirlich 0 nicht als Zweierpotenz, d. h. die Zahl 2 ist darstellbar (siehe unten).
’Diese Argumente versagen fiir b # 1; in diesem Falle ist aber offensichtlich a durch b teilbar.
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Das bedeutet n — 2 = (2b+ 1) 6.

Da 2b + 1 sicher eine ungerade Zahl ist, mufl die Zahl n — 2 also einen ungeraden
Teiler haben?. Das bedeutet, dafi n — 2 keine Zweierpotenz ist (denn eine Zweierpotenz
hat nur gerade Teiler?). Also darf die Zahl n keine um 2 vergroferte Zweierpotenz sein.

Jetzt werden wir "umgekehrt” annehmen, dafl n eine positive ganze Zahl ist, aber
weder eine um 2 vergroflerte Zweierpotenz, noch gleich 1, und zeigen, daf eine Darstel-
lung in der Form n = ¢ + ‘;TJF} existiert.

Zuerst bemerken wir, dafi n # 1 ist; fiir n = 2 ergibt sich die Darstellung n = %—i—%
mit @ = b = 1. Daher nehmen wir im folgenden an, dafy n > 2 ist.

Da n keine um 2 vergriéflerte Zweierpotenz ist, kann n — 2 keine Zweierpotenz
sein®. Also muf} die Zahl n — 2 mindestens einen ungeraden Teiler > 1 haben; diesen
bezeichnen wir mit 2b 4+ 1 (man bemerke, dal b > 0 ist!). Wir setzen § = (n —2) :
(2b 4+ 1) . Ferner definieren wir eine Zahl a durch a = ((b + 1) § 4+ 1) b (auch eine positive
ganze Zahl). Dann ist

a a+l ((b+1)6+1)b+((b+1)6+1)b+1
b b+1 b b+1
(b6+6+1)b+1
= 1 1
(b+1)6+1)+ 1
V26 +b5+b+1
= 1
(b6+6+1)+ P
b+1)b6+ (b+1
_ (o441 LEDOOTOFD)
b+1

= B6+85+1)+ (b5 +1) =206+ 6+ 2
(26+1)6+2=(n—-2)+2=n.

Damit ist die gewiinschte Darstellung fiir n gefunden.

3Da wir n > 2 haben, ist n — 2 eine positive ganze Zahl.
YauBer der Zahl 1, die wir hier auBer Acht lassen
Wir haben jan > 2, also n — 2 > 0.



