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[derzeit bis einschliefslich Abschnitt 5.5 fertig; nicht korrekturgelesen]
[Version 10.5.2010, minimale Ergdnzungen 27.4.2013]

1. Einfiihrung

Der Ausgangspunkt dieses Textes ist das (klassische) Theorem (von Percy Alexan-

der MacMahon, 1891), dafs die Zahlen

1
Eng(d) g firallen e Ny undg e Z
d|n



ganz sind (wobei ¢ die sogenannte Eulersche Phi-Funktion isiE[). Wir werden
dieses Theorem nicht nur auf verschiedene Arten beweisen, sondern auch? Verall-
gemeinerungen und Verbindungen in verschiedene Richtungen (lineare Algebra,
endliche Korper, freie Liealgebren) aufzeigen.

Wir fithren zuallererst die bendtigten Begriffe ein:

Definition (natiirliche Zahlen): Wir verstehen unter N die Menge {0, 1,2, ...},
und unter N die Menge {1,2,3,...}. (Einige andere Autoren schreiben
stattdessen IN fiir {1,2,3,...}.) Wir bezeichnen die Elemente der Menge

N ={0,1,2,...} als natiirliche Zahlen.

Definition (IN,): Fiir jedes n € N, bezeichne IN|, die Menge aller
positiven Teiler von 1, also N|,, = {d € N+ | (d | n)}. Wir verwenden

das Zeichen ) als Synonym fiir ), . Das heifst zum Beispiel: ) d ist
d|n deN), d|n

die Summe aller positiven Teiler der Zahl n.

Definition (Eulersche Phi-Funktion ¢): Wir definieren eine Funktion
¢ :IN; — Z, indem wir

¢ (n) = (Anzahl aller Zahlen m € {1,2,...,n}, die zu n teilerfremd sind)

(1)
fur jedes n € IN; setzen. Diese Funktion ¢ heifst die Eulersche Phi-
Funktion.

Diese Funktion ¢ hat eine Reihe bekannter Eigenschaften: Es gilt ¢ (1) = 1, sowie

¢ (uv) = ¢ (u) ¢ (v) fir je zwei teilerfremde Zahlen u € Ny und v € Ny;  (2)
¢ (p) = p — 1 fiir jede Primzahl p; (3)
¢ (pk> = (p—1)pF ! = p* — p*! fiir jede Primzahl p und jedes k € N;  (4)
p(n)=n- ] (1 — 1) fiir jedes n € IN 4. 5)
p Primteiler p
von n

Nun behauptet unsere Hauptaussage:

Satz 1.1: Fiiralleg € Z und n € IN ist % Y ¢(d) g ez,
d|n

Es ist hilfreich, sich diesen Satz anhand von einfachen Beispielen zu verdeut-
lichen: Fiir n = 1 hat die Summe ¥_ ¢ (d) 4"/ nur einen Summanden (denn n = 1
d|n
1 1
hat nur einen Teiler), und somit ist - Y ¢(d) gt = I(P (1) g1 = q firn = 1.
d|n
Wir erhalten also g € Z, was nicht erstaunlich ist, haben wir es doch als Bedingung

IFiir die Definition dieser Funktion siehe H weiter unten.
2wenn dieser Text einmal fertig ist...



gefordert. Interessanter wird der Fall n = p fiir eine Primzahl p; in diesem Fall ist
namlich

LY o) g =

1
nl ;(4>(1)q’”/1+4>(19)q’”/”)
dn

denn n = p ist eine Primzahl
und hat daher nur die Teiler 1 und p

(19" +(p-1)q") Z%(q”ﬂp—l)q)-

< | =

Satz 1.1 ergibt also % (g + (p—1)q) € Z. Mit anderen Worten: p | g + (p — 1) g.

Wir konnen dies auch in der Form g7 = — (p —1)gmodp umschreiben. Da
—(p—1)qg = — (—1)q = qmod p ist, vereinfacht sich dies zu q¥ = gmod p. Dies
ist eine Formulierung des kleinen Satzes von Fermat. Satz 1.1 verallgemeinert also
den kleinen Satz von Fermat.

Die Allgemeinheit kommt jedoch um einen Preis: Je "weniger prim" n ist (also je
mehr Primfaktoren in je hoheren Potenzen in n vorkommen), desto komplizierter

wird der Ausdruck % Y. ¢ (d) g"/“. Beispielsweise ist
d|n

1 1 2 .. . .
p L9 = (7" + (-1’ +p(p—1)q) fiir n = p* mit p prim;
d|n

1 n/d _ 1 ! ! / /
;%gb(d)q/d—ﬁ(qw +(p=Dg"+ (P~ +(p—1) (' —1)q)

fiir n = pp’ mit zwei verschiedenen Primzahlen p und p'.

Die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen sind also nach Satz 1.1 ganzzahlig.
Wir wollen noch eine dquivalente Form von Satz 1.1 formulieren, die ohne den
Begriff der Phi-Funktion auskommt:

1 :
Satz 1.2: Fiiralleq € Z und n € N ist — } g88tim) ¢ 7.
i=1

DafS dieser Satz 1.2 zu Satz 1.1 dquivalent ist, folgt aus der leicht zu beweisenden

Identitat i g88T(im) — Y ¢ (d) g"/? (der Beweis ist der Sonderfall des Beweises
i—1 d|n

der Aquivalenz G <= H weiter unten, wenn man (b, by, b3,...) = (q%,4%,4°...)

einsetzt).

Wir werden uns nun auf verschiedene Weisen Satz 1.1 ndhern. Wer nur an
schnellen Beweisen von Satz 1.1 interessiert ist, kann z. B. in [6] mehrere finden (wo
eigentlich Satz 1.2 bewiesen wird, der aber, wie wir wissen, zu Satz 1.1 dquivalent
ist). Unser Ziel ist es nicht nur, Satz 1.1 zu beweisen, sondern auch seine Umgebung
zu erkunden und dabei einige Ideen und Begriffe aus der Kombinatorik, Algebra
und Zahlentheorie kennenzulernen. Unser grober Plan ist folgender:



e In Abschnitt 2 werden wir den ersten Beweis von Satz 1.1 geben (in zwei
Varianten), indem wir den Term q”/ 4 in Satz 1.1 durch ein allgemeineres
b, »4 (Wobei (b1, by, b3, ...) eine Folge ganzer Zahlen ist) ersetzen, und schauen,
wann dann Satz 1.1 noch gilt. Dafiir konstruieren wir viele dquivalente Kri-
terien (die Aussagen A, B,C, D, €, F, G und H von Satz 2.1).

e In Abschnitt 3 werden wir den Begriff der formalen Potenzreihen kennen-
lernerﬂ Damit wird ein Teil der verallgemeinerten Version von Satz 1.1 aus
Abschnitt 2 (also Satz 2.1) erneut bewiesen.

e In Abschnitt 4 zeigen wir zwei merkwiirdige Analoga von Satz 1.1: Fiir be-
liebige ganze g und r und natiirliche n gilt

Y (d) (‘7”/ d) € nZ und Y ¢ (d) (‘7”/ d) c 1,7

i rm,/d i rm,/d r
(letzteres nattirlich nur wenn r # 0). Wir zeigen in Wirklichkeit sogar mehr.
(Was Binomialkoeffizienten wie [ZZ;Z bedeuten, wenn q oder r negativ ist,

wird in Abschnitt 4 erklart.) Als Nebeneffekt erhalten wir zwei zuséatzliche
dquivalente Kriteria, die man zu Satz 2.1 hinzufiigen konnte (die Aussagen 7
und J von Satz 4.7).

1
e In Abschnitt 5 beweisen wir - Y. ¢ (d)q" % € Z erneut, indem wir die Zahl
d|n

1

- Y. ¢ (d)g"% € Z kombinatorisch deuten (d. h. als eine Anzahl gewisser
d|n

Objekte darstellen). Dieser Beweis hat einen kleinen Haken - er funktioniert

nur im Fall von g > 0 (dieser Defekt wird in Abschnitt 6 auf zwei Weisen aus-

1
gemerzt). Der Ansatz, mit dem sich . Y. ¢ (d)g"? € Z als Anzahl darstellen
dn
1463t, fiihrt in seiner Verallgemeinerung auf das sogenannte Pélya-Burnsidesche
Abzihlverfahren.

e In Abschnitt 6 ergdnzen wir den kombinatorischen Ansatz von Abschnitt
5 zu einem vollstindigen Beweis von Satz 2.1. Dies kann auf zwei Arten
geschehen; eine davon fiihrt {iber eine Charakterisierung aller Polynome, die
auf ganzen Zahlen ganze Werte liefern (Satz 6.2).

e In Abschnitt 7 wird Satz 2.1 auf sogenannte Nester verallgemeinert und er-
hélt im Falle eines endlichen Nestes einen kombinatorischen Aspekt, der den
kombinatorischen Zugang von Abschnitt 5 verallgemeinert. Dadurch wird

1
die zahlentheoretische Verallgemeinerung der Zahlen = Y ¢ (d)gv” 4 (Ab-
d|n
schnitt 2) mit ihrer kombinatorischen Interpretation (Abschnitt 5) vereinigt.

]

3Den ich mit einiger Ausfiihrlichkeit behandele, weil ich feststellen musste, daf es zwar vielfiltige
Literatur gibt, in der Potenzreihen verwendet und anschaulich erklart werden, aber nur wenige,
in der sie formal sauber eingefiihrt und ihre wesentlichen Eigenschaften bewiesen werden.



2. Zahlentheorie I: Die Dirichletfaltung und der
Aquivalenzsatz fiir Geisterwittfolgen

2.1. Der Aquivalenzsatz

Der erste Beweis von Satz 1.1 ist ein zahlentheoretischer. Er fragt sich allgemeiner,
welche Folgen (by, by, b3, ...) € ZN+ von ganzen Zahlen die Eigenschaft haben, daf3

1

. Y. ¢(d)b, 4 € Z fiir jedes n € N ist. Und tatsdchlich erweist sich, daf§ diese
d|n

Folgen durch eine Fiille weiterer Eigenschaften beschreibbar sind:

Satz 2.1 (der Aquivalenzsatz fiir Geisterwittfolgen): Sei (b, by, b3, ...) €
ZN+ eine Folge ganzer Zahlen. Dann sind folgende Aussagen A, 5, C,
D, £, F, G und H dquivalent:

Aussage A: Fiir jede Zahl n € N4 und jeden Primteiler p von n gilt
by, p = by mod ptr(),

Hierbei ist die Zahl v, (1) weiter unten definiert.

Aussage B: Es gibt eine Folge (x1, %2, X3, ...) € ZN+ ganzer Zahlen, die

by =Y dx’? fiir jedes n € N (6)
dn
erfillt.

Aussage C: Es gibt genau eine Folge (x1,x2,x3,...) € ZN+ ganzer Zahlen,
die (6) erfiillt.

Aussage D: Es gibt eine Folge (y1,Y2, Y3, ...) € ZN+ ganzer Zahlen, die

(bn = Zdyd tiir jedes n € ]N+) (7)

d|n

erfillt.

Aussage &: Bs gibt genau eine Folge (y1,Y2, Y3, ...) € ZN+ ganzer Zahlen,
die (7) erfullt.

Aussage F: Fiir jedes n € IN_ gilt
Y u(d) b, 4 €nZ, )
dn
wobei p : N} — Z die sogenannte Mobiusfunktion ist (siehe ihre Defi-
nition weiter unten).
Aussage G: Fiir jedes n € IN . gilt

Y ¢ (d)by,, 4 € nZ. 9)
d|n



Aussage H: Fiir jedes n € IN,. gilt
n
2 bggT(i,n) € nZ.
1=

Wir miissen zwei der in diesem Satz verwendeten Begriffe erst einmal definieren:

Definition (Mdbiusfunktion y): Wir definieren eine Funktion y : N —
Z., indem wir

p(n)
(1, wenn 7 ein Produkt von gerade vielen
paarweise verschiedenen Primzahlen ist;
—1, wenn n ein Produkt von ungerade vielen
paarweise verschiedenen Primzahlen ist;
0, wenn in der Primfaktorzerlegung von n
(mindestens) eine Primzahl mehrfach vorkommt

fir jedes n € IN4 setzenﬂ Diese Funktion yu bezeichnen wir als die
Mobiusfunktion. Diese Definition mag auf den ersten Blick sehr willkiir-
lich aussehen; allerdings werden wir spéter sehen, dafs die Funktion u
eine sehr natiirliche Rolle in der Zahlentheorie einnimmt.

Definition (p-Wertigkeit): Fiir jede von 0 verschiedene ganze Zahl n
bezeichnen wir mit v, (1) die grofte Zahl k € N, fiir die p* | n gilt.
Mit anderen Worten: v, (n) ist die Potenz, in der der Primfaktor p in
der Primfaktorzerlegung von n vorkommt. Die Zahl v, (1) wird oft als
p-Wertigkeit (oder p-adische Wertigkeit) der Zahl n bezeichnet.

Man setzt oft auch v, (0) = oo, um dem Ausdruck v, (n) fiir jede ganze
Zahl n (und nicht nur fiir jede von 0 verschiedene ganze Zahl n) Sinn
zu verleihen

Bemerkung: Der Name von Satz 2.1 riihrt daher, daf3 eine Folge (b1, by, b3, ...) €
7N+ die die dquivalenten Aussagen A, B, C, D, £, F, G und H erfiillt, als Geister-
wittfolge (oder Nebenwittfolge) bezeichnet wird (zumindest in [1])E|

Satz 2.1 ist keine Neuigkeit. Die Aquivalenz der Aussagen B, F, G und H
beispielsweise ist im Corollary auf Seite 10 der 1989 erschienen Arbeit [19] von
Andreas W. M. Dress und Christian Siebeneicher zu finden, und die Aquivalenz

4Insbesondere bedeutet dies y (1) = 1, denn 1 ist das Produkt von null Primzahlen, und null ist
gerade.

SMan sollte dabei natiirlich bedenken, dafl oo ein Ausdruck ist, der gewissen Regeln gehorcht
(wie etwa n + 00 = oo fiir alle n € IN), mit dem man aber nicht alles machen kann, was man mit
ganzen Zahlen kann (so kann man nattirlich nicht co von der Gleichung n + co = oo subtrahieren,
um 7 = 0 zu erhalten). Im Zweifel sollte man sich immer bewusst sein, ob die Umformungen,
die man mit co vollzieht, auch ohne die Verwendung des Zeichens co sinnvoll umgeschrieben
werden konnten.

®Denn Aussage B 146t sich umschreiben als "Die Folge (b1, by, b3, ...) ist die Folge der Geisterkom-
ponenten (a. k. a. Nebenkomponenten) eines ganzzahligen (grofien a. k. a. universellen)
Wittvektors". (Der Begriff eines Wittvektors wird in [1] erkléart.)



zwischen C und F findet sich ebenfalls (implizit) in [19]. Diverse andere Teile
von Satz 2.1, und dhnliche Resultate, sind tiber die Literatur verstreut. Issai Schur
kannte 1937 die Aquivalenz zwischen A, B und F. Eine genauere (jedoch wohl
unvollstandige) Zusammenfassung der Geschichte von Satz 2.1 findet sich in [20].

2.2. Aus dem Aquivalenzsatz folgt Satz 1.1

Um Satz 1.1 aus Satz 2.1 zu erhalten, reicht es aus, eine der Aussagen A, B,C, D, &,
F, G und H fur die Folge (by, by, b3,...) = (ql,qz, q3, ) nachzuweisen (denn dann
ergeben sich wegen Satz 2.1 sofort alle anderen Aussagen, darunter insbesondere
Aussage G, welche sofort Satz 1.1 ergibt). Am einfachsten ldfst sich dies mit Aussage
B erledigen; denn fiir die Folge (b1, b, b3, ...) = (q',4% ¢°, ...) gibt es offensichtlich
eine Folge (x1,x2,x3,...) € 7N+ die @ erfillt (ndmlich die Folge (x1, x2,x3,...) =
(¢9,0,0,0,...) mit x; = gund x; = 0 fur allei > 1 . Man kann alternativ auch
Aussage A nachpriifen:

Lemma 2.2: Seien g € Z und n € IN.. Sei p ein Primfaktor von n. Dann
gilt "7 = g" mod pr(".

Anstatt dieses Lemma direkt zu zeigen, beweisen wir etwas allgemeineres (und
niitzlicheres):

Lemma 2.3: Seien p € N, u € Z und v € Z. Seien k € N und ¢ € IN.
Wenn u = vmod p* ist, dann ist uP' = v mod pFHe.

Dieses Lemma, oft als kleines Henselsches Lemma bezeichnet, ist eines der wichtig-
sten Hilfsmittel in der Zahlentheorie, um Resultate tiber Restklassen modulo Prim-
potenzen zu erreichen. Unter anderem beweist man mit seiner Hilfe, dafs es Prim-
itivwurzeln modulo p* fiir primes p > 2 und k € N, gib

(Kleine Anmerkung am Rande: Fiir Lemma 2.3 braucht p nicht prim zu sein, auch
wenn es meist auf primes p angewendet wird.)

Beweis von Lemma 2.3: Wir beweisen Lemma 2.3 durch Induktion nach ¢. Fir

¢ = 0 ist nichts zu beweisen. Also zum Induktionsschritt: Angenommen, fiir

irgendein ¢ € IN haben wir bereits uP' = o mod pk+t

gezeigt, und jetzt ist es an
der Zeit, u? ' = vP'" mod pFt+1! zu beweisen.
Aus u = vmod p* folgt insbesondere 1 = vmod p (denn k € N, und damit

p | pX). Nun ist

p—1

r+1 0+1 O\ P O\ P ¢ ¢ o\ 1 o\ p—1-i
Pt op :<up) _<0P) :<up _vp>.2<up> (vp>

i=0

’Denn fiir diese Folge (x1,x2,x3,...) = (4,0,0,0,...) ist

Y= Y ad =1 Y d A =g Y d0=4"
d|

d€N}, ";/—’n d€N|,; N~~~ deN),;
= S g ol
—_———

=0

fiir jedes n € IN ..
8sobald man erst einmal gezeigt hat, da8 es Primitivwurzeln modulo p gibt



(nach der dritten binomischen Formel). Der erste Faktor dieses Produktes ist durch
p*+ teilbar (denn uP’ = o' mod p*+! ergibt p*+¢ | uP' — o). Der zweite Faktor ist
durch p teilbar (denn aus u = v mod p folgt

p—1

Z <u’”£>i< >p - ZE _i (UP) (vp )p T g (U’”z>p_1 = p(v”é)p_l = 0mod p

i=0

). Also ist das Produkt durch pt! . p = pF++1 teilbar. Das heifit, u?' " —oF' " ist

durch pF++1 teilbar. Mit anderen Worten: u? " = v?' "' mod pF*¢+1. Damit ist der
Induktionsschritt abgeschlossen, und Lemma 2.3 bewiesen.

Aus Lemma 2.3 folgt nun schnell Lemma 2.2:

Beweis von Lemma 2.2: Da p ein Primfaktor von n ist, ist v, (n) > 1. Sei nun
¢ = v, (n) —1; dann ist also £ > 0 und damit / € IN. Seien ferner k = 1, u =
gund v = gP. Dann ist u = vmod p* (denn dies bedeutet nichts anderes als
g = g’ mod p!, was aus dem kleinen Satz von Fermat folgt). Nach Lemma 2.3

ist also ' = v mod pk+t. Mit anderen Worten: qu (qp )P " mod pF+t. Wegen
k+0=1+ (v, (n) —1) = vp (n) wird dies zu qu (g")P " mod p?r(n),
Wir wollen aber zeigen, daf g7 = " mod p®»(") ist. Dies ist nicht mehr weit:

wir werden zeigen, da8 g7 eine Potenz von qu’ und g" dieselbe Potenz von (g )? :

ist.
In der Tat gibt es ein m € Ny mit n = mpvp(”) (denn nach der Definition von
vp (n) ist p ) | ). Somit ist n,/p = mp®™) /p = mprW =1 = mp’ (da vy, (n) —
m

14

1=10). Alsoist /7 = qmp[ - (W)m und " = (g")"? = (V)" = ((qp)pe
Mithilfe von qF’ (gP)F " mod p?r(") ergibt sich nun "7 = (qp/)m = <(6]p)pg>m =

g" mod p® ("), und Lemma 2.2 ist bewiesen.

Und schliefslich zwei Beweise von Satz 1.1 unter Berufung auf Satz 2.1:

Erster Beweis von Satz 1.1: Wenden wir Satz 1.1 auf die Folge (by,by,b3,...) =
(ql,qz, q3, ) an, dann erhalten wir, daf8 die Aussagen A, B,C, D, £, F, G und 'H
fiir diese Folge dquivalent sind. Da die Aussage B fiir diese Folge erfiillt ist (dies
folgt aus Lemma 2.2), ist also auch die Aussage G fiir diese Folge erfiillt. Das heifst,

X“, ¢ (d)b, 4 € nZ fir jedes n € N . Mit anderen Worten: %dz ¢ (d) g € Z fir
dln n
jedes n € IN,. Doch dies heifst nichts anderes, als dafs Satz 1.1 gilt.

Zweiter Beweis von Satz 1.1: Wenden wir Satz 1.1 auf die Folge (by,b,b3,...) =
(9,97 ¢°,...) an, dann erhalten wir, da8 die Aussagen A, B, C, D, £, F, G und H
fiir diese Folge dquivalent sind. Da die Aussage A fiir diese Folge erfiillt ist (wie
wir bereits festgestellt haben), ist also auch die Aussage G fiir diese Folge erfiillt.
Wie im Ersten Beweis von Satz 1.1 folgern wir hieraus, dafd Satz 1.1 gilt.

2.3. Beweis von Satz 2.1: Einleitung

Jetzt haben wir bereits zwei Beweise von Satz 1.1, aber zu beiden fehlt noch eine
Herleitung von Satz 2.1. Es ist auf verschiedene Arten moglich, Satz 2.1 zu be-
weisen; auch verallgemeinern 1dfit er sich mehrfach. Wir werden ihn spater (in



Abschnitt 4.4) auch noch um zwei dquivalente Aussagen erweitern, und danach
(Abschnitt 7) auch noch weiter ausdehnen. Ein Beweis von Satz 2.1, sogar mehrfach
verallgemeinert, ist in [3] zu findenﬂ Wir wollen hier einen (in Teilen) anderen Be-
weis geben.

Zum Beweis von Satz 1.1 nétig ist allerdings nur die Aquivalenz A <= G bzw.
die Aquivalenz B <= G (je nachdem, ob wir den Ersten oder den Zweiten Be-
weis nehmen wollen); die Aussagen D und F sind ihrerseits als Zwischenschritte
zum Beweis dieser Aquivalenz forderlich. Die Aussagen C, £ und H kdnnten wir
getrost weglassen, wenn es uns nur um den Beweis von Satz 1.1 ginge - aber der
Vollstandigkeit halber haben wir sie hier aufgefiihrt und werden sie auch in den
Beweis einbeziehen.

Ubrigens ist Aussage D (bzw., je nach Lesart, ) fiir die Folge (by,bs,b3,...) =
(9,97 ¢°,...) auch recht bekannt - beispielsweise kam sie (in etwas anderer For-
mulierung) in [6] als Aufgabe 48 in Kapitel 5 vor (allerdings nur im Sonderfall
q = 2, wobei die Losung auch fiir jedes ¢ > 0 durchgeht, jedoch nicht fiir g < 0;
wir werden uns diesen Losungsweg noch in Abschnitt 5 genauer ansehen).

2.4. Die Dirichletfaltung

Zum Beweis von Satz 2.1 wollen wir erstmal eine Notation einfithren. Mehrere der
Aussagen von Satz 2.1 enthalten Summen, in denen iiber Teiler d von n summiert

. . n ..
wird, und in der Summe kommen d und — vor. Einige solche Summen kennt

man in der Zahlentheorie unter dem Begriff Dirichlet-Faltungen. Diese Dirichlet-
Faltungen sind fiir die elementare und die analytische Zahlentheorie recht wichtig
und kommen in den meisten Biichern dartiber (z. B. [5], Kapitel 2, Abschnitt 3) vor.
Bevor wir definieren, was eine Dirichlet-Faltung ist, vereinbaren wir eine Notation:

Definition (Zahlenfunktion, ¢, id und 1): Unter einer Zahlenfunktion
verstehen wir im Folgenden eine Funktion von N4 nach Z. Insbeson-
dere sind ¢ und u zwei Zahlenfunktionen. Wir definieren eine weitere
Zahlenfunktion ¢ : N — Z durch

1, wennn=1, .. .
(s (n) = { 0, wenn 1 > 1 fir jedes n € ]N+) .

Eine weitere Zahlenfunktion ist id : Ny — IN, definiert durch
(id(n) =nfurallen € Ny ).

Eine andere Zahlenfunktion ist 1 : N, — {1}, definiert durch
(1(n)=1furallen € N,).

Definition (Gleichsetzung von Folgen mit Zahlenfunktionen): Fiir

jede unendliche Folge (a1, a2, a3, ...) ganzer Zahlen kénnen wir eine Zahlen-
funktion a : Ny — Z definieren durch

(a(n) = ay, fur jedesn € N,).

9Und zwar erhilt man Satz 2.1, indem man man Theorem 15 in [3] auf den Fall N = IN . anwendet.
Man beachte, daf8 die Aussagen, die wir hier mit A, B, C, D, £, F, G und H bezeichnet haben,
in [3] auf die Namen Cg, Dg, Dy, £z, £, Fz, Gz bzw. Hg horen.
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Umgekehrt entsteht jede Zahlenfunktion a : N; — Z auf diese Weise
aus genau einer unendlichen Folge (a1,4y, 43, ...) ganzer Zahlen. Somit
konnen wir unendliche Folgen ganzer Zahlen, deren Folgenglieder mit
1,2, 3, ... indiziert sind, gleichsetzen mit Zahlenfunktionen. Die Zahlen-
funktion ¢ ist auf diese Weise gleichgesetzt mit der Folge (1,0,0,0,...)
(mit einer Eins am Anfang und sonst nur Nullen). Die Zahlenfunktion
id entspricht der Folge (1,2, 3,4, ...). Die Zahlenfunktion 1 entspricht der
Folge (1,1,1,1,...). Auch die Folge (by, by, b3, ...) aus Satz 2.1 entspricht
einer Zahlenfunktion; wir werden im Beweis von Satz 2.1 diese Zahlen-
funktion mit b bezeichnen (und ebenso die anderen vorkommenden Fol-
gen durch die entsprechenden Zahlenfunktionen ersetzen).

Definition (Dirichlet-Faltung): Nun ist die Dirichlet-Faltung zweier Zahlen-

funktionen f und g eine neue Zahlenfunktion, genannt f * ¢ und definiert
durch

(f*g =Y £ (d) ( ) fﬁrallen€N+). (10)

dln

Diese Definition 14f3t sich auch folgendermafien "symmetrischer" hin-

schreiben:
(fxg)(n) = Z f(d)g(e) furallen € N, | . (11)
(de)EN3;
de=n

Aus dieser "symmetrischen" Definition (11) folgt sofort f x ¢ = g f flir zwei
beliebige Zahlenfunktionen f und g "l Das heifit, die Dirichlet-Faltung x*
ist kommutativ. Ferner sieht man leicht ein, daf§ * assoziativ ist, d. h. daf3

19denn fiir jedes n € N ist

(fxg) ()=} fldgl)= Y glf(d

(d,e)eN?; (de)eN?;
de=n de=n
= Y g@fl(e (hier haben wir (d,e) in (e,d) umbenannt)
(e,d)e]N%_;
ed=n
= ) gdf(e)=(g=f)(n)
(d,;)fNi;

11



(f*xg)*xh = f=*(gxh) fir je drei Zahlenfunktionen f, ¢ und h gilﬁ Folglich
konnen wir von der Zahlenfunktion f * ¢ * h sprechen, ohne Klammern setzen zu
miissen (gemeint ist damit natiirlich die Zahlenfunktion (f * g) x h, die gleichzeitig
auch die Zahlenfunktion f * (g = h) ist). Schlieflich gilt fiir jede Zahlenfunktion f
die Gleichung e x f = f xe = f, wobei e die Zahlenfolge (1,0,0,0,...) (mite; =1
und ¢; = 0 fiir alle i > 1) is Dies alles bedeutet, dafs die Zahlenfunktionen mit
der Verkniipfung * und dem neutralen Element ¢ ein abelsches Monoid bilden; das
heifit, man kann die Dirichlet-Faltung * als eine Art Multiplikation von Zahlen-
funktionen deuten, und die Zahlenfolge ¢ als eine Art Eins.

Nun stellt sich heraus, dafs die Zahlenfunktionen ¢, p, ¢, 1 und id unter der
Verkniipfung * sich auf diverse Weisen interessant verhalten:

1 Beweis: Fiir jedes n € N ist

((f*g)*h)(n)
= * d)h (e nach (11), angewendet auf f * ¢ und & anstelle von f bzw.
8 g 8 8
(d,e)eIN%r;
de=n

= ) Y, f(ngB)he)
(de)eNZ; (r,s)eNZ;
de=n rs=d

denn fiirjedesdist (fxg)(d)= ¥ f(r)g(s) nach (angewandt auf d statt n),
(r,s)e]Nz+ ;
rs=d
wobei die Indizes d und e aus der Gleichung hier in ¥ bzw. s umbenannt wurden

=Y X X X fgGhle=3) Y Y Y f(NgBs)h(e)
deN4 E;EZ; reN4 sfsﬂi;lr; reIN; seIN¢ dresﬂig; edee]li;;

=Y X L fgB)h(e

7€N+ seIN4 E€N+;
rse=n

d€N+;€€N+,‘ C€N+} d€N+,‘
rs=d de=n rse=n rs=d

immer nur aus einem Summanden besteht (ndmlich aus dem Summanden fiir d = rs)

= X f(g@)h(e
E

( denn Y. Y f(r)g(s)h(e)= Y f(r)g(s)h(e), weil eine Summe der Form ) ..

und analog

(fx(g=h)(m)= "} f(d)g(r)h(s).

(d,r,s)ElNi;
drs=n
Da sich die Summen Y f(r)g(s)h(e) und Y.  f(d)g(r)h(s) nur in der Benen-
(r,s,e)EINi; (d,r,s)e]N%r;

rse=n drs=n
nung ihrer Indizes unterscheiden, haben sie den gleichen Wert, und somit ist ((f x g) *h) (n) =

(f*(g*h))(n) fur alle n, also (f *x g) * h = f = (g *h), was zu beweisen war.
12denn fiir alle n € N, ist

(fxe)(m)= ) f(d)e(e) (nach (1))

(d,e)e]Ni;
de=n
=fmeM)+ ), f@d) el =fm)-1+ ) f(d) 0=f(n)+0=f(n)
“ (de)eN?; Y (de)eN?;
=1 de=n; e>+1 =0 (dae>1) de=n; e>+l

und analog (e * f) (n) = f (n)

12
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Satz 2.4: (a) Es gilt ¢ x 1 = id. Mit anderen Worten: Fiir jedes n € IN;
ist
L (d) =
dn
(b) Es gilt u * 1 = e. Mit anderen Worten: Fiir jedes n € IN ist
1, wennn =1,
Dr@ =) ={ 5 a1

(c) Es gilt u xid = ¢. Mit anderen Worten: Fiir jedes n € IN ist

Y u(d) (n).

dln

56+1) = 15 moglichen Dirichlet-Faltungen, die man
aus den fiinf Zahlenfunktionen ¢, p, €, 1 und id bilden kann. Natiirlich sind die
5 Faltungen, die man mit ¢ bilden kann, trivial (denn e¢* f = fxe = f fiir jede
Zahlenfunktion f). Uber einige der anderen 15 — 3 —5 = 7 Faltungen laf8t sich

Dies sind nur 3 von den

n
auch etwas aussagen. So ist ¢ *id die Funktion, die jedes n € N in ) ggT (k, n)
k=1

tiberfithrt (Ubungsaufgabe!); diese Funktion war Gegenstand einer fiir die IMO
2004 vorgeschlagenen Aufgabe (siehe [4]). Die Funktion 1 * 1 ordnet jedem n € IN ¢
die Anzahl der Teiler von n zu. Die Funktion 1 *id ordnet jedem n € IN, die
Summe der Teiler von n zu.

Wir wenden uns aber nun dem Beweis von Satz 2.4 zu:

(@) Sei n € INy. Fiir jeden Teiler d von n sei V; die Menge aller Zahlen i €

{1,2,..., g}, die zu g teilerfremd sind. Die Michtigkeit |V;| dieser Menge V; ist

dann die Anzahl aller solchen Zahlen, also ¢ (E

d>' Andererseits gibt es eine Bijek-

tion
Vi—={je{L,2,.,n}|ggT(jn)=d}, gegeben durch i — id.

Somit ist [{j € {1,2,..,n} | ggT (j,n) =d}| = |V4|. Wegen |V4| = ¢ (g) wird
dies zu

. : n
i€ (L2,n} | ggT(im) =} =9 (3). (12
Andererseits ist die Menge {1,2,...,n} die Vereinigung der paarweise disjunkten
Mengen {j € {1,2,..,n} | ggT (j,n) = d} fird € N, Also ist
{12m} = Y 1l €{1,2n} |ggT(in) =d} = L ¢(5)  (nach @).
dENln deN\n

13Denn einerseits liegt fiir jedes i € V; die Zahl id in der Menge {1,2, ..., n} und erfiillt ggT (id, n) =
d (denn ggT (id,n) = ggT (id,gd) = ggT (i,g) d = d, weil ggT (i,g) =1, denn i € V),
andererseits aber hat jedes Element j der Menge {j € {1,2,..,n} | ggT (j,n) = d} die Form id
fir ein i € V; (ndmlich fir i = é)

“Denn jedes Element x € {1,2,..,n} liegt in der Menge {j € {1,2,...,n} | ggT (j,n) = d} fiir genau
ein d € N}, ndmlich fiir d = ggT (x,n).
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Wegen [{1,2,..,n}| =nwirddieszun = ), ¢ (g) Also ist

deN|,
(px1)(n) = (1x¢)(n) (da ¢ *1 = 1% ¢p, wegen der Kommutativitit von x)
=) 10 5= =n=id(n).
L1 (g) =X (g) = X #(5) =n=iaw

Da dies fiir alle n € IN . gilt, haben wir also gezeigt, dafs ¢ x 1 = id gllt Mit anderen
Worten: Fiir jedes n € N ist Y ¢ (d) = n (denn (¢p*1)(n) = Y ¢ (d)1 (E) =
i 22
=1

Y. ¢ (d) und id (n) = n). Damit ist Satz 2.4 (a) gezeigt.
d|n

(b) Sei PF n die Menge aller Primteiler von n. Offensichtlich ist PF n eine endliche
Menge. Wir bezeichnen mit P (PF ) ihre Potenzmenge. Wir definieren eine Abbil-
dung

L:P(PFn) — N, durch L (S) = [ p fiir jede Teilmenge S von PFn.
peS

Diese Abbildung ist wohldefinierﬁ und injektivﬁ
Andererseits ist

Youd) =} ud= Y} p@d+ } pd= Y pd+ ) 0= ) p(d

dln deN|, deN|,; deIN\,,, -0 de]N|n; deN|y; deN|,;
p(d)#0 p(d)=0 p(d)#0 p(d)=0 p(d)#0
(13)

Nun erfiillt ein Teiler d von n aber genau dann yu (d) # 0, wenn d ein Produkt von
paarweise verschiedenen Primzahlen ist (nach der Definition von ), d. h. wenn
d ein Produkt von paarweise verschiedenen Elementen der Menge PFn ist (denn
Primfaktoren, die nicht in PFn liegen, kann d nicht haben, weil d ein Teiler von n
ist), d. h. wenn d = [] p fir eine Teilmenge S von PFn ist, d. h. wenn d = L (S)

peSs
firein S € P (PEn) ist, d. h. wennd € L (P (PFn)) ist.
Wir haben also
Y, u(@d) = Y, u(d= Y. u(L(9) (weil L injektiv ist) .
deN]|,; deN|,; SeP(PFn)
1(d) 0 deL(P(PEn))

Zusammen mit fithrt dies auf

Youd)= ), u(L(S)).

d|n SeP(PFn)

®Denn fiir jede Menge S € P (PFn) ist [ p € IN|,, denn jede der paarweise verschiedenen
Primzahlen p € S ist ein Primteiler von If G1Smd somit ist auch ihr Produkt [] p ein Teiler von n.

16Denn wiren S und S’ zwei verschiedene Teilmengen von PF#n mit L (S) pisL (S'), dann wire
[Tp=L(S)=L(5) = H/ p eine nattirliche Zahl mit zwei verschiedenen Primfaktorzerlegun-
gif’l, was nicht moglich ispt.es

14



Doch fiir jede Menge S € P (PFn) ist u (L (S)) = (—1)‘5| Somit ist

|PE n|
_ S| _ S|
Yud= ) plE)= )} D=3 ) (1
d|n SEP(PFn) " SEP(PFn) k=0 SeP(PEn); "
=(-1)l¥! IS]=k ~ =(=1)
|PF | L |PE | L
=) Y, (=D =) |[{SeP(PEn) | |S|=k}| -(-1)
k=0 SeP(PFn); k=0 ~~
1S|=k |PF | o
N -— = K (nach der kombinatorischen
=|{S€P(PFn) | |S|=k}| '(_1)k Definition von Binomialkoeffizienten)
R o P k IPE |
= Z ( ) -1)"=(1+(-1)) (nach der binomischen Formel)
olPEn| _ 1, wenn |PFn| =0;
0, wenn |PFn| >0
| 1, wennn =1; denn |PFn| = 0 gilt genau dann, wennn =1,
1 0, wennn >1 und sonst gilt |PEn| >0

=¢e(n).

Wegen (u*1)(n) = Y u(d)1 ( > Y.y (d) ist dies dquivalent zu (p*1) (n) =
lel \\/_/ d|n
=1

e (n). Da dies fiir jedes n € N, gilt, ist also pt x 1 = ¢, und der Beweis von Satz 2.4
(b) ist komplett.

(c) Wir konnten Satz 2.4 (¢) "zu Fufl" bewiesen, indem wir Y yu (d ) = ¢ (n)

d|n

durch kombinatorische Uberlegungen nachweisen (diesen Beweis habe 1§h in [3],
im Beweis von Theorem 6 durchgezogen; der Leser kann ihn sich auch als Ubungsauf-
gabe tiberlegen). Hier wollen wir aber einen anderen Beweis von Satz 2.4 (c) zeigen;
und zwar wollen wir Satz 2.4 (c) in wenigen Zeilen aus dem bereits bewiesenen her-
leiten: Nach Satz 2.4 (a) istid = ¢ * 1 = 1 * ¢ (wegen der Kommutativitdt von *).
Also ist

pxid=pux(Lx¢p) = (ux1)x¢ (nach der Assoziativitdt von )
=ex¢ (da p * 1 = e nach Satz 2.4 (b))
= ¢,

und Satz 2.4 (c) ist bewiesen. (Auswertung von u *id = ¢ an der Stelle n fiihrt

auf Y- p(d) g = ¢ (n).) Dieser Beweis zeigt, wie man Aussagen tiber die Dirichlet-
dln

Faltung recht schnell beweisen kann, sobald man einige grundlegende Eigenschaften

7Denn L(S) = ] p ist ein Produkt von paarweise verschiedenen Primzahlen, und nach der
peSs

Definition von u ist somit (L (S)) = 1, wenn es gerade viele Primzahlen sind (also wenn
|S| gerade ist), und u (L(S)) = —1, wenn es ungerade viele Primzahlen sind (also wenn |S|

ungerade ist); in beiden Féllen ist also u (L (S)) = (—1) 81,
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der Dirichlet-Faltung (Assoziativitit und Kommutativitdt, sowie Satz 2.4 (a) und
(b)) erst einmal nachgewiesen hat.

Definition (punktweises Produkt): Nun definieren wir eine weitere
Verkniipfung von Zahlenfunktionen, und zwar eine viel simplere: das
punktweise Produkt. Und zwar definieren wir fiir je zwei Zahlenfunktio-
nen f und g eine Zahlenfunktion f - ¢ durch

((F-8) () = f(n) g (n) firallen € N.).

Diese Zahlenfunktion f - ¢ nennen wir das punktweise Produkt der Zahlen-
funktionen f und g.

Es ist klar, dafd das punktweise Produkt kommutativ ist (d. h. dafs f- ¢ =g f
fuir beliebige Zahlenfunktionen f und g gilt), assoziativ ist (also (f-g)-h = f -
(g - h) fur je drei Zahlenfunktionen f, g und h) und da8 f-1 =1 f = f fiir jede
Zahlenfunktion f ist. Die Eigenschaft des punktweisen Produktes, die uns am
meisten interessiert, ist aber folgende:

Satz 2.5: Fiir je zwei Zahlenfunktionen f und g ist
(id-f) * (id-g) =id- (f *g)-

Beweis von Satz 2.5: Fiir jedes n € IN ist

((d-f)s(dg) =Y (dH@ - Gdg(y) =Ydr@5g(y)
W —ia(a) )= (@) ) (m?{)_n’ ) o
47 )8(a) =743
=Lnf@s(G) = i,(,)%f(d)g (7) =i (F=8) ()
pTTE

= (id- (f*g)) (n).

Alsoist (id-f) * (id-g) = id - (f * g), und Satz 2.5 ist bewiesen.

Schliefilich brauchen wir noch eine Eigenschaft der Dirichlet-Faltung: Namlich
kann man sich fragen, wann eine Zahlenfunktion f ein Inverses beziiglich * hat,
also eine Zahlenfunktion f' mit f x f' = f’ x f = ¢ existiert. Klar ist, daB8  und 1 je
ein Inverses haben (denn nach Satz 2.4 (b) sind y und 1 gegenseitig invers). Aber
auch id und ¢ haben Inverse, und allgemeiner gilt:

Satz 2.6: Sei f : Ny — Z eine Zahlenfunktion. Genau dann existiert
eine Zahlenfunktion f' : Ny — Z mit f*f = f'xf = ¢ wenn
(f (1) =1oder f (1) = —1) ist.

Beweis von Satz 2.6: Eine Richtung von Satz 2.6 ist klar: wenn eine Zahlenfunktion
f'iINy — Zmit fx f = f % f = ¢ existiert, dann ist (f (1) = 1 oder f (1) = —1)
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@ Wir wollen nun die umgekehrte Richtung beweisen: Angenommen,

(f(1)=1oder f(1) =—1).

Dann ist zu zeigen, daf8 eine Zahlenfunktion f' : Ny — Z mit f* f' = f'x f = ¢
existiert.

Wir wollen diese Zahlenfunktion f’ : N; — Z konstruieren, indem wir ihre
Werte f’ (n) fiir alle n € N4 definieren. Und zwar definieren wir sie rekursiv: Sei
n € IN4. Wir nehmen an, wir haben alle Werte f' (m) fiir m € NL mit m < n
bereits definiert (fiir n = 1 heifst dies, daf8 wir noch gar nichts definiert haben).
Dann definieren wir den Wert f’ (n) durch

"(n - n) — ! n
fo0 =gy |- K f @f(5) (14)
d<n

(wobei eine ganze Zahl ist, da (f (1) =1 oder f (1) = —1) gilt). Auf diese

1
f()
Weise haben wir eine Zahlenfunktion f' : N — Z definiert. Jetzt ist nur noch zu
zeigen, daf fiir diese Zahlenfunktion f’ auch tatsdchlich f * f' = f' x f = e erfiillt

ist. In der Tat gilt fiir jedes n € IN; die Gleichung

() =L DfF(5)= L F@f(5)= X Fr@rG)+rms(:)

dENln dEN‘n; N——
d<n =f(1)
= "(d n "(n) f (1
L7 Vf(5)+ 1 () fF ()
d<n
! n ' n
- L ras (5)+ |- L faf (3)

d<n d<n

denn nach ist f'(n) f(1) =e(n) - ) % frd)f (g)
€Ny
d<n

=¢(n),

und somit ist f’ x f = ¢, und wegen der Kommutativitit von x folgt hieraus f  f' =
f'* f = e. Damit ist auch die zweite Richtung von Satz 2.6 bewiesen.

BDenn aus fxf =efolgt (f*f')(1) =¢e(1) =1, was wegen (f*f') (1) = dz‘;lf(d)f’ (1> -

f@)f (1) zu f(1) f' (1) = 1 wird, und somit muB f (1) ein Teiler von 1 sein, also f (1) = 1
oder f (1) = —1.
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2.5. Beweis von Satz 2.1: D E F g

Nun konnen wir zum Beweis von Satz 2.1 schreiten. Wir identifizieren die Folge
(b1, by, b, ...) mit der durch (b (n) = by, fur jedes n € IN) definierten Zahlenfunk-
tion b : N; — Z. Nun fiihren wir vier neue Aussagen ein:

Aussage Dy: Es gibt eine Zahlenfunktion y : Ny — Z mit b = (id -y) * 1.
Aussage &1: Es gibt genau eine Zahlenfunktion y : N — Z mit b =
(id -y) * 1.

Aussage F1: Es gibt eine Zahlenfunktion z : Ny — Z mit y * b = id -z.
Aussage Gy: Es gibt eine Zahlenfunktion w : N; — Z mit ¢ x b = id -w.

Wir werden nun zeigen, dafs diese Aussagen Dj, &1, F1 und G jeweils dquivalent
zu den Aussagen D, £, F bzw. G sind.

Wir wollen erst einmal beweisen, dafs D <= D; ist. In der Tat haben wir fol-
gende Aquivalenz von Aussagen@

D < (es gibt eine Folge (y1,Y2,Y3,...) € ZN+, die b, = Y dy,
d|n

fiir jedes n € IN. erfiillt)

= (es gibt eine Zahlenfunktion y : N, — Z, die b (n) =} _dy (d)
dln

fur jedes n € IN;. erfillt)
<= (es gibt eine Zahlenfunktion y : N, — Z, die b = (id -y) * 1 erfillt) <= D;.

Hierbei gilt der erste Aquivalenzpfeil wegen der Definition von Aussage D; der
zweite Aquivalenzpfeil ergibt sich aus der Identifikation von Folgen mit Zahlen-
funktionen; der dritte Aquivalenzpfeil kommt davon, daf8 die Aussage

(b (n) = Y dy(d) firjedesn € ]N+> dquivalent zu b = (id -y) 1 ist der vierte
d|n

Aquivalenzpfeil kommt wiederum von der Definition von Aussage D;. Somit ist
D <= Dy bewiesen.

Genauso, wie wir gerade D <= D; gezeigt haben, ldfit sich £ <= &£; zeigen
(man mufd nur an den richtigen Stellen "eine Folge" durch "genau eine Folge" bzw.
"eine Zahlenfunktion" durch "genau eine Zahlenfunktion" ersetzen).

9Die Aquivalenzen werden weiter unten genauer begriindet.
20Denn fiir jedes n € N ist

. . n
(Gd-y) ) (m) =Y (dy) @) 1(5)=Tdv(a),
dn " L dn
=id(d)y(d)=dy(d)
und somit ist b(n) =) dy(d) furjedes n € ]N+> dquivalent zZu
dln

(b(n) = ((id-y) *1) (n) fiirjedesn € Ny ), alsozu b = (id -y) * 1.
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Kommen wir nun zum Beweis von F <= F;: Wir haben folgende Aquivalenz
von Aussagen@

F < | fiirjedesn € Ny ist } p(d)b, 4 € nZ)
d|n

< | fiirjedes n € N gibteseinz, € Zmit Y _u(d)b, 4= nzn>
dn

<= | es gibt eine Folge (z1,2,23,...) € 7N+ die Zpt (d) b, g = nzy
d|n

fiir jedes n € IN,. erfiillt)

)znz(n)

Ul

= (es gibt eine Zahlenfunktion z : N, — Z, die Z u(d)b <
d|n

fiir jedes n € IN,. erfiillt)
<= (es gibt eine Zahlenfunktion z : Ny — Z, die p x b = id -z erfiillt) <= F;.

Hierbei folgt der erste Aquivalenzpfeil aus der Definition von Aussage F; der
zweite und der dritte sind offensichtlich; der vierte Aquivalenzpfeil ist der Iden-
tifizierung zwischen Folgen und Zahlenfunktionen geschuldet; der fiinfte Aquiv-
alenzpfeil rithrt von der Aquivalenz der Aussagen

(Z u(d)b <g) = nz (n) fir jedes n € 1N+> und p*xb = id -z der sechste

d|n
Aquivalenzpfeil kommt von der Definition von Aussage Fj. Somit ist F <= F;
bewiesen. Vollig analog zeigt sich, daf§ § <= G; ist (im Beweis muss lediglich u
durch ¢ und z durch w ersetzt werden).

Als néchstes sind die Aquivalenzen zwischen den Aussagen Dq, &, F1 und Gy
dran. Diese sind jetzt, wo wir die Eigenschaften der Dirichlet-Faltung kennen, sehr
leicht:

Beweis von D1 = F1: Angenommen, Aussage D; gilt. Dann gibt es eine Zahlen-
funktion y : Ny — Z mit b = (id -y) * 1. Wir haben also b = (id -y) * 1 = 1* (id -y)
(wegen der Kommutativitdt der Dirichlet-Faltung *) und somit

uxb=pux1x*(id-y)) = (nx1) * (id -y) (wegen der Assoziativitdt von )

~——
=¢ (nach Satz 2.4 (b))

=¢ex (id-y) =id -y.

2IDie Aquivalenzen werden weiter unten genauer begriindet.
n

22Denn fiir jedes n € Ny ist ¥ pu(d)b (—) = (uxb)(n) und n z(n) = id(n)z(n) =
dfn d ~~
=id(n)
(id -z) (n), und somit ist die Aussage <Z u(d)b (g) =nz(n) firjedesn € ]N+) dquivalent
dn
zu ((u*b) (n) = (id-z) (n) firjedes n € N4 ), also zu y * b =id -z.
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Also gibt es eine Zahlenfunktion z : Ny — Z mit y * b = id -z, ndmlich z = y. Also
gilt Aussage F;. Damit ist D; = JF; gezeigt.

Beweis von 1 = G1: Angenommen, Aussage JF; gilt. Dann gibt es eine Zahlen-
funktion z : N, — Z mit p * b = id -z. Nach Satz 2.4 (c) ist nun ¢ = p *id = id *u
(da * kommutativ ist), also

$pxb=(id*u)xb= _i *&l\ﬁfl (weil * assoziativ ist)
=id -1 =id -z
= (id-1) * (id -z) =id - (1 x 2) (nach Satz 2.5).

Also gibt es eine Zahlenfunktion w : N4 — Z mit ¢ xb = id -w, ndmlich w = 1 * z.
Also gilt Aussage G;. Damit ist /; = §; nachgewiesen.

Beweis von G; = Dj;: Angenommen, Aussage G; gelte. Es gibt also eine
Zahlenfunktion w : Ny — Z mit ¢ xb = id-w. Sei nun y = p* w. Dann ist
y = pu*xw = w * u (da * kommutativ ist), also

—
=¢ (nach Satz 2.4 (b))

yxl=(wxp)xl=w= (1) (da * assoziativ ist)
——

—w*e=w,

und somit wird ¢ * b = id -w zu

pxb=1id-(y=x1) = (id-y) = g} (nach Satz 2.5)
=id=¢+1 (nach Satz 2.4 (a))
=(d-y)*(px1) = (¢p=x1)x*(id-y) (da * kommutativ ist)
=¢x*(1x(id-y)) (da * assoziativ ist).

Nach Satz 2.6 (angewandt auf f = ¢) gibt es nun eine Zahlenfunktion ¢’ : N — Z
mit px ¢’ = ¢’ xp = e (denn ¢ (1) = 1). Wegen der Assoziativitit von x ist
nun ¢’ * (pxg) = (¢ *¢P) xg = exg = g fiir jede Zahlenfunktion g : N —
=¢

Z. Insbesondere folgt daraus: Wenn ¢ x ¢ = ¢ * h fiir zwei Zahlenfunktionen g
und £ ist, dann ist ¢ = h (denn ¢’ x (p*g) = ¢ und analog ¢’ * (¢p*h) = h).
Angewandt auf g = bund h = 1« (id -y) ergibt dies b = 1 x (id -y) (denn ¢ * b =
$* (1x(id-y))). Alsoist b = 1% (id-y) = (id-y) * 1 (wegen der Kommutativitit
von *). Aussage D; gilt also. Damit ist G| = D; bewiesen.

Aus Dy = Fi, Fi = G; und G; = D; folgt schon einmal die Aquivalenz
D, <= F; <= (. Jetzt miissen wir die Aquivalenz zwischen Dy und & nach-
priifen:

Beweis von D1 = &;: Angenommen, Aussage D; gilt. Wir wollen Aussage &;
nachweisen; d. h. wir wollen zeigen, daf$ es genau eine Zahlenfunktiony : N, — Z
mit b = (id -y) * 1 gibt. Dazu nehmen wir an, y : N; — Z und y : N — Z seien
zwei Zahlenfunktionen mit b = (id-y) *1 und b = (id -y) * 1. Unser Ziel besteht
darin, y = y zu beweisen.

In der Tat ist y x b = id -y (dies beweist man genau so wie im Beweis von D; =
F1) und u *b = id-y (analogerweise), und damit id-y = id-y. Dies fiihrt auf

20



y = y (denn fiir jedes n € N, ist (id-y) (n) = id (n)y (n) = ny (n) und analog
(id -y) (n) = ny (n), und somit folgt aus id -y = id -y sofort ny (n) = ny (n) und
damit y (n) = y(n) fir jedes n € IN,). Folglich ist Aussage £ wahr. Damit ist
Dy = & gezeigt.

Zusammen mit der offensichtlichen Implikation £&; = D; ergibt dies die Aquiv-
alenz D; <= £;. Diese Aquivalenz 148t sich mit D; —= F; <= G; zu D; <
& < F1 < G verkniipfen. Wegen D <= D, £ <= &1, F <= F1 und
g <= @ fihrt dies auf D <— & <= F <= G. Jetzt fehlt es uns noch, die
anderen Aussagen A, B, C und H an diese Aquivalenz anzuschlielen.

Fiir Aussage A kann man dies entweder, indem man 4 <= D zeigt, oder indem
man A <= F zeigt. Wir wahlen den ersteren Weg;:

2.6. Beweis von Satz 2.1: A <= D

Beweis von A = D: Angenommen, Aussage A sei wahr. Das heif$t, fiir jede Zahl
n € N4 und jeden Primteiler p von n gilt

by, p = by mod pvp(”). (15)

Wir wollen Aussage D beweisen; wir wollen also zeigen, dafs es eine Folge
(y1,Y2,¥3,...) € ZN+ gibt, die

by = Zdyd (16)
dln

fir jedes n € IN; erfiilllt. Dazu definieren wir eine solche Folge (y1,y2,V3,...) €
ZN+ rekursiv: Sei m € IN.. Angenommen, alle Folgenglieder y, € Z fiir n €
{1,2,...,m — 1} sind bereits definiert, und zwar so, daf8 furjedesn € {1,2,..,m — 1}
erfiillt ist. Wir wollen jetzt ein Folgenglied v,, € Z definieren, welches dazu fiihrt,
dafs auch fiir n = m gilt. Wenn wir damit Erfolg haben, konnen wir auf diese
Weise eine Folge (y1,12,3,..) € ZN+ rekursiv konstruieren, die fiir jedes

n € Ny erfiillt; damit wird Aussage D bewiesen sein.

Versuchen wir also, y,; zu definieren. Und zwar wollen wir y,, als

1
Ym = — by — Z d]/d (17)
m dGN‘m,‘
d<m
definieren; dazu miissen wir beweisen, da8 m | b, — Y. dy, ist.
deNy,;
d<n|1
In der Tat sei PFm die Menge aller Primteiler von m. Dannist m = [] p% (™)
pePFm
Wir werden nun zeigen, daR p%(™) | b, — Y dy, fiir jedes p € PEm gilt;
dEN‘m,'
d<m

ZDenn fiir jedes p € PFm ist vy, (m) die hochste Zahl k € N, die p* | m erfiillt, also der Exponent,
mit dem der Primfaktor p in der Primfaktorzerlegung von m vorkommt.
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daraus wird natiirlich [] p% | b, — ¥ dy, folgen (denn die Zahlen p® (")
pEPFm d€N|,;

d<m
tiir verschiedene p € PFm sind alle teilerfremd, weil alle diese p € PFm prim sind),

und damit m | b, — Y. dy,, womit unser Ziel erreicht sein wird.
d€N|m;
d<m

Wir haben angenommen, dafs fur jedes n € {1,2,...,m — 1} erfillt ist. Ins-
besondere ist also fiir n = m,/p erfiillt (denn wegen p € PFm ist m/p € Z,

also m/p € {1,2,...,m —1}); mit anderen Worten: bun,p = ¥ dysz. Nun zer-
d|(m/p)
legen wir die Summe ) dy,; in zwei Teilsummen:
deNy,,;
d<n|1
Y dya= ), dya+ ) dya
dENlm; dEN‘m,’ dENlm;
d<m d<m; d<m;

d|(m,/p) dt(m,/p)

Die erste dieser Teilsummen ist

Y dya= ) dy
dGN‘m,‘ dEN‘(m/p)

d<m;
d|(m,/p)

denn die Teiler von m, die kleiner als m sind und m_/p teilen,
sind schlicht und einfach die Teiler von m_p

= Z dyd = bm/p-
d|(m,/p)

Die zweite dieser Teilsummen ist

Y dys = 0mod p%(™,
dENlm;

d<m;
dt(m,/p)

denn fiir jeden Teiler d von m, der d { (m,/p) erfiillt, gilt p?»(") | d und damit
dy; = 0mod p° (™). Die Gesamtsumme ist somit

Y dya= Y dya+ Y dys =bu,p+0=0by,p = bymodp?r™
dEN|m; d€N|m; dGN‘m;
d<m d<m; d<m;
di(m/p) dim/p)

-

=bm,p =0mod pvp(m)

m,/d m/d m _ m/p

2Denn aus d t (m,/p) folgt % ¢ Z, also ¢ Z (denn i~ d

(m,d), also v, (m,/d) = 0 und damit v, (m) = v, (d) (denn v, (m) = v, (d-md) = v, (d) +
vy (m,/d), weil fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen & und B stets v, (ap) = v, («) + vy (B) gilt),
also pz’r’(’") = p”l’(d) | d.

), und damit p {
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(nach Aussage A, angewandt auf n = m, denn Aussage A haben wir ja als wahr

angenommen). Das heiflt, p%(") | b,, — Y dy;. Wie wir wissen, folgt hieraus
deN,,,;
d<n‘1
m | by — Y dys und somit ist durch (17) tatsidchlich eine ganze Zahl y,, € Z
dENlm;

d<m
definiert. Diese Zahl y,, erfiillt tatsdchlich (16) fiir n = m, weil

Y dys= ) dys=my,+ ) dyg

dlm deN),, deN),,;
d<m
1
=m- bn— Y. dya |+ ). dya (nach (17))
dEN‘m; dEN‘m;
d<m d<m
= bm

gilt.

Wir konnen also rekursiv eine Folge (y1,Y2,y3,..) € ZN+ konstruieren, und
diese Folge erfiillt fiir jedes n € IN;. Damit ist Aussage D bewiesen. Wir
haben also gezeigt, dal A = D ist.

Beweis von D = A: Nun wollen wir die Aussage D als wahr annehmen. Es gibt
also eine Folge (y1,42,3,...) € ZN+ ganzer Zahlen, die (7) erfiillt. Wir wollen nun
Aussage A herleiten.

In der Tat sei n € Ny ganz, und p ein Primteiler von n. Nach (7) gilt dann b, =
¥ dy;, und wenden wir (7) auf n/p statt n an, so erhalten wir b, , = Y dy,.

d|n d|(n/p)
Nun zerlegen wir die Summe ) dy; = ) dy; in zwei Teilsummen:
d|7’l dEN‘n
Yo dya= ), dyat ), dya
deN|, deN|,; deN|,;
d|(n/p) df(n/p)

Die erste dieser Teilsummen ist

Z Jus — 2 q denn die Teiler von 1, die n,/p teilen,
Ya = Yd sind schlicht und einfach die Teiler von n,p

dEN|,; €N,/ p)
dl(n/p)
= Z d]/d = bn/p-
dl(n/p)

Die zweite dieser Teilsummen ist

Y dy;=0mod ptr(m),
dGN‘n;
df(n/p)

denn fiir jeden Teiler d von n, der d t (n,/p) erfiillt, gilt p°r") | d und damit

2Dies 148t sich genauso beweisen, wie wir im Beweis von A = D gezeigt haben, daf fiir jeden
Teiler d von m, der d 1 (m/p) erfiillt, p?»("™) | d gilt. Wir miissen nur im Beweis immer m durch
n ersetzen.
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dy,; = 0mod p® ("), Die Gesamtsumme ist somit

Z dyg = Z dyqs + Z dys = by, p+0=0b,,, mod pvr’(”).
deN, deN},; deN,;

cj\ (n/p) ) ilT(n/p)

-~

=bu,p =0mod p°r (")

Hieraus folgt

bu=Y dys= Y dys=b,,p,modp™™,
dln dE]NM
und damit ist Aussage A nachgewiesen. Wir haben damit gezeigt, dal D — A
ist.

Da wir nun A = D und D = A nachgewiesen haben, wissen wir also, daf3
A <= D ist. Zusammen mit D <= £ <= F <= ( ergibt dies die Aquivalen-
zkette A<= D <= € <= F <= G.

Hiermit haben wir zwar noch nicht den ganzen Satz 2.1 gezeigt, aber bereits
genug, um daraus Satz 1.1 herzuleiten. Unser zweiter Beweis von Satz 1.1 ist also
fertig. Aber zum ersten Beweis von Satz 1.1 benétigen wir noch Aussage B, und
Aussagen C und G sind ebenfalls von Interesse.

2.7. Beweis von Satz 2.1: § «<— H

Der Beweis von G <= H ist ganz einfach, weil Aussage H nur eine Umschreibung
von Aussage G ist, denn fiir jedes n € IN ist

n n
ZbggT(i,n) - ZbggT(j,n) = ) begr(jm) =) Z bggT(J)n)
i=1 j=1 . N——

je{1,2,..n} dlnje{1,2,.
ggT(] n) —bd ‘(denn
g8T(j,n)=d)
dln je{12,..n};
ggT(jn)=d

=|{je{12,...n} | ggT(jn)=d}|-by
=Y [ € {1.2,,n} | ggT(in) =d}| by

dn n
=¢ (E) (nach (12))

~Ee (- % oG- T o()

deNy, deN;

hier haben wir d fiir g in der Summe subst1tu1ert, denn
die Abbildung N|,, — IN},, d —

=) ¢bya=) ¢(d)b, 4

dEN‘n d|1/l

7 T it bijektiv

Die gerade bewiesene Aquivalenz G <=> H erweitert die Aquivalenzkette A <>
D < & <= F <= G um die Aussage H. Wir haben damit gezeigt: A <=
D <= £ <= F <= G <= H. Es fehlen aber noch Aussagen B und C.
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2.8. Beweis von Satz 2.1: A<= B

An dieser Stelle gibt es zwei Wege, weiterzukommen. Wir werden sie beide bege-
hen, jedoch verschieben wir den zweiten auf spater.

Der erste Weg besteht darin, A <= B zu zeigen. Der Beweis ist sehr dhnlich zu
dem obenen fiir A <= D gegebenen; wir werden, soweit moglich, den letzteren
Wort fiir Wort tibernehmen, um die Ahnlichkeiten zu verdeutlichen.

Beweis von A = B: Angenommen, Aussage A sei wahr. Das heift, fiir jede Zahl
n € N4 und jeden Primteiler p von n gilt

by, p = by mod pvf’(”). (18)

Wir wollen Aussage B beweisen; wir wollen also zeigen, dafS es eine Folge
(x1, %2, x3,...) € ZN+ gibt, die

by =Y dx? (19)
dn

fir jedes n € N4 erfiillt. Dazu definieren wir eine solche Folge (x1,x2,x3,...) €
ZN+ rekursiv: Sei m € IN.. Angenommen, alle Folgenglieder x, € Z fiir n €
{1,2,...,m — 1} sind bereits definiert, und zwar so, dafl furjedesn € {1,2,..,m — 1}
erfiillt ist. Wir wollen jetzt ein Folgenglied x,, € Z definieren, welches dazu fiihrt,
dafs auch fiir n = m gilt. Wenn wir damit Erfolg haben, konnen wir auf diese
Weise eine Folge (x1,%p,x3,..) € ZN+ rekursiv konstruieren, die tiir jedes

n € N erfiillt; damit wird Aussage B bewiesen sein.

Versuchen wir also, x;, zu definieren. Und zwar wollen wir x,, als

_ m,/d
dE]N‘m;
d<m
definieren; dazu miissen wir beweisen, da8 m | by, — Y. dx?/ 4 ist.
deNy,,;
d<7lq
In der Tat sei PFm die Menge aller Primteiler von m. Dann istm = [] p% (™)
pEPFm
Wir werden nun zeigen, da p®»™ | b, — ¥ dxdm/ 4 fiir jedes p € PEm gilt;
deNy,,;
d<r‘n
daraus wird naturlich ] p”r’(’”) | by — ¥ de/ d folgen (denn die Zahlen
pEPFm dENIm;
d<m
p?(") fiir verschiedene p € PFm sind alle teilerfremd, weil alle diese p € PFm
prim sind), und damit m | by, — Y dxdm/ d, womit unser Ziel erreicht sein wird.
dENlm,‘
d<m

Wir haben angenommen, dafs fur jedes n € {1,2,...,m — 1} erfullt ist. Ins-
besondere ist also fiir n = m,/p erfiillt (denn wegen p € PFm ist m/p € Z,

26Djes sieht man wie im Beweis von A = 8.
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alsom,/p € {1,2,..,m — 1}); mit anderen Worten: b,,, = Y dx\"™ P Nun

d
d|(m,p)
zerlegen wir die Summe ) dxm/ 4 in zwei Teilsummen:
dEN‘m
d<m
d d d

Y. dx?/ = ) dx;”/ + ) dx} . (21)
d€N|,,; deN),,; d€Ny,,;
d<m d<m; d<m;

dl(m/p) df(m,/ p)
Die erste dieser Teilsummen ist
m/d m,/d
Z dx Z dxd
dEN‘m d€N|(m/p)

d<m;
d|(m,/p)

( denn die Teiler von m, die kleiner als m sind und m_p teilen,

sind schlicht und einfach die Teiler von mp

= Y (22)

dl(m/p)
In Analogie zum Beweis von A = D wiirden wir nun erwarten, daf$ sich dies zu
b, vereinfacht; dies wird aber diesmal schwieriger als im Beweis von A = D,
und funktioniert nicht mehr in Z, sondern nur modulo p? (™ (was fiir uns natiir-
lich ausreicht). Und zwar haben wir xt(im/ VP = xdm/ ! mod pr(m/4) fiir jeden
Teiler d von m,p (nach Lemma 2.2, angewandt auf 4 = x; und n = m /d), weil

p ein Primfaktor von m /d ist (denn mT/d = % = mT/P € Z dad | (m/p)).

Wegen (m,d) /p = (m/p) /d 1aBt sich das zu xém/p)/d = xZVd mod pvp(m/d)
umschreiben. Das heift, p%("/4) | xc(im/ P/ xZV d. Folglich ist dp®(m/4) |
d <xl(im/p)/d - x::;/d> = dxfim/p)/d dx m/d . Doch pv,, ] dp®r (m,/d) Somit ist

m) | dper(m/d) | dxém/p)/d —dx’?, also dx T = dx(m/p) mod p% ("), Damit

wird (22) zu
Z dxm/d Z @21/01 — Z dx (m/p)/ — bm/pmodp vp(m )
dEN|,; d|(m,p) Ml d|(m,p)
d<n‘1; de;m/p)/d mod pvl’(’">
d|(m,p)
?’Denn
v (dpvp(m/d))
= vy (d) +vp (pz’”(m/d)) (da vy (aB) = vp (&) + vy (B) fiir alle natiirlichen Zahlen & und B)
— —
=vp(m,/d)

=0y (d) +vp (m,d)
=vp(d-m/d) (da vp (a) +vp (B) = vp (ap) fiir alle natiirlichen Zahlen « und B)
=0y (m).
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Damit haben wir die erste der beiden Teilsummen auf der rechten Seite von (21)
vereinfacht (modulo pvP(’”) zumindest). Die zweite dieser Teilsummen ist

Y dx}”" = 0mod p% (™),
dGN‘m;
d<m;
dt(m,/p)
denn fiir jeden Teiler d von m, der d { (m,/p) erfiillt, gilt p?»(") | d und damit
dx;”/ 4 = 0mod p? (") Die Gesamtsumme ist somit

) dxdm/d: ) deVdJr ) dx{’;/dzbm/erO:bm/pEbmmodpvi’(m)

dGN‘m; dGN‘m; dEN\m;
d<m d<m; d<m;
dim’y)  dn/p)
=by,,p mod pvp(m) =0mod pvl’(m)

(nach Aussage A, angewandt auf n = m, denn Aussage .4 haben wir ja als wahr

angenommen). Das heiit, p?("™) | b,, — ¥ dxgq/ . Wie wir wissen, folgt hieraus
deN|,,;
i
d<m
m|by— ¥ dx?/ d, und somit ist durch (20) tatsdchlich eine ganze Zahl x,, € Z
deNy,,;
|m7
d<m

definiert. Diese Zahl x,, erfiillt tatsachlich (19) fir n = m, weil

degq/d: Z dx?/d:m Xy Z dx?/d:mxm—k Z dx?/d

d|m dGN‘m . dEN‘m; dEN‘m;
TmTm d<m d<m
1
=m-— | by— Y A+ Y dx (nach (20))
m dENlm; dEN‘m;
d<m d<m
— bm

gilt.

Wir konnen also rekursiv eine Folge (x1,xp,x3,...) € ZN+ konstruieren, und
diese Folge erfiillt fur jedes n € IN;. Damit ist Aussage B bewiesen. Wir
haben also gezeigt, da3 4 = B ist.

Beweis von B = A: Nun wollen wir die Aussage B als wahr annehmen. Es gibt
also eine Folge (x1, x2,x3, ...) € ZN+ ganzer Zahlen, die @ erftillt. Wir wollen nun
Aussage A herleiten.

In der Tat sei n € IN; ganz, und p ein Primteiler von n. Nach (6) gilt dann
b, = Y dxs/ d, und wenden wir auf n/p statt n an, so erhalten wir b, =

dn

y dx;ln/ p)/d )

d|(n/p)

BDies zeigt sich wieder wie im Beweis von A = D.
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n/d _

Nun zerlegen wir die Summe }_ dx; Y dx”/ 4 in zwei Teilsummen:

d|1’l d€N|n
Y. dx”/d ) dx”/d + Y dx”/d.
dGNIn dGN‘n dEN‘n
dl(n/p) df(n/p)
Die erste dieser Teilsummen ist
dGN‘n
d|(n/p)
o Z dxn d denn die Teiler von n, die n,/p teilen,
N deN ) sind schlicht und einfach die Teiler von n,/p
l(n/p
Z dx”/d Z dx (n/p)/d
d|(n/p) d|(n/p)
denn fiir jeden Teiler d von n,/p gilt dx/}* dx(gn/ P/ mod por(®)
(dies beweist man genauso, wie wir dxm/ 4= =dx; " P mod pPr(m)
im Beweis von A = B gezelgt haben)

= b, pmod p”?’(”).

Die zweite dieser Teilsummen ist

Y. dx"/" = 0mod p% ",
dGN‘n
df(n,/p)
denn fiir jeden Teiler d von n, der d { (n/p) erfiillt, gilt p% (") | d und damit
dxg/ 4 = 0mod p? ("), Die Gesamtsumme ist somit
Z dxs/d = 2 dx”/d + 2 dx"/d =by,p,+0= bn/pmodpvp(”).
d€N|n dEN‘” d€N|n
d|(n/p) o d#np)

~\~ ~

=by,p mod pop() =0mod p°r")
Hieraus folgt

by = de”/d Y. dx/? = by, p mod p%r ("),
d|n d€N|n

und damit ist Aussage A nachgewiesen. Wir haben damit gezeigt, daff B —= A
ist.

Da wir nun A = B und B = A nachgewiesen haben, wissen wir also, daf§
A <= B ist. Damit haben wir die Aussage B an die Aquivalenzkette A <
D << £ <= F <= § <= H angeschlossen. Es gibt auch eine alternative
Moglichkeit, diesen Anschluss zu vollziehen - ndmlich durch direkten Beweis von
B <= D (ohne Umweg durch A); diese Moglichkeit werden wir spater (in Ab-
schnitt 3) vorstellen.

2 Dies lagt sich genauso beweisen, wie wir im Beweis von A = D gezeigt haben, daB fiir jeden

Teiler d von m, der d 1 (m/p) erfiillt, p?»("™) | d gilt. Wir miissen nur im Beweis immer m durch
n ersetzen.
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2.9. Beweis von Satz 2.1: B+ C

Jetzt fehlt nur noch Aussage C. Wir werden beweisen, dafs B <= C ist. In der
Tat ist C = B klar, und zum Beweis von B => C miissen wir nur zeigen, daf3
je zwei Folgen (x1,x7,x3,...) € 7N+ die beide @ erfiillen, notwendigerweise gle-
ich sein miissen. Dazu bezeichnen wir diese zwei Folgen mit (xi, xp, x3,...) und
(X1, X2, X3, ...). Da sie beide (6) erfiillen, gilt

by =Y dx’“ firjedes n € Nu | und [ by = Y d%" fiir jedes n € N
dln dln

Wir beweisen nun durch starke Induktion nach n, daf8 x, = x, fiir alle n € IN.
gilt. Dazu sei n € IN; beliebig; wir nehmen an, dafs wir x,, = X, fiir alle m €

{1,2,...,n — 1} bereits bewiesen haben. Wir miissen dann x, = X, zeigen. Wir
haben

. n/d _ n/d __ n/d n/n __ n/d
bn—ded = Z dx;” " = Z dx;” " +n xy = Z dx;” " +nxy
d|n dEN‘n dGN‘n; 1 dE]N‘n;
d<n —Xn=Xn d<n

und analog
by= Y d2" 4 n%,,

dENln;
d<n
also
Y. dxg/d +nx, =) da?g/d + nx,. (23)
deN|,; d€Ny,;
d<n d<n

Doch fiir jedes d € IN), mit d < n gilt x; = X; (wegen unserer Induktionsan-
nahme, dafl x,, = Xy, fur alle m € {1,2,..,n — 1} bereits bewiesen ist). Also ist

Y de/ i - v da?Z/ 4 und aus (23) folgt somit nx, = nxy,, also x, = X.
dGN‘n; dGN‘n;
d<n d<n

Damit ist der Induktionsbeweis von x, = X, fiir alle n € IN; komplett. Fol-
glich sind die beiden Folgen (x1, x2, x3, ...) und (X7, X2, X3, ...) gleich, und damit ist
B = C bewiesen. Da trivialerweise C — B gilt, ist also B <= C. Zusam-
men mit 4 <= Bund A <= D < & < F <= § <= H fiihrt dies auf
A= B<+=C = D += £ <= F <= G <= H, und Satz 2.1 ist bewiesen.
(Ubrigens kénnten wir genauso, wie wir gerade B <= C bewiesen haben, auch
D <= & zeigen; aber wir haben D <= £ bereits anders nachgewiesen.)
Anmerkungen: Unser obiger Beweis der Aquivalenz zwischen den Aussagen A,
B und C ist mehr oder weniger der gleiche wie in [3 Auch die Aquivalenz
A<= D < £ <= F <= G <= H haben wir hier etwa genauso wie in [3]
bewiesen, wenn auch in [3] der Begriff der Dirichlet-Faltung vermieden wurdelﬂ

30Tn der Tat wurde in [3] ein allgemeinerer Sachverhalt gezeigt (Theorem 4 in [3]), aus dem die
Aquivalenz zwischen den Aussagen A, B und C in unserem Fall durch Anwendung auf A = Z,
N =N und ¢, = id fiir alle p folgt.

31 Auch in diesem Fall wurde in [3] etwas Allgemeineres gezeigt (Theorem 5 in [3]).
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3. Potenzreihen und ein alternativer Beweis von
B<«— D

Was wir oben in Abschnitt 2 gemacht haben, hat zum Beweis von Satz 2.1 (und
damit auch Satz 1.1) gereicht, aber es lafit Wiinsche offen: In den Aussagen B,
C, D, £, G und H von Satz 2.1 kommt der Begriff einer Primzahl nie vor (und
auch in Aussage F nur indirekt tiber die Definition der Mobiusfunktion ), doch
zum Beweis der Aquivalenz dieser Aussagen sind wir den Umweg iiber Aussage
A gegangen, in der Primzahlen mafigeblich sind. Man kann sich fragen, ob es
nicht einen anderen Weg gibt, die Aquivalenz B <= C <= D < £ < H
zu beweisen, ohne die Aussage A (und damit die Primfaktorzerlegung von n) als
Zwischenschritt heraufzubeschworen. In der Tat gibt es einen solchen Beweis, und
er ist in meinen Augen interessant genug, daf3 er bessere Bekanntheit verdient,
als eine (nur indirekte) Erwdhnung in den Tiefen (Abschnitt 17) eines algebrais-
chen Ubersichtsartikels [1]. Dieser Beweis verwendet den Begriff von Potenzreihen
(genauer gesagt, formalen Potenzreihen); wir wollen eine Einfithrung in diesen Be-
griff geben. Wir werden also in den folgenden Abschnitten definieren, was eine
Potenzreihe sind, was die Summe und das Produkt von zwei Potenzreihen sind,
was die Ableitung und der Logarithmus einer Potenzreihe sind, usw. Diese Begriffe
stammen alle historisch aus der Analysis, wo sie urspriinglich den Zweck hatten,
Funktionen (wie die Exponentialfunktion exp, oder die trigonometrischen Funk-
tionen sin und cos, und allgemein jede reell-analytische Funktion) anndhernd zu
berechnen. Aber in der Form, wie wir sie hier einfiihren, sind Potenzreihen ein von
der Analysis vollig unabhidngiges Konzept - wir werden sie nur als Kurzschreib-
weise fiir Zahlenfolgen betrachten, und nicht als unendliche Summen, in die man
wirklich irgendeine Zahl "einsetzen" kbnnte@ Infolgedessen miissen wir uns auch
so gut wie um Konvergenzfragen kiimmern, aufler wenn wir unendliche Summen
von Potenzreihen betrachten - und auch dann ist es eine formale, von der Analysis
losgeloste Art von Konvergenz, die (im Gegensatz zu der Analysis) meistens sehr
leicht nachzupriifen ist.

Unsere Einfiihrung in Potenzreihen wird weitgehend in sich abgeschlossen sein.
Um allerdings zu einem tiefergreifenden Verstindnis der Materie zu kommen,
sollte man Beispiele fiir die Anwendung von Potenzreihen kennengelernt haben.
Davon werden wir hier recht wenige geben; in der Hinsicht sei der Leser auf [8]
verwiesen (ein ganzes Buch tiber Potenzreihen und ihre Anwendung in der Kom-
binatorik) und auch auf [16] (ein Standardwerk zur abzihlenden Kombinatorik,
welches momentan neu aufgelegt wird - und welches Potenzreihen in Abschnitt
1.1 einfiihrt und sie ab dann immer wieder Verwendet)@ Beginnen wir erst einmal
mit der Definition des Begriffes einer Potenzreihe.

322Wir werden allerdings lernen, daff man in eine Potenzreihe eine andere Potenzreihe einsetzen
kann - solange letztere bestimmte Eigenschaften hat.

33 Auch eine Google-Suche nach dem Begriff "generating function" (zu deutsch: "erzeugende Funktion"
- der Fachbegriff fiir die Darstellung einer Zahlenfolge in Form einer Potenzreihe) sollte viel ans
Licht bringen.
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3.1. Was sind Potenzreihen?

Bildlich gesprochen handelt es sich bei Potenzreihen um eine Art "Polynome", die
aber unendlich viele Koeffizienten haben diirfen. Ein Polynom in einer Variable

n .

X tiber den ganzen Zahlen hat immer die Form ) 4;X' fiir ein bestimmtes n €
i=0

IN und ganze Koeffizienten ag, a1, ..., a,. Eine Potenzreihe in einer Variable X

m .

tiber den ganzen Zahlen hat hingegen die Form ) 4;X" fiir ganze Koeffizienten
i=0

ag, a1, az, ... Es ist wichtig, daran zu denken, daff man in Potenzreihen - im

Allgemeinen - keine Zahlen einsetzen kann (d. h. man kann nicht einfach 2 fiir X

[0,] [e9)
in Y 4;X! einsetzen und hoffen, daR der entstehende Ausdruck Y. ;2 Sinn macht),
i=0 i=0
im Gegensatz zu Polynomen. Die Analysis bietet eine Reihelﬂ von Kriterien, wann
Potenzreihen beim Finsetzen von Zahlen doch noch konvergente Reihen ergeben;
doch wir interessieren uns dafiir nicht, sondern wir wollen mit Potenzreihen formal
rechnen, ohne in sie irgendwelche Zahlen einzusetzen.

Wir miissen allerdings zuerst kldren, was eine Potenzreihe iiberhaupt ist. Um
eine formale Definition einer Potenzreihe zu bekommen, miissen wir eine Poten-
zreihe durch die Folge ihrer Koeffizienten kodieren (wie das auch bei Polynomen
gemacht wird!). Hier eine Definition:

Definition (ganzzahlige (formale) Potenzreihe): Unter einer ganzzahli-
gen formalen Potenzreihe in der Variable X (oder einfach ganzzahligen Poten-
zreihe in der Variable X) verstehen wir, abstrakt gesprochen, eine Folge
(ag,a1,az,...) € ZN ganzer Zahlen. Es ist zu beachten, dafd wir solche Fol-
gen (ag,a1,ay,...) € ZN (deren Folgenglieder mit 0, 1, 2, ... durchnummeriert
sind) nicht mit Zahlenfunktionen identifizieren, im Gegensatz zu Folgen der
Form (aq,4ap,4a3,...) € 7N+ (deren Folgenglieder mit 1, 2, 3, ... durch-
nummeriert sind). Dies mag nach einer begrifflichen Lappalie ausse-
hen, aber es ist wichtig, denn wir werden fiir Folgen (ag, a1, 4y, ...) € ZN
ein Produkt einfiihren, das nichts mit dem punktweisen Produkt von
Zahlenfunktionen zu tun hat, und dieses Produkt mit - bezeichnen; um
das Produkt nicht mit dem (ebenfalls - genannten) punktweisen Produkt
von Zahlenfunktionen zu verwechseln, ist es wichtig, dafs wir Folgen
(ag, a1, az,...) € ZN nicht mit Zahlenfunktionen gleichsetzen.

Statt von einer "ganzzahligen Potenzreihe in der Variable X" reden wir
im Folgenden kurz von einer "ganzzahligen Potenzreihe", da wir hier
nur mit einer Variablen arbeiten. Solange wir nur ganzzahlige (und
nicht etwa rationale, oder noch andere) Potenzreihen kennen, werden
wir auch kurz einfach "Potenzreihe" statt "ganzzahlige Potenzreihe" schreiben.

Definition (Koeffizient einer Potenzreihe): Fiir jede ganzzahlige Poten-
zreihe (ag,a1,as,...) € ZN bezeichnen wir die Folgenglieder ay, a1, ay,
.. als Koeffizienten der Potenzreihe (ag,a1,ay,...). Genauer gesagt: Fur
jedes i € IN bezeichnen wir die Zahl a; als den i-ten Koeffizienten der

3Verzeihung...
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Potenzreihe (ag, ay,a, ...). Also ist "Koeffizient" nur ein anderes Wort fiir
"Folgenglied". Insbesondere: Wenn zwei Potenzreihen gleich sind, dann
sind alle ihre entsprechenden Koeffizienten gleich.

Definition (Summe zweier Potenzreihen): Wir definieren die Summe
a + b zweier Potenzreihen (d. h. Folgen) a = (ag,a1,4az,...) € ZN und
b = (bo, by, b, ...) € ZN als die Folge

(ag+ by, a1 + by, a0+ by,...) € zN.

(Das n-te Glied dieser Folge ist a,, + b, fiir jedes n € IN.)

Definition (Produkt zweier Potenzreihen): Wir definieren das Produkt
a - b zweier Potenzreihen (d. h. Folgen) a = (ag,a1,4az,..) € ZN und
b = (by, by, b, ...) € ZN als die Folge

(agbo, agb1 + a1bg, agby + a1b1 + axby, ...) € zN.

(Das n-te Glied dieser Folge ist Z axb,_ fir jedes n € IN.) Statt a-b

schreiben wir auch ab. Die Addltlon + und die Multiplikation - von
Potenzreihen (also Folgen in ZN) sind kommutativ, assoziativ und dis-
tributiv.

Wie gesagt, hat das Produkt von zwei Folgen in ZN nichts zu tun mit dem punk-
tweisen Produkt von Zahlenfunktionen. Es ist leicht zu sehen, dafs fiir die Addition
und die Multiplikation von Potenzreihen alle gidngigen Gesetze (die Assoziativge-
setze, die Distributivgesetze und die Kommutativgesetze) gelten.

Definition (Potenzreihen 0 und 1): Die durch 0 = (0,0,0, ...) definierte
Folge 0 € ZN erfiillt 0 +a = a+ 0 = a fiir jede Folge a € ZN, und
die durch 1 = (1,0,0,0,...) (alle Glieder bis auf das erste sind Null)
definierte Folge 1 € ZN erfiillt 1a = al = a fiir jede Folge a € ZN.

Wir werden ofters die Folge 0 = (0,0,0, ...) auch einfach mit 0 bezeich-
nen (ohne Fettdruck), und die Folge 1 = (1,0,0,0, ...) auch einfach mit 1
(ebenfalls ohne Fettdruck). Allgemeiner bezeichnen wir fiir jedes a € Z
die Potenzreihe (4,0,0,0, ...) (alle Glieder ab dem zweiten sind Null) mit
a.

Definition (Multiplikation einer Potenzreihe mit einer ganzen Zahl):
Ferner definieren wir fiir jede ganze Zahl A und jede Potenzreihe (d. h.
Folge) a = (ag,a1,4as,...) € ZN eine Potenzreihe A -a € ZN als die Folge

(/\610, Aaqy, Aao, ) € ZN.

Diese Folge wird auch als Aa bezeichnet.

Definition (Potenzreihe X): Wir bezeichnen ferner mit X € ZN die
Folge (0,1,0,0,0,...) (alle Glieder bis auf das zweite sind Null).
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Fiir jedes i € IN ist dann X! die Folge (O, 0,..,0,1,0,0,...), deren i-tes Glied 1 und
alle anderen Glieder 0 sind. (Dabei ist X' definiert als i-te Potenz von X beziiglich
der Multiplikation - von Folgen; das heifst, X' = X - X - ... - X.)

LA
i mal
Unser Ziel ist nun, die Folge (ag,a1,4az,...) € ZN in der Form Y. 4;X' schreiben
i=0
und damit rechnen zu diirfen. Dazu miissen wir klarmachen, was eine unendliche

oo . n .
Summe wie ) a;X' tiberhaupt bedeutet. Wir werden sie als Grenzwert lim ) 4, X’

deuten.

Doch dazu miissen wir erstmal den Begriff der Konvergenz einer Folge von Fol-
gen (!) einfiihren. Er hat eine gewisse Ahnlichkeit mit dem Begriff der Konvergenz
einer Folge von rationalen Zahlen: Wihrend die Konvergenz einer Folge von ratio-
nalen Zahlen zu einem Grenzwert anschaulich gesehen bedeutet, dafs diese Zahlen
"immer ndher" an den Grenzwert werden und beliebig nah an ihn herankommen,
bedeutet die Konvergenz einer Folge von Folgen zu einer Grenzfolge, dafs diese
Folgen "immer gleicher" zur Grenzfolge werden (also immer grofiere Anfangsab-
schnitte gleich werden) und "beliebig gleich" zu ihr werden. Formal gesehen ist die
Definition folgende:

Definition (Konvergenz einer Folge von Folgen/Potenzreihe zu einer
Folge/Potenzreihe): Sei M eine Menge. Man sagt, eine Folge (ag, a1, a2, ...) €

(M]N)IN von Folgen von Elementen von M konvergiere zu einer Folge
B € MN, wenn folgendes gilt:

Fiir jedes ¢ € IN gibt es ein N € IN, sodaf$ fiir jedes n € IN mit n > N gilt:
(Die Folgen B und a;, unterscheiden sich nicht vor ihrem g-ten Glied), d. h.
(fur jedes k € {0,1,...,.g — 1} ist das k-te Glied der Folge B gleich dem der Folge ;) .

In diesem Fall schreiben wir p = lgn «, und bezeichnen f als Grenzwert
n—oo

oder Grenzfolge der Folge («o, a1, a2, ...). Es ist leicht zu sehen, daf3 eine
konvergente Folge immer nur zu einem Grenzwert (und nicht etwa zu
zwei verschiedenen) konvergieren kann.

Wir wollen nun ein wichtiges Beispiel fiir eine konvergente Folge von Folgen
geben: Ist (ap,ay,az,...) € ZN eine Folge, dann konvergiert die Folge

((a0,0,0,0,0,0,...),
(a0,a1,0,0,0,0,...),
(ag,a1,a2,0,0,0,...),

(a0,a1,a2,a3,0,0,...),

.)€ (ZN>N

gegen (ag,ay,az,...) € ZN. Wir haben also (ag, a1, a2, ...) = 1i_r>n (ag, a1, .., a,0,0,0,0,...).
n—oo
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Wegen

n

(ao, a1, ...,a,,0,0,0,0,..) =Y (0,0,..,0,4;,0,0,...)

(.

i=0 die Folge, deren i-tes Glied 4; ist
und alle anderen Glieder 0

n
=Y a4 (00,.,0100,.) =) aXx
i=0

(N /

die Folge, deren i-tes Glied 1 ist
und alle anderen Glieder 0

n .
konnen wir dies als (ag,a1,a,...) = lim Y a;X' schreiben. Wenn wir jetzt noch
n—oo -
1=0

o0 n
die Abkiirzung ) p; fiir nlgn Y. pi (wobei p; € ZN fir jedes i € IN ist) einfiihren,
i=0 ®i=0

00 .

haben wir es geschafft: Wir erhalten (ag,a1,4p,...) = Y. 4;X'. Da wir den Sum-
i=0

mationsindex beliebig umbenennen diirfen, bedeutet dies auch (ag,aq,4az,...) =

o0 . 0] oo .

Y ;X! und (ag,a1,az,...) = Y a,X" und so weiter. Statt )} 4;X' schreibt man

j=0 n=0 i=0

auch Y 4;X' oder ag + a1 X + a,X? + ... (aber die Notation ag + a1 X + a2 X% + ..
ieN

sollte man vermeiden, wenn die Folgenglieder ay, a1, ay, ... kompliziert aussehen;

stattdessen ist in diesem Fall die Notation ¥ 2;X’ oder ¥ 4;X' vorzuziehen).
i=0 i€eIN
Wenn wir von Potenzreihen reden, wollen wir nach Moglichkeit immer die Nota-

w .
tion ) a;X' benutzen, und nicht die Notation (ag, 41,4y, ...). Der Grund ist, dafl die
i=0
oo .
Rechenregeln fiir Potenzreihen in der Notation ) a;X' wesentlich klarer sind als
=0
in der Notation (ag, a1, a3, ...). So haben wir das Produkt a - b zweier Potenzreihen
a = (ag,ay,az,...) € ZN und b = (b, by, by, ...) € ZN definiert als die Potenzreihe

(aobo, agby + a1bo, agha + ayby + azby, ...) € ZN,

n
deren n-tes Glied ) aib, _y ist fiir jedes n € IN. Diese Definition wirkt ein wenig

k=0
oo .
unanschaulich, aber in der ) a;X'-Notation bedeutet sie: Das Produkt a - b zweier
i=0
o0 . o0 . o0 n
Potenzreihena = Y 4; X' und b = Y} b; X" ist definiert als die Potenzreihe Y Y aib,_;X".
i=0 i=0 n=0k=0

Dies ist aber genau das Ergebnis, was wir erhalten, wenn wir (nach dem Distribu-
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tivgesetz) die Klammern aufldsen:

= <i (Zin) : (i bin) = i i aiXi : b]X] = i i aib]'XH_j
i=0 i=0 i=0j=0~"—"—"~—"" i=0j=0

:a,-b]-X”f

Mg

SR

(hier haben wir i + j durch n substituiert)

i=0n=i
——
o n
=Y X
n=0i=0
o N o N
n
Z Zalbn,iX” = Z 2 akbn—kX
n=0i=0 n=0k=0

(hier haben wir den Index i in k umbenannt) .

In der ¥ a;X'-Notation bekommt also das (recht seltsam definierte) Produkt zweier
i=0
Potenzreihen eine ganz natiirliche Erklarung: Man erhélt das Produkt a - b zweier

Potenzreihen a und b, indem man diese Potenzreihen a und b in der Form ¥ ;X!
i=0
bzw. ¥ b;X! darstellt, und im Produkt (Z al-Xi) . < Yy biXZ) (nach dem Distribu-
i=0 i=0 i=0
tivgesetz) die Klammern auflost.
Da die Potenzreihe Y 4;X! gleich der Folge (ag, a1, ay, ...) ist, sind die Koeffizien-
i=0
ten der Potenzreihe Y 4,X' einfach die Zahlen ag, a3, 4y, .... Somit gilt: Sind zwei
i=0

Potenzreihen Z 2; X' und Z b; X! einander gleich, dann gilt a; = b; fiir jedes i € IN
i=0 i=0
(denn wenn zwei Potenzreihen gleich sind, dann sind alle ihre entsprechenden

Koeffizienten gleich).

Eine Warnung fiir alle, die den Begriff der Potenzreihen aus der Funktionen-
theorie kennen: Unser Begriff von "Potenzreihen" ist in vielerlei Hinsicht dhnlich
zum Begriff "Potenzreihen (um den Punkt 0)" in der Funktionentheorie, und oft-
mals auch einfacher zu benutzen als letzterer (so mufs man sich um Konvergenz
der formalen Potenzreihen selber keine Gedanken machen, und auch die Konver-
genz von Folgen von formalen Potenzreihen ist meist viel einfacher zu zeigen als
Konvergenz von Folgen von holomorphen Funktionen in der Funktionentheorie).
Allerdings hat die Einfachheit einen Preis: So kann man eine formale Potenzreihe

nicht "um einen anderen Punkt" entwickeln (so wie man in der Funktionentheorie
(o]

z. B. die Exponentialfunktion z — expz = 2 nl auch um den Punkt 1 herum
. . . o (z+1)F .
entwickeln kann und die Funktion z — expz = } i erhilt), und auch eine
k=0 :

Potenzreihe nicht immer in eine andere Potenzreihe einsetzen (aber letzteres geht
zumindest, wenn der O-te Koeffizient der ersteren Potenzreihe gleich 0 ist - siehe
Satz 3.4a).
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3.2. Die binomische Formel und die
Vandermonde-Faltungsformel: Eine erste Anwendung von
Potenzreihen

Wozu nun das Ganze? Man stellt fest, dafs man mit Potenzreihen auf elegante

Weise rechnen kann, und die enstandenen Ergebnisse wieder potenzreihenfrei um-

formulieren und gut benutzen kann. Hier ein Beispiel, das uns spéater noch niitzlich
sein wird:

Satz 3.1 (die binomische Formel): Fiir jedes n € Z ist die Potenzreihe

(1+ X)" gleich f (n) Xk,
k=0 \k

Hierzu sind ein paar erkldrende Worte angesagt:

1) Viele kennen den Binomialkoeffizienten Z nur firn € Nundk € {0,1, ..., n}

n) ; in diesem Fall

(dies ist auch der gebrdauchlichste Fall fiir die Verwendung von ( P

ist (Z) ndmlich die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen einer gegebenen n-

Z genauso fiir beliebige ganze, rationale,
reelle oder sogar komplexe Zahlen n und k € Z definieren: ndmlich folgender-
mafien:

elementigen Menge). Doch man kann

Definition (Binomialkoeffizient (Z) mit 1 beliebig und k € Z): Wir

n

k> durch

definieren den sogenannten Binomialkoeffizienten <

, wenn k > 0;

(n) n-(m—1)-..-(n—k+1)
= k!
k 0, wenn k <0

fir alle n € Z (oder n € Q, oder n € R, oder n € C) und k € Z.

k
<n) + (k " > fir alle n € Z (oder n € Q, etc.) und k € Z gilt (der

1
Diese Definition sorgt dafiir, daff die Rekursionsgleichung (n T > =

k —1
Beweis ist sehr leicht).

n
k

Literatur vorkommt, und manche benutzen Definitionen, die zu anderen Werten fiihren! (Und

Z) fir k > 0 sind

35 Warnung: Diese Definition von ) fir n € Z und k € Z ist nicht die einzige, die in der

. . n .. . .
zwar sind die Werte von ( > fur negatives k kontrovers. Die Werte von (

k

unumstritten - jeder, der den Binomialkoeffizienten Z fur n € Z und k > 0 tiberhaupt
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Es sei angemerkt, daf3 (n

k) € Z fur alle n € Z und k € Z gibt (mit obiger

n
Definition von ( P

2) Was bedeutet der Ausdruck (1+ X)" fiir n € Z ? Fiir n > 0 ist dies klar.
Fir n < 0 ist dieser Ausdruck nur dann sinnvoll, wenn die Potenzreihe 1 + X
ein multiplikatives Inverses hat. Aber es stellt sich fest: Ja, die Potenzreihe 1 4 X
hat ein multiplikatives Inverses, namlich die Potenzreihe 1 — X + X? — X3 + ... =
Y (—1)* X*. Denn
k=0

)). Dies werden wir weiter unten (Satz 3.3 (c)) beweisen.

A+X)- (1-Xx+X-x+..)
_ (1—X+X2—X3+...>+X-(1—X+X2—X3+...)
_ (1—X+X2—X3+...)+(X—X2+X3—X4+...) =1,

weil sich alle Terme bis auf 1 gegenseitig wegkﬁrzer’m
Natiirlich ist Satz 3.1 fiir n > 0 einfach nur die altbekannte binomische Formel,

denn E " xk = i " Xk (weil ) = 0 far alle k > n). Interessant ist fiir
k—o \k —o \ k k

uns eher der Fall n < 0, in dem Y, (Z) X* eine echte unendliche Potenzreihe ist.
k=0
Nun zum Beweis von Satz 3.1: Wir zeigen erstmal, daf3 fiir jedes n € Z gilt:

i (nzl)X" = (1+X)- (i (Z)Xk> . (24)

k=0 k=0

n—1)-..-(n—k+1)
k!
Autoren als 0 festgelegt; manche ziehen andere Werte vor (die dann allerdings zur Folge haben,

dafs (n ;{L 1) = (Z) + (k i 1) nicht mehr immer gilt!). Unsere Konvention ((Z) = 0 fur

k < n) hat meines Erachtens die meisten Vorteile, und sie wird auch von Knuth in [13] und von
Wilf in [8] benutzt.)

36Formaler ausgedriickt sieht dieser Beweis folgendermafien aus:

definiert, definiert ihn als n . Aber fur k < 0 wird Z nicht von allen

(1+X)- i (—1)F xk = i (-1 xk+ X i (—1)F xk = i (—1)F xk + i (—1)F xk+1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

|
e

(_1)k Xk—l— i (_1)k71 Xk
k=1

T
[}

(hier haben wir in der zweiten Summe k durch k — 1 substituiert)

1)k xk S 1k 0T x0 ) — (3 1)k S ()T xR ) (_q)0-1 X0
()+<k§)() (1) ><k§()+k§() )(_\)/1_/\:1,

|
[7e

k=0

|
agh

(DX (D) xF) = (1) =0+ 1=1.

T
(e}

= ((_1)k+(—1)k*1)xk:oxk:o
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In der Tat ist

o0 (£ (1)) - £ (e £ ()
L (e (= (e o ()

(hier haben wir k — 1 fiir k in der zweiten Summe substituiert)

“L()Re ()

( hier haben wir die zweite Summe um den Summanden fiir k = 0 )
0)

n
erweitert, was nichts dndert, da dieser Summand 0 ist (denn < 0 1) =

B ()0
1)

0o 4 0\ v« 0 1, wenn k =
Ausund (1+ X) —1—k 0<k)X (denn ¢ 0 wennk;«éO ) folgt

") X fiir alle n > 0 per Induktion nach 7, und (1 + X)"

018

nun (1+ X)" =
k=0 \k

oo

Y (Z) Xk fiir alle n < 0 per "Riickwartsinduktion" nach n (also Schritt von n +
k=0
1 auf n, statt wie in der gewohnlichen Induktion von n auf n +1). Somit ist

1+ X)" = Z ( )Xk fur alle n € Z bewiesen, und Satz 3.1 ist gezeigt.
Eine Bemerkung am Rande: Oft definiert man auch gebrochene oder gar kom-
plexe Potenzen von 1+ X, indem man (1 + X)" = Z ( )Xk fiir gebrochene bzw.

komplexe n setzt. Solche Potenzen haben, wenn man tiir X eine reelle Zahl ein-
setzt, nicht unbedingt ihren Sinn, aber als Potenzreihen kann man sie problemlos
definieren.

Wir wollen nun als Beispiel dafiir, wie niitzlich Potenzreihen sein kénnen, die
sogenannte Vandermonde-Faltungsformel beweisen (eine bekannte Formel aus der
Kombinatorik). Diese Formel ist nicht notwendig fiir unsere weiteren Pldne; de-
shalb kann der Leser auch gleich zum Anfang von Abschnitt 3.3 springen.

Hier ist also die Formel:

Satz 3.2 (die Vandermonde-Faltungsformel): Fiir beliebige a € Z, b ¢

Z und n € Z ist
a+b _i a b
n _k:0 k)\n—k)’

n
(Die Summe Y ist fiir n < 0 einfach als die leere Summe zu verstehen, und die
k=0
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b
leere Summe hat per definitionem den Wert 0, was sich nattirlich mit (a : ) =0
fiir n < 0 deckt.)

Beweis von Satz 3.2: Nach Satz 3.1 ist (1+X)* = Y. <Z> Xk =y (”Z) X und
k=0 i=0

analog (1 + X)b = OXO‘, (ZZ) X, Also ist
i=0

(1+X)“(1+X)b:g(‘;)xf.g(?)xf:’gé (i) (nﬁk>xn

(nach der Rechenregel fiir das Produkt zweier Potenzreihen). Andererseits ist

A+X)"1+X)'=01+x)"" =Y (” ;{L b) x* (nach Satz 3.1)
k=0

. (a+b\,,
_n;)( } )X

LG =500

n=0

Somit ist

Doch wenn zwei Potenzreihen gleich sind, sind alle ihre entsprenden Koeffizienten
gleich; somit folgt hieraus

n
2(”)( ’ ):(Hb) fiir alle n € N.
= \k/ \n—k n

N : o (a b a+b N :
Doch auch fiir negative ganze n gilt ) )\ x) =1, (denn fiir negative
k=0 -

ganze n ist (a :; b) = 0 und i (i) (n b k) = (leere Summe) = 0). Somit ist
k=0 o

n
Z (a)( b ) = (a+b> fir allen € Z.
= k) \n—k n

Damit ist Satz 3.2 bewiesen.
Nun konnte sich ein kritischer Leser fragen, was wir eigentlich gewonnen haben,

indem wir Binomialkoeffizienten Z mit negativem (oder gar rationalem oder
reellem) n eingefiihrt und mithilfe von Potenzreihen Satz 3.2 gezeigt haben. Denn
n) mit n € N und k €

k
{0,1,...,n}) benotigt man fiir den Beweis von Satz 3.2 keine Potenzreihen (man

tir die "gewohnlichen" Binomialkoeffizienten (also (

kann in diesem Fall namlich (14 X)* und (1 + X)” genauso gut als Polynome auf-
fassen, weil a2 und b natiirliche Zahlen sind). Die Benutzung von Potenzreihen war
also nur in dem Fall notwendig, wenn die Binomialkoeffizienten nicht "gewo6hnlich"
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sind, also a < 0 oder b < 0 ist. Aber warum interessieren uns solche Binomialkoef-
tizienten?

Wie sich herausstellt, gibt es dafiir einen guten Grund: Solche Binomialkoef-
fizienten sagen einiges aus iiber die "gewohnlichen" Binomialkoeffizienten. Denn
es gilt:

Satz 3.3 (Obere Negation): (a) Fiir n € Z (oder n € Q, oder n € R, oder
n € C - je nachdem, was man will) und k € IN gilt stets

<—kn) _ 1) <n+ll§—1>_ 5)

(b) Fiir jedes 1 € Z und jedes k € N ist (’Z) €Z.
(c) Fiir jedes n € Z und jedes k € Z ist (Z) €.

Beweis von Satz 3.3: (a) Nach der Definition von Binomialkoeffizienten ist

() { () (=) =D () —k D)

k - k! und

0, wenn k <0

, wenn k > 0;
k!
k 0, wenn k <0

<n+k_1) { m+k—1)-(n+k—=1)=1)-..-(n+k—=1)—k+1)

Um (25) zu beweisen, miissen wir somit nur noch zeigen, daf3

(=n) - ((=n) =1) - .- ((=n) =k +1)
= (-0 (n+k=1)- (n+k=1)=1)- .- (n+k—=1)—k+1))

gilt, wenn k > 0 ist. Doch dies ist klar, denn

(=n)-((=n) =1) .- ((=n) —k+1)
= (=D (n-(n4+1)- .- (n+k—1))
= (—1)*. ((n+k—1)~(n+k—2)~...-n)
= (- (n+k=1) - (n+k=1)=1)- .- (n+k—1) —k+1)).

Damit ist bewiesen, also Satz 3.3 (a) gezeigt.
(b) Wir wollen zwei Fille unterscheiden: den Fall n > 0 und den Fall n < 0.
Im Falle von nn > 0 ist

(n) = (Anzahl aller k-elementigen Teilmenge einer vorgegebenen n-elementigen Menge)

k
€z,
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und im Falle von n < 0 ist
n
k
(denn setzen wir v = —n + k — 1, dann ist v > 0 und damit
—-n+k—1
k
v
k

= (Anzahl aller k-elementigen Teilmenge einer vorgegebenen v-elementigen Menge)
cZ

(—1)k (—n +kk B 1) (nach Satz 3.3 (a), angewandt auf — n statt n)
cZ

). In beiden moglichen Fallen ist also <Z) € Z. Daher muss (Z) € Z immer
gelten. Damit ist Satz 3.3 (b) gezeigt.

(c) Wir wollen zwei Fille unterscheiden: den Fall k > 0 und den Fall k < 0.
Im Falle von k > 0 folgt i

P € Z aus Satz 3.3 (b) (denn k > 0 und k € Z fiihren
zusammen zu k € IN).

Im Falle von k < 0 folgt (Z) € Z aus (Z
von (Z) ist (Z) = 0 fur alle k < 0).

In beiden moglichen Féllen ist also (Z) € Z. Daher muss k € Z immer

gelten. Damit ist Satz 3.3 (c¢) gezeigt, und der Beweis von Satz 3.3 ist vollstandig.
Mithilfe von Satz 3.3 (a) konnen wir Satz 3.2 ein wenig mutieren:

) = 0 (denn nach unserer Definition

Folgerung 3.4 (die zweimal negierte Vandermonde-Faltungsformel):
Fiir beliebige a € Z,b € Z und n € Z ist

<(a+b)n+n—1) Z (a+:—1> <b+(n—k)—1).

= n—k

Beweis von Folgerung 3.4: Wenden wir Satz 3.2 auf —a und —b statt 2 bzw. b an,
so erhalten wir

((—a) : (—b)> ké) (—ka) (n—_bk) 26)

Doch nach Satz 3.3 (a) gilt _
((—a) + (—b)) _ (— (a+ b)) (1) <(a +b)+n— 1)}
(—ka) _ (_1)k <a+l;—1)’_
() ),
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Setzen wir dies in ein, und kiirzen wir (—1)" heraus, erhalten wir die Behaup-
tung von Folgerung 3.4.

Nun betrachten wir Folgerung 3.4 genauer: Wenn a und b natiirliche Zahlen
sind, dann sind die Binomialkoeffizienten in Folgerung 3.4 ganz gewohnliche Bi-

-1
nomialkoeffizienten (aufer gelegentlich auftretenden 0 )= 1im Falle vona = 0

oder b = 0), und wir haben damit eine Identitdt zwischen gewohnlichen Binomi-
alkoeffizienten bewiesen, aber im Beweis "ungewohnliche" Binomialkoeffizienten

. —a . .. . ..
wie < P ) und Potenzreihen verwendet. Dies ist ein starkes Argument dafiir, dafs

die Ausdehnung des Begriffs der Binomialkoeffizienten (Z) auf negative k sowie

der Begriff einer Potenzreihe keine Irrwege sind.
Man kann tibrigens Satz 3.2 auch etwas anders variieren, indem man nur 4 durch
—a ersetzt (aber b unverandert 14fst).

3.3. Einsetzung von Potenzreihen ineinander

Wir fithren nun eine simple Notation ein:

Definition (Potenzreihe lower a): Ist a eine Potenzreihe, dann definieren
wir eine neue Potenzreihe lower a folgendermafien: Wir schreiben a in

m .
der Form a = ) 4;X' mit ganzen Zahlen ay, a1, a3, .... Dann bezeichnen
i=0
m .
wir mit lower a die Potenzreihe Y a;X'~1.
i=1

Wir haben dann
1= =1 1= 1=

o o
a—ay = Zain = XY ;X1 = Xlowera.
i=1 i=1
A/—/
=lowera

Da ay der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a ist, 1463t sich dies umschreiben als
a — (der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a) = X lower a. (27)

Insbesondere folgt hieraus 2 = X lower a4, wenn der 0-te Koeffizient der Potenzreihe
a gleich 0 ist.

Das folgende einfache Resultat tiber Potenzreihen wird oft (teilweise stillschweigend)
gebraucht:

Satz 3.4a (Satz vom Einsetzen von Potenzreihen): Sei P eine Poten-
zreihe, deren O-ter Koeffizient gleich 0 ist.
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(@) Sei b = Y b; X' eine weitere Potenzreihe. Dann konvergiert die Folge
i=0

n .
< biPl) gegen eine Potenzreihe.
i=0 nelN

1

e .
Diese Potenzreihe bezeichnet man mit b o P oder mit Y_ b;P’; man nennt
i=0
sie auch die Einsetzung von P in b, oder die Auswertung von P an b.
(Anschaulich gesprochen ist diese Potenzreihe b o P das, was man er-
hilt, wenn man die Potenzreihe P an Stelle von X in die Potenzreihe
b einsetzt. Satz 3.4a (a) besagt also, dafs man eine Potenzreihe, deren
0-ter Koeffizient gleich 0 ist - so eine Potenzreihe ist in unserem Fall P
- in eine Potenzreihe einsetzen darf. Aber man sollte nicht vergessen,
dafl man sonst im Allgemeinen nichts - nicht einmal Zahlen! - in eine
Potenzreihe einsetzen darf.)

(b) Sei P eine Potenzreihe, deren O-ter Koeffizient gleich 0 ist. Seien
b und c zwei weitere Potenzreihen. Dann ist — (boP) = (—b)o P,
(b+c)oP=boP+coPund (bc)oP = (boP)(coP).

Beweis von Satz 3.4a: Da P eine Potenzreihe ist, deren O-ter Koeffizient gleich 0
ist, gilt P = X lower P (wegen (27)).
(a) Sei Q die Potenzreihe, deren k-ter Koeffizient gleich dem k-ten Koeffizienten
k .
der Potenzreihe ) b;P' fiir jedes k € IN ist. Wir wollen dann zeigen, dafd die Folge
i=0

n .
< Y biPl) gegen die Potenzreihe Q konvergiert. Dazu miissen wir beweisen,
i=0 N

daf3 folgenréies gilt:

Fiir jedes ¢ € IN gibt es ein N € N, sodaf3 fiir jedes n € IN mit n > N gilt:

n .
<Die Folgen Q und ) _ b;P' unterscheiden sich nicht vor ihrem g-ten Glied) , d. h.
i=0
fir jedes k € {0,1, ..., — 1} ist das k-te Glied
der Folge Q gleich dem der Folge i b;P'
i=0

Da wir "Potenzreihe" statt "Folge" und "Koeffizient" statt "Glied" sagen, bedeutet
diese Bedingung also:

Fiir jedes ¢ € IN gibt es ein N € IN, sodaf3 fiir jedes n € IN mit n > N gilt:

n ,
Die Potenzreihen Q und Y b;P' unterscheiden sich i h
i=0 , d. n.

nicht vor ihrem g-ten Koeffizienten
fur jedes k € {0,1, ..., — 1} ist der k-te Koeffizient der Potenzreihe Q

n .
gleich dem der Potenzreihe Y b;P’
i=0
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Und in der Tat ist diese Bedingung erfiillt, ndmlich (zum Beispiel) fiir N = g, denn
tir N = g gilt: Fiir jedes n € IN mit n > N (also n > g, weil ja N = g ist) und jedes
ke {0,1,..,g—1}ist

(der k-te Koeffizient der Potenzreihe Q)

k .
= (der k-te Koeffizient der Potenzreihe Z biP1> (nach der Definition von Q)
i=0

n .
= <der k-te Koeffizient der Potenzreihe Z biP1>
i=0

n .
— (der k-te Koeffizient der Potenzreihe Z biPZ>
i=k+1

k ] n ) n )
(denn wegenk < g=N<nist ) bP' =) bP'— ) b,-P1>
i=0 i—0 i=k-+1

n
= <der k-te Koeffizient der Potenzreihe Z biP1>
i=0

(weil

n
(der k-te Koeffizient der Potenzreihe Z b,-P’)
i=k+1
n ) n
= Z b; (der k-te Koeffizient der Potenzreihe Pl> = E b0=0
i=k+1 ™ - o i=kt1
=0, denn Pi=(X lower P)'=Xi(lower P)' und i>k

gilt). Damit ist Satz 3.4a (a) bewiesen.

(b) Die Gleichungen — (bo P) = (—b)oPund (b+c)oP = bo P+ co P sind sehr
leicht zu zeigen. Um (bc) o P = (bo P) (c o P) zu beweisen, miissen wir genauer
mit Grenzwerten arbeiten; wir iiberlassen den Beweis dem Lesef’| Wir werden
die Aussage von Satz 3.4a (b) nicht zum Beweis von B <= D gebrauchen; daher
belasse ich es hierbei.

3.4. Rationale Potenzreihen und Ableitung

Nach diesen Fingeriibungen im Arbeiten mit Potenzreihen wollen wir nun ein
paar weitere Definitionen geben, die uns den Weg zum alternativen Beweis von

[es] . oo .
3’Hinweis: wenn man b in der Form b = Y. b;X* und ¢ in der Form ¢ = ¥_ ¢; X! schreibt, dann ist
i=0 i=0

(£ (5)o-(E2) ) (57)

fiir jedes n € IN. Jetzt muss man sich tiberlegen, dafs fiir n — co die linke Seite dieser Gleichung
gegen (bc) o P und die rechte gegen (bo P) (co P) strebt. Fiir die linke ist dies trivial; fiir die
rechte muss man ein wenig nachdenken.

44



B <= D ebnen. Zuerst wollen wir unsere Theorie von ganzzahligen Potenzrei-
hen (d. h. von Folgen, deren Glieder ganze Zahlen sind) auf sogenannte rationale
Potenzreihen ausdehnen:

Definition (rationale Potenzreihe): Wir haben bislang iiber ganzzahlige
Potenzreihen geredet; dies sind Folgen, deren Glieder ganze Zahlen
sind. Wir kénnen genauso rationale Potenzreihen definieren als Folgen,
deren Glieder rationale Zahlen sind. Wir definieren fiir rationale Poten-
zreihen genau die gleichen Notationen wie fiir ganzzahlige Potenzrei-
hen; insbesondere schreiben wir eine rationale Potenzreihe (ag, a1, 4y, ...) €

QN auch als unendliche Summe Y a;X'. Die Menge ZN der ganz-
i=0

zahligen Potenzreihen ist eine Teilmenge der Menge QN der rationalen

Potenzreihen.

Wenn wir im Folgenden von einer "Potenzreihe" sprechen, meinen wir
eine rationale Potenzreihe (aufler, wir sagen extra dazu, dafd wir eine
ganzzahlige Potenzreihe wollen!).

Nun definieren wir die sogenannte Ableitung einer Potenzreihe. Obwohl dieser
Begriff sehr dhnlich zum Begriff der Ableitung einer Funktion in der Analysis ist (er
ist an diesen Begriff angelehnt - siehe Anmerkung 1) nach der Definition), benoti-
gen wir fiir seine Definition tiberhaupt keine Analysis (keine Grenzwerte, keine
Differenzierbarkeits-Bedingungen, etc.

oo .
Definition (Ableitung einer Potenzreihe): Sei 2 = ) 4;X' eine ganz-
i=0
zahlige oder rationale Potenzreihe. Dann definieren wir eine neue ganz-
zahlige bzw. rationale (je nachdem, ob a ganzzahlig oder rational war)
()

Potenzreihe a’ durch @’ = ¥ (i +1)a;,1X". Statt a’ nennt man diese
i=0
d
Pot ihe oft auch —a.
otenzreihe oft auch ——
d x® . : :
Diese Potenzreihe a' = Xt = Y. (i+1)a; 1 X" nennt man oft die
i=0

Ableitung (oder formale Ableitung) der Potenzreihe a nach X.

Anmerkungen: 1) Der Begriff "Ableitung" kommt hier natiirlich daher, daf§ man
in der Funktionentheorie die Ableitung einer Funktion, die durch eine Potenzreihe
Y ax! gegeben ist, nach der Formel ) (i+1) a;,1x" berechnen kann; doch wir

=0 i=0
brauchen uns nicht um die Funktionentheorie zu kiimmern, um mit Ableitun-

gen formaler Potenzreihen zu arbeiten. Historisch war es so, dafs der Begriff
der Ableitung einer Funktion (von R nach R, oder von C nach C) zuerst erfun-
den wurde, und dann der Begriff der Ableitung einer formalen Potenzreihe "nach

3Bweshalb dieser Begriff auch formale Ableitung genannt wird, um hervorzuheben, da8 er rein formal
durch Manipulation der Potenzreihe definiert wird und nicht (wie der Ableitungsbegriff in der
Analysis) durch Grenzwerte
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seinem Abbild" erschaffen wurde, indem einfach die Formel Y (i +1)a;,(x' als
i=0
die Definition genommen wurde. Ableiten von Potenzreihen ist aber viel einfacher
als Ableiten von Funktionen: Wir brauchen uns nicht um Differenzierbarkeit zu
kiimmern.
2) Die Ableitung von Potenzreihen erfiillt die gleichen Rechenregeln wie die

Ableitung von Funktionen: Fiir jede Potenzreihe P und jedes A € Q gilt % (AP) =

d d
Ad—XP. Fiir jedes A € Q gilt d—X/\ = 0 (wobei wir hier A als "konstante Potenzreihe"

betrachten, d. h. als Folge (A,0,0,0,...), in der alle Folgenglieder bis auf das nullte
gleich 0 sind). Fiir je zwei Potenzreihen P und Q gilt

d d d
7% (P+Q) = d_XP + d_XQ und (28)
d d d
i 70 = (557) -0+ P (550). 29)
Durch mehrfache Anwendung von erhalten wir
d 5\ _pi-1 [ 4
X (P ) =P (dxp) (30)

tiir jede Potenzreihe P und jedes i € IN ..

3.5. Der natiirliche Logarithmus einer rationalen Potenzreihe

Nun eine weitere Definition:

Definition (natiirlicher Logarithmus einer rationalen Potenzreihe): Fiir
jede rationale Potenzreihe a, deren 0-ter Koeffizient gleich 1 ist, definieren
wir eine neue rationale Potenzreihe Ina durch

Ina=— Z —( , ) .
i=1 !
Diese neue Potenzreihe Ina heifst der natiirliche Logarithmus der Poten-
zreihe a.
Hierzu sind einige Bemerkungen notig:

o (1 — l n (1 — i
1) Die unendliche Summe Y % ist definiert als li_r>n Yy ( 1 a)
i=1 =00 =1

. Dabei

n (1 — i
nutzen wir aus, daf3 die Folge (2 %) konvergiert, was aus Satz 3.4a
i=1
n€N

[e's) Xi
(a) (angewandt auf die Potenzreihen P =1 —-aund b = }, T) folg weil der
i=1

¥Strenggenommen miissten wir in Satz 3.4a (a) iiberall i = 0 durch i = 1 und "Potenzreihe" durch
"rationale Potenzreihe" ersetzen, um Satz 3.4a (a) auf unsere Situation anzuwenden, doch auch
mit diesen Anderungen l4fit sich der Beweis von Satz 3.4a (a) genauso durchfiihren wie oben.
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0-te Koeffizient der Potenzreihe 1 — a gleich 0 ist (denn der 0-te Koeffizient der
Potenzreihe a ist 1).

2) Fiir jede rationale Potenzreihe a, deren 0O-ter Koeffizient gleich 1 ist, haben
wir nun eine neue rationale Potenzreihe Ina definiert. Es sollte jedoch darauf
hingewiesen werden, daf fiir eine ganzzahlige Potenzreihe a die Potenzreihe Ina
nicht notwendigerweise ganzzahlig sein muss.

3) Oftmals wird auch loga statt Ina geschrieben.

4) Man sieht sofort ein, dafs In1 = 0 ist.

5) Die Bezeichnung In ist an die Analysis angelehnt, wo der ganzzahlige Loga-

00 _ 1
rithmus In die Potenzreihendarstellung Inx = — ) g in der Ndhe von x =1
i=1
hat (diese Darstellung ist besser bekannt in der Form In(1 —x) = — ¥ xT in der
i=1

Né&he von x = 0). Wie immer, brauchen wir uns aber im Falle formaler Potenzrei-
hen keine Gedanken dariiber zu machen, wo eine solche Potenzreihe konvergiert.

In der Analysis ist der Logarithmus dafiir bekannt, Produkte in Summen umzuwan-
deln: In (ab) = Ina + In b, soweit Ina und In b definiert sind. Auch unser "formaler"
Logarithmus In von Potenzreihen hat diese Eigenschaft:

Satz 3.5: (a) Sind a2 und b zwei Potenzreihen, deren 0-te Koeffizienen
gleich 1 sind, dann ist In (ab) = Ina + Inb.

(b) Fiir jedes d € IN sei a (d) eine Potenzreihe, deren 0O-ter Koeffizient

n
1 ist. Angenommen, die Folge (1_[ a (d)> konvergiert. Dann ist
d=1

nelN
InJTa(d) = ¥ Ina(d), wobei wir mit [] a(d) den Grenzwert der
d=1 d=1 d=1

Folge (]_n[ a (d)) bezeichnen.
d=1 nelN

Diesen Satz direkt zu beweisen ist gar nicht so einfach (es geht aber). Wir werden
ihn durch einen Trick beweisen, indem wir zuerst einen Hilfssatz (den wir sowieso
spéter noch einmal brauchen werden) zeigen:

Satz 3.6 (der Satz von der logarithmischen Ableitung): Sei a eine ratio-
nale Potenzreihe, deren O-ter Koeffizient gleich 1 ist. Dann gibt es eine
rationale Potenzreihe b, die b - a = 1 erfiillt. Wir bezeichnen diese Poten-
zreihe b mit a~! (weil sie ja das multiplikative Inverse der Potenzreihe a
ist). Der 0-te Koeffizient dieser Potenzreihe a~! ist 1.

Ferner gilt A (Ina) =at- ia. Wenn die Potenzreihe a ganzzahlig
dX X p
ist, dann sind auch die Potenzreihen a~! und X (Ina) ganzzahlig.

Dies ist besonders interessant, weil nicht fiir jede ganzzahlige Potenzreihe 4,
deren O-ter Koeffizient gleich 1 ist, auch die Potenzreihe Ina ganzzahlig ist - aber
(nach Satz 3.6) ihre Ableitung doch.
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Beweis von Satz 3.6: Zuerst beweisen wir, daf3 es eine rationale Potenzreihe b gibt,
die b - a = 1 erfiillt, Und zwar konstruieren wir eine solche Potenzreihe direkt: Die

n .
Folge (.z (1- a)1> konvergiert (dies folgt auf Satz 3.4a (a), angewandt auf die

i=0 neN
Potenzreihen P =1—aund b = 'io Xi weil der 0-te Koeffizient der Potenzreihe
=
1—agleich0 is. Dabher ist die unendliche Summe iogolo (1—a)' = nlgrolo ié (1—a)
wohldefiniert. Nun definieren wir die Potenzreihe b durch b = i (1-— a)i. Dann
ist b eine rationale Potenzreihe, und erfiillt i
b-(1—a)= i(1—a)"-(1—a) = ia—ay’“ = i(l—a)i
i=0 i=0 i=1

(hier haben wir i 4+ 1 in der Summe durch i substituiert)

=Y (1-a))-1-a)’=b-1,
i=0 N
N———r =1
=b

alsol=b—b-(1—a)=0b-(1—(1—a)) =>b-a. Wir haben also die Existenz einer
rationalen Potenzreihe b, die b - 2 = 1 erfiillt, bewiesen. Und wir wissen jetzt auch,
wie man diese Potenzreihe b findet: b = ) (1 — a)i. Da wir diese Potenzreihe b
i=0
mit a~! bezeichnen, haben wir also a~! = ¥ (1 —a)".
i=0
Der 0-te Koeffizient dieser Potenzreihe a~! ist 1 (denn unter Verwendung der
weiter oben definierten Potenzreihe lower a gilt

a ! = Y (1- a) = Y (—X- lowera)’
i=0 i=0
denn au folgt a — 1 = Xlowera (da der 0-te Koeffizient
der Potenzreihe a gleich 1 ist), also 1 —a = —X - lowera

(—lowera)' X'

I
2

1

0

40Strenggenommen miissten wir in Satz 3.4a (a) tiberall "Potenzreihe" durch "rationale Potenzreihe"
ersetzen, um Satz 3.4a (a) auf unsere Situation anzuwenden, doch auch mit diesen Anderungen
1a63t sich der Beweis von Satz 3.4a (a) genauso durchfiihren wie oben.

41denn der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a ist 1
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und damit

(der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a_1>

= (der 0-te Koeffizient der Potenzreihe ) (— lower a) X'
i=0

= ) | der O-te Koeffizient der Potenzreihe (— lower a) X | =1

N
dieser Koeffizient ist 1, wenn i=0 ist,
und sonst ist er immer 0

d d
Nun wollen wir zeigen, daf3 X (Ina) =a!. X" ist. Dazu rechnen wir:

SIS
—~~
—
]
AN
N—

i
(1-a) > (nach der Definition von Ina)

I
[QU
| =
T
e

—
—_ =
]
X
N—

z (nach (28), auf unendliche Summen iibertragen)

(=)

N
I
—_

I
|
™~
| = &.|

| =~

I
e

i=1
d d .. . : :
(derm % (AP) = Ad—XP fir jedes A € Q und jede Potenzreihe P)

. v L. i—1 d
=L 7 (1—a) ﬁ(l—a)

=1~~~ ~

iod
“ax'ax" ax”

denn (30) (angewandt auf P = 1 — a) ergibt
d N g el [d o
d—X<(1—a)>—z(1 a) (qu a))

= i d - 1 d d
=—Z(1—a)11-<——a) Z(l—a R :Z
i=1 dX i=1 X i—0 dX
1
El=
(hier haben wir i fiir i — 1 in der Summe substituiert)
d
pr— 71 e
=a o

SchlieSlich wollen wir zeigen, daf3 fiir jede ganzzahlige Potenzreihe a auch die

d
Potenzreihen a1 und — (ln a) ganzzahlig sind. Doch dies ist klar: Denn a1 =

ax
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Y (1- a) = nlgn Z (1-— a) ist ganzzahlig (als Grenzwert einer Folge ganzzahliger
i=0 =0

-1

Potenzreihen), und % (Ina) = a- %a ist ebenfalls ganzzahlig (als Produkt

ganzzahliger Potenzreihen). Somit ist der Beweis von Satz 3.6 vollstandig.
Aus Satz 3.6 konnen wir nun Satz 3.5 schnell mithilfe von folgendem Lemma
folgern:

Satz 3.7 (Ableitungskriterium): Seien u = Y ;X' und v = ¥ v; X’
i=0 i=0

d
zwei rationale Potenzreihen. Wenn 1y = vy und Ku = ﬁv gilt, dann

istu = v.

Beweis von Satz 3.7: Wegen u = Y u; X' ist %u = Y (i+1)u;1 X, und ana-
i=0 i=0

oo : d d
= Y (i+1)v;1X". Somit wird —u = —v zu Z (i+1)u Xt =
i=0 =

log 7% iX iX

Y (i+1)v;11X". Wenn zwei Potenzreihen gleich sind, sind jeweils entsprechende
i=0

Koeffizienten gleich; also folgt hieraus (i +1)u;;1 = (i+ 1) v;4q flr jedes i € IN.
Wegen i +1 > 0 ergibt dies u; 1 = v, fiir jedes i € IN. Das heifit, u; = v; fiir jedes
j € Nt =IN\ {0}. Aber auch fiir j = 0 mufl u; = v; gelten (da ug = vg). Also ist
uj = v; fiir jedes j € N. Folglichistu = ¥ u; X' = Y v;X' = v, und Satz 3.7 ist

i:O\:;./ i=0
bewiesen.
Schliefilich noch eine Trivialitat:

Satz 3.8: Fiir jede rationale Potenzreihe a, deren O-ter Koeffizient gleich
1 ist, ist der 0-te Koeffizient der Potenzreihe Ina gleich 0.

Beweis von Satz 3.8: Wie wir weiter oben gesehen haben, ist 1 —a = —X - lowera.
Laut der Definition von Ina ist nun

1— = (—X-1
Ina = Z a-a Z owera) (dal—a=—X-lowera)
i=1 i=1
lower a)’ X! _x
i=1 i i=1

(]

i — lowera)’ X1
i

Es ist somit klar, daff der O-te Koeffizient der Potenzreihe Ina gleich 0 ist (denn

—lowera)' X'

firjedesi € {1,2,3,...} ist ( eine Potenzreihe, deren O-ter Koeffizient

all dieser Potenzreihen

© (—1 ¢

gleich 0 ist, und somit hat die Summe }, ( OW?M)
i=1

ebenfalls diese Eigenschaft). Damit ist Satz 3.8 bewiesen.
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Nun konnen wir den Beweis von Satz 3.5 (a) durchfithren: Bezeichnen wir mit u
die Potenzreihe In (ab), und mit v die Potenzreihe Ina + Inb. Wir haben dann

diXu = di( (In (ab)) = (ab) d ( (nach Satz 3.5)

=) ((xe) ore ( ))
<denn - (ab):( ) (

= (ab)~"- (d”; ) b+ (ab)~ (ix>

) nach (@9 .)

b —a—i—(ab) a- ib
~—

><|§~

ax
_p-1
d d d d
_ -1 % 1. %y = -
= fl an + b de e (1na)—|—dX (Inb)
A
“axm o =ax
(nach Satz 3.5)  (nach Satz 3.5)
d
= 7% (hna +In b) (nach (28))
=0
_a
- dX

Andererseits gilt ug = vg, wenn wir die Potenzreihe u in der Form ) u; X! und die
i=0
Potenzreihe v in der Form Y v;X! schreiben*’, Laut Satz 3.7 folgt hieraus u = v,
i=0
also In (ab) = Ina + In b, womit Satz 3.5 (a) endlich bewiesen ist.

Satz 3.5 (b) folgt aus Satz 3.5 (a) durch Induktion und Grenziibergang (weil In
stetig 15. Damit ist Satz 3.5 komplett bewiesen.

Eine Aufgabe fiir Leser, die nichts zu tun haben: Man kann Satz 3.5 (a) auch
anders, direkter (also ohne Umweg iiber die Ableitungen) beweisen, indem man
x =1—aundy = 1—bsetzt, und In (ab) mithilfe von x + v (1 — x) = 1 — ab verein-
facht. Auf die Weise landet man bei einer (recht komplizierten) kombinatorischen
Identitat, die dquivalent zu In (ab) = Ina + Inb ist. Jetzt kann man entweder diese
Identitat beweisen, und damit einen direkten Beweis von Satz 3.5 erhalten. Oder,
wenn man mit dem bereits oben gegebenen Beweis von Satz 3.5 zufrieden ist, erhalt
man diese kombinatorische Identitdt "gratis" als Folgerung. Noch eine kombina-
torische Identitét also, die man durch Rechnen mit Potenzreihen hergeleitet hat.

Noch eine banale Folgerung aus dem Vorherigen:

Satz 3.9: Sei a eine rationale Potenzreihe, deren 0-ter Koeffizient gleich
1 ist.

“Denn uy ist der 0-te Koeffizient der Potenzreihe u = In (ab), und vy ist der O-te Koeffizient der
Potenzreihe v = Ina + In b, und nach Satz 3.8 miissen diese beiden Koeffizienten gleich 0 sein.
#3Damit meinen wir, da8 fiir jede konvergente Folge (a,),. von Potenzreihen, deren 0-te Koef-

fizienten alle gleich 1 sind, die Gleichung In (nh_{rolo an> = ,}grc}o (Inay,) gilt. Dies ist sehr leicht zu

beweisen.
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(a) Dann ist In (a_l) = —Ina. (Hierbei ist Ina~! wohldefiniert, weil aus
Satz 3.6 folgt, daf der 0-te Koeffizient der Potenzreihe a1 gleich 1 ist).

(b) Fiir jedes k € Z ist In (a*) = klna.

Beweis von Satz 3.9: Nach Satz 3.5 (a) (angewandt auf b = a™!) ist In (aa™ 1) =
Ina+1In(a"!). WegenIn (aa~!) =In1=0istalso 0 = Ina+In (a~!), und daraus
folgt Satz 3.9 (a). Satz 3.9 (b) folgt fiir k > 0 durch Induktion nach k aus Satz 3.5
(@), und der Fall k < 0 148t sich auf den Fall k > 0 zuriickfithren, indem man a—!
fur a einsetzt (hier benttigt man Satz 3.9 (a)). Damit ist der Beweis von Satz 3.9
komplett.

Da wir schon den "formalen Logarithmus" In eingefiihrt haben, ist es nahe-
liegend, auch seiner Umkehrung - die, genauso wie in der Analysis, exp heifst
und dieselbe Potenzreihe hat wie in der Analysis - einige Worte zu widmen. Der
Leser beachte jedoch, dafs wir im Folgenden exp nie mehr benttigen werden; wer
sich nur fiir Satz 2.1 interessiert, kann von hier direkt zu Satz 3.11 springen.

Fiir jede rationale Potenzreihe P, deren O-ter Koeffizient gleich 0 ist, definieren
o Ppi
wir eine rationale Potenzreihe exp P durch expP = } —. Diese unendliche
i—0 -
i n pi :
Summe E - ist wieder als Grenzwert lim ) - zu verstehen, wobei die Kon-
i=0 L n—o0 ;4 1.

1 o0 1
vergenz der Folge <i I;—') aus Satz 3.4a (a) (angewandt auf b = )f—') folgt.
i=0 ¢ nelN i=0 ¢

Man sieht leicht ein, daf3 % (expP) = (exp P) - %P is insbesondere folgt hier-

d
aus (exp X) = exp X.
Die interessanteste Eigenschaft von exp und In ist nun:

Satz 3.10: (a) Fiir jede rationale Potenzreihe P, deren O-ter Koeffizient
gleich 0 ist, gilt In (exp P) =

(b) Fiir jede rationale Potenzreihe a, deren 0-ter Koeffizient gleich 1 ist,
gilt exp (Ina) = a.

Beweis von Satz 3.10 (nur grob skizziert):

(a) Wir schreiben die Potenzreihe In (exp P) in der Form In (exp P) = ¥ u; X/,
i=0

und die Potenzreihe P in der Form P = Z v;X!. Dann ist ug = 0 = vy (hierbei ist
i=0
v9 = 0, denn v ist der 0-te Koeffizient der Potenzreihe P, und laut Annahme ist

d
! dx n o dx "
(dies folgt aus der Definition von X und der Definition von lgn ). Angewandt auf die kon-
n—oo

d
#Beweis: Fiir jede konvergente Folge (po, p1, p2, ---) von Potenzreihen ist —— hm Pn = hm

n pi
vergente Folge (po, p1,p2,...), die durch p, = ¥ T fir alle n € IN gegeben ist, ergibt dies
i=0 *
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dieser Koeffizient gleich 0) und

% (In (exp P)) = (expP) - % (exp P) (nach Satz 3.6, angewandt auf a = exp P)
d
=(exp P)- dXP
d
= ax"

Nach Satz 3.7 ist also In (exp P) = P, und der Beweis von Satz 3.10 (a) ist komplett.
(b) Aus Satz 3.10 (a) (angewandt auf P = Ina) folgt, daB In (exp (Ina)) = Ina
gilt. Wenn wir eine Potenzreihe b durch b = a~! - exp (Ina) definieren, dann ist

Inb=In ( -exp (In a)) = In <a_1> +1In (exp (Ina)) (nach Satz 3.5 (a))
—_ =Ina

=—Ina
(nach Satz 3.9 (a))

=0.
d d d
Nach Satz 3.6 ist aber — (Inb) = b1 - ——b, und wegen — (Inb) = 0 wird dies
ax (nb) ixX gen o (Inb)
=0
. n 1 d n Pi
% nlgrgo Lo~ n_m—X Z . Da aber
d M pi no4 pi
% ) i ) X (nach der Formel (28), mehrfach angewandt)
i=0 i=0 :
d P Lod P
axo.  Tlaxd
d1 d -
dxX1 dx
“1d ; &1, d
=Y ———P =Y =ip!. (P) (nach (30))
=ildX =il ax
n n
v 1 opia i — 1 i—1 i i i = (i —1)!
= 1; i!/iP <dXP> = ; (i—l)!P dXP (denni!/i= (i—1)!)
n—1 1 d
= iTPZ (dXP> (hier haben wir i — 1 in der Summe durch i substituiert)
i=0 "’

d .. " pi . n=1 pi d  n=1pi p
it (55 () - (mE ) (&)

(denn fiir jede konvergente Folge (po, p1,p2,...) von Potenzreihen und jede Potenzreihe g ist

. n—1 pi n pi 0 pl
lim (pnq) = (hm pn) g, wie man leicht einsieht). Wegen hm Z —=lm Yy — =3 — =

n—oo -0 il n—o0 /2 i! =0 i!

o d d
exp P wird dies zu —— 7% &P P = (expP)- ( 7% ) was zu beweisen war.
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zu0=>b"1. %b, also 0 = %b. Hieraus folgt schnell, dafs b = 1 ist (denn der O-te

Koeffizient von b ist 1). Also ist a~! - exp (Ina) = b = 1, daher exp (Ina) = a, und
Satz 3.10 (b) ist bewiesen.

3.6. Ausblicke zu Potenzreihen

Soweit unsere kleine Einfiihrung in Potenzreihen in einer Variablen. Wer weit-
ere Anwendungen dieser Methode in der Kombinatorik kennenlernen will, sei auf
[8] verwiesen. Wer sich hingegen fiir weitere Verfeinerungen des Begriffes von
formalen Potenzreihen interessiert, braucht nur in ein hoheres Algebrabuch zu
schauen (wie Abschnitt IV.§9 von [9] oder Abschnitt III.7 von [10] oder Abschnitt
III.11 von [11]); hier sind einige Hinweise, was man in der Richtung tun kann:

e Der Ring aller ganzzahligen Potenzreihen wird meistens Z [[X]] genannt. Der
Ring aller rationalen Potenzreihen wird meistens Q [[X]] genannt. Entsprechend
kann man fiir jeden Ring A einen Ring A [[X]] aller Potenzreihen mit Koef-
tizienten aus A definieren. Diese Ringe haben eine Reihe interessanter Eigen-
schaften.

e Fiir jede rationale Potenzreihe f gibt es genau eine rationale Potenzreihe F,

d
die EP = f erfiillt und deren O-ter Koeffizient gleich 0 ist. Diese Potenzreihe

F wird die Standard-Stammfunktion der Potenzreihe f genannt (in Analogie
zum Begriff der Stammfunktion einer Funktion). Diese Potenzreihe ist sehr

leicht zu berechnen: Schreiben wir f in der Form f = Y f;X’, dann ist F =
i=0

y =L fi X*+1. Der Nachweis, daf die so definierte Reihe F wirklich iF =f
i=0! +1 dX

erfiillt, ist eine sehr leichte Ubungsaufgabe.
e Man kann auch Potenzreihen in n Variablen betrachten. Eine ganzzahlige
Potenzreihe in n Variablen Xy, X, ..., X;; wird definiert als eine n-"Multifolge"

von ganzen Zahlen, also eine Familie , deren Ele-

a

< (1/1,1/2,...,1/11)> (Vl,Vz,.‘.,Vn)eNn
mente mit n-Tupeln (vq, vy, ..., V) € IN" indexiert sind. Man definiert Addi-
tion solcher Potenzreihen durch

: + (ernnenn)
( (Vl'”2""'v"))(vl,vz,...,w)e]N" W12 ) (03, ) €N

= (a(vl,vz,...,vn) + b(vl,vz,..‘,vn)>(
und Multiplikation durch

V1,V2,--Vn ) eN"

‘ ) (b))
((Vl’v2""'vn) (11,V2,0- V) EN" (V1v2metn) (V1,V2e Vi) ENT

- ( Z) N a(VerLn-/Vn)b(V1*V1/V2*V2/~-/Vn*Vn)
H1,H2,-/Un € ;

(i <v; fiir jedes i) (V1,v2,.eVn ) ENT
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Diese Definitionen ergeben sich ganz natiirlich, wenn man die Potenzrei-

hen (a ) und (b ) in den Formen
(1/1,1/2,...,1/;1) (Vl,Vz,...,Vn)EN" (1/1/1/2,...,1/71) (V1/V2/---/Vn)eNn

D A (03,030 v) X{l XZZ...X%H bzw. Y b( ) Xllfl X12/2 X

v1,V2,...,V
(v1,v2,e V0 ) ENT (V1,V2,.e V) ENT

(] .
schreibt (so wie man Potenzreihen in einer Variablen in der Form ) 4;X’

i=0
geschrieben hat) und mithilfe des Distributivgesetzes ausmultipliziert.

e Fiir Potenzreihen in einer Variablen gilt: Man kann in eine Potenzreihe zwar
(im Allgemeinen) keine Zahl einsetzen, aber man kann in sie eine andere
Potenzreihe P einsetzen, solange der O-te Koeffizient dieser Potenzreihe P
gleich 0 ist. Dies wissen wir aus Satz 3.4a. Auch fiir Potenzreihen in n Vari-
ablen gilt eine analoge Aussage: Man kann in eine Potenzreihe in n Variablen
zwar (im Allgemeinen) kein n-Tupel von Zahlen einsetzen, aber man kann in
sie ein n-Tupel (Py, P, ..., P;) von anderen Potenzreihen (in m Variablen, fiir
ein beliebiges m) einsetzen, solange der (0,0, ..., 0)-te Koeffizient von jeder der
Potenzreihen Py, P, ..., P, gleich O ist.

e Man kann nicht nur Potenzreihen, sondern auch Laurentreihen betrachten.
Wiéhrend wir eine ganzzahlige Potenzreihe (in einer Variable X) als eine
Folge (ag,a1,a,..) € ZN definiert haben, definiert man eine ganzzahlige
Laurentreihe (in einer Variable X) ﬁ als eine "beidseitig unendliche Folge"
(..,a_p,a_q,ap,a1,az,...) € Z% (oder, anders gesagt, eine Funktion von Z nach
Z), die die Eigenschaft erfiillt, daf$ alle Folgenglieder, die nur weit genug
"links" stehen, gleich Null sind (formal gesprochen bedeutet dies: es gibt ein
N € Z,sodafs a, = 0 fiir allen < N gilt So ist beispielsweise die durch

a, = { 0, wenn n < —10; furallen € Z

n, wenn n > —10

definierte Folge (...,a_p,a_1,a9,a1,az,...) eine Laurentreihe (denn fiir diese
Folge gibt es ein N € Z, sodafs a, = 0 fiir alle n < N gilt - ndmlich beispiel-
sweise N = —10), aber die durch

a, =n firallen € Z

definierte Folge (...,a_p,a_1,4a9,a1,4ay,...) ist keine Laurentreihe. Jede Poten-
zreihe wird natiirlich zu einer Laurentreihe, wenn man sie "links mit Nullen
auffullt" (d. h. aus der Potenzreihe (ag,a1,a;,...) wird die Laurentreihe
(...,0,0,a9,a1,az,...)).

Die Addition zweier Laurentreihen definieren wir wie fiir Potenzreihen. Die
Multiplikation ist ein wenig komplizierter: Das Produkt a - b zweier Lauren-
treihen a = (, a_»,a_1,4a9,41,02, ) und b = (, b_5,b_1,by,b1, by, ) wird
definiert als die Folge (...,c_2,¢_1,¢cp, 1,2, ...), wobei

cn =) axby_i fiir jedes n € N
kez

#5Rationale Laurentreihen, sowie Laurentreihen in mehreren Variablen definiert man analog.
4Wir haben einen guten Grund, diese Eigenschaft zu verlangen - denn sonst konnten wir nicht das
Produkt zweier Laurentreihen definieren (siehe unten).
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ist. Aber warum ergibt die unendliche Summe ) a;b,_j tiberhaupt Sinn?
kez
Weil sie nur endlich viele von 0 verschiedene Summanden hat (denn es gibt

nur endlich viele k € Z, fir die ayb,,_; # 0 isﬂ.

Wenn wir die Laurentreihe (...,0,0,0,0,1,0,0,...) (die beidseitig unendliche
Folge, deren 1-tes Folgenglied gleich 1 und alle anderen Folgenglieder gleich
0 sind) als X bezeichnen, dann stellen wir fest, dafy dieses X ein multip-
likatives Inverses hat: namlich die Laurentreihe X! = (...0,0,1,0,0,0,0,...)
(dies ist die beidseitig unendliche Folge, deren (—1)-tes Folgenglied gleich 1
und alle anderen Folgenglieder gleich 0 sind). Wir kénnen damit jede Lau-

o .
rentreihe (...,a_p,a_1,ap,4a1,4ay,...) als unendliche Summe )~ ;X' schreiben

1=—00

n .
(dies ist zu verstehen als Grenzwert lim Y 4;X"). Zu beachten ist aber, dafs
n—oo

i=—n
diese Summe nur dem Anschein nach mit i = —oco anfangt: In Wirklichkeit
gibt es ein N € Z, sodaf$ a, = 0 fiir alle n < N gilt, und somit kéonnen wir

00 . 00 .
statt ), ;X' genauso gut ) 4;X' schreiben.
i=—o00 i=N

Genauso wie ganzzahlige Laurentreihen konnen wir rationale Laurentreihen
definieren. Laurentreihen sind eine Erweiterung des Begriffes der Potenzrei-
hen und mit ihnen verwandt (unter anderem kann man auch die Ableitung
einer Laurentreihe genauso wie fiir Potenzreihen einfiihren); allerdings gilt

nicht jede Eigenschaft von Potenzreihen automatisch auch fiir Laurentrei-

hen®]

3.7. Zwei "Normalformen" fur Potenzreihen

Als nichstes nun ein Satz, auf dem unser Beweis von B <= D beruht.

Satz 3.11: Sei p eine ganzzahlige Potenzreihe, deren O-ter Koeffizient
gleich 1 ist.

(a) Es gibt genau eine Folge (x1,x2,x3,...) € ZN+ von ganzen Zahlen,

fiir die - )
[T(1-xx") =o (31)
d=1

gilt.

47Der Leser ist aufgerufen, dies zu beweisen. An dieser Stelle ist es wichtig, daf§ wir eine Lau-
rentreihe als eine beidseitig unendliche Folge definiert haben, die die Eigenschaft erfiillt, dafs alle
Folgenglieder, die nur weit genug "links” stehen, gleich Null sind. Hatten wir diese Eigenschaft nicht
gefordert, gdbe es unter Umstdnden unendlich viele k € Z, fiir die ayb, _ # 0 ist, und dann
wére das Produkt a - b nicht definiert.

d
48 Beispiel: Fiir jede rationale Potenzreihe f gibt es genau eine rationale Potenzreihe F, die d—XF =f

erfiillt und deren 0-ter Koeffizient gleich 0 ist. Fiir eine Laurentreihe f hingegen braucht so ein F
nicht zu existieren. (Genauer gesagt existiert so ein F genau dann, wenn das (—1)-te Folgenglied
von f gleich 0 ist. Auch dies ist leicht zu beweisen.)
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(b) Es gibt genau eine Folge (y1,v2,y3,...) € ZN+ von ganzen Zahlen,

fir die -
[T(1-x7) " =p (32)
d=1

gilt.

Hierbei muss man die unendlichen Produkte [T (1 — x;X%) ~und T (1—x4)"
d=1 d=1

natiirlich als Grenzwerte von endlichen Produkten verstehen (also TT (1 — x;X*) o
d=1
n _ © _ n _

lim T (1—xX%) "und T] (1—X9) ¥ = lim [T (1— X)),
n—eo 3 d=1 =0 51

Wir wollen den Beweis von Satz 3.11 nur andeuten. Der Leser, der einen komplett
ausformulierten Beweis vorzieht, kann einen solchen fiir Satz 3.11 (a) (sogar in
etwas allgemeinerer Form) in [12] (Theorem 7 (a)) finder@

Wir wollen zuerst Satz 3.11 (a) beweisen. Wir schreiben die Potenzreihe p in der
Form p = ) p,X". Fiir jedes i € IN ist also p; der i-te Koeffizient der Potenzreihe
=0

n—=
p; insbesondere ist py der 0-te Koeffizient dieser Potenzreihe, und folglich gleich 1.
Um Satz 3.11 (a) zu beweisen, miissen wir nun eine Folge (x1, x2, x3,...) € ZN+

von ganzen Zahlen finden, fiir die gilt, und beweisen, dafi diese Folge die
einzige solche Folge ist.

Es ist klar, dafs die O-ten Koeffizienten der Potenzreihen [] (1 — ded) ! und
d=1

Y. pn X" immer gleich sind, egal wie man die Folge (x1,xp,x3,...) € ZN+ wiahlt
n=0
(denn 1 = pyg).

Wir wollen jetzt sehen, was es bedeutet, dafs die 1-ten Koeffizienten dieser Poten-
zreihen gleich sind: Wegen

[ (1 . ded> B

[ee]

e

(1 + 20X+ 29y X2 4 23, X3 + > (nach der geometrischen Reihenformel)
d=1

<1 + X+ 23X+ X3+ ) <1 + 21 X2 + 53X+ X0 + )

(1 + 3 X3 4 2XO + 3X0 + )
— 14X+ (Glieder mit X' fiir i > 1)

ist der 1-te Koeffizient der Potenzreihe [] (1 — ded)_l gleich x1, und der 1-te
d=1

Koeffizient der Potenzreihe ) p,X" ist natiirlich p;. Damit die 1-ten Koeffizienten
n=0

¥9Djeses Theorem 7 steht zwar recht weit am Ende von [12], jedoch braucht man den Text davor
nicht zu lesen, um den Beweis zu verstehen.
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. e -1 s . .
der Potenzreihen [] (1 — ded) und ) p,X" gleich sind, muss also x; = p;
d=1 n=0
sein.
Nun wollen wir wissen, wann die 2-ten Koeffizienten dieser Potenzreihen gleich
sind: Wegen

o0 -1
TT(1—xx?)
d=1
= H (1 + 20X+ w9y X2 4 23, X34 + ) (nach der geometrischen Reihenformel)
d=1

(1 + X+ 2 X? X3+ ) (1 + 20 X% + 13X+ A3X6 + )
(14 2X° + 63X+ 3%+ ) ..
— 140X+ 22X 4 nXP + (Gheder mit X' fiir i > 2)

=14+ 01X + (5} + ;) X2+ (Glieder mit X' fiir i > 2)

ist der 2-te Koeffizient der Potenzreihe ] (1 — x;X*) ! gleich x7 + x5, und der 2-te
d=1

Koeffizient der Potenzreihe ) p,X" ist natiirlich p;. Damit die 2-ten Koeffizienten
n=0
der Potenzreihen [] (1 — x;X%) und ¥ 0, X" gleich sind, muss also x4 x2 = p2
d=1 n=0
sein.

Als néchstes schauen wir, wann die 3-ten Koeffizienten dieser Potenzreihen gle-
ich sind: Wegen

I (1 - xax?) -
d=1

(o]

= (1 + 207X+ 29y X2 4 x5y X3 + ) (nach der geometrischen Reihenformel)
d=1

= (1T4+ X'+ 3X2+23X5 + ) (1 + 1 X2+ 03X+ X8 + )
(1 +23X° + a3 X8+ 3X7 + )
=14+xX + x%X2 + 0 X2 + x:fX3 + x1200 X3 4+ x3X3 + (Glieder mit X' fiiri > 3>

=14+ X'+ (x% + x2> X2 + (x% + x1x2 + x3> X3 + (Glieder mit X firi > 3)

ist der 3-te Koeffizient der Potenzreihe [] (1 — x;X*) - gleich x3 + x1x, + x3, und
=1

der 3-te Koeffizient der Potenzreihe ) p,X" ist natiirlich p3. Damit die 3-ten
n=0

Koeffizienten der Potenzreihen J] (1 — x;X“) -

und Y p,X" gleich sind, muss
d=1 n=0

also x§ 4+ x1x; + x3 = p3 sein.
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Dieses Spiel kann man weitertreiben: Sei i € IN;. Um zu sehen, wann die

i-ten Koeffizienten der Potenzreihen [] (1 — ded) ! und Y, pnX" gleich sind,
d=1 n=0

T . s -1 . . .
multiplizieren wir das Produkt [T (1 —x;X%)  soweit aus, daB wir den i-ten Ko-
d=1
effizient dieses Produktes erkennen. Dieser i-te Koeffizient ist dann ein festes Poly-

nom (mit ganzzahligen Koeffizienten) von x1, x2, ..., x;. Nennen wir dieses Polynom

P;. Dann sind also die i-ten Koeffizienten der Potenzreihen [] (1 — ded) ! und
d=1

ofjo X" genau dann gleich, wenn P; (x1, X2, ..., ;) = p; ist. Beispielsweise ist
n—
Py (x1) = x1;
Pz (xl, XZ) = x% + Xo;
P53 (x1,%2,x3) = xi’ + x1x2 + X3.
Man erkennt hieran eine Gesetzmifligkeit: Fiir jedes i € IN, hat das Polynom
P; die Eigenschaft, dafd darin x; nur einmal vorkommt, und zwar mit Koeffizient

1 davor und in der ersten Potenz. Mit anderen Worten: P; (x1,xp,...,x;) = x; +
(ein Polynom in x1, x2, ..., xj_1). (Dies erkldrt sich auch sehr schnell, wenn man

T (1—x;X%) - ausmultipliziert.)
d=1
Wir wollen nun eine Folge (x1, x, x3,...) € ZN+ finden, fiir welche die Potenzrei-

hen [T (1—x;X%) ' und Y. pnX" gleich sind. Das heifdt, da fiir jedes i € N
d=1 n=0

die i-ten Koeffizienten dieser beiden Potenzreihen gleich sind (denn die 0-ten Koef-
tizienten dieser Reihen sind sowieso immer gleich, wie wir schon gesehen haben).
Wie wir wissen, ist dies dquivalent zu

P; (x1,x2, ..., X;) = p; fiir jedes i € IN.
Dies ist ein Gleichungssystem in den Unbekannten x1, x, x3, ... mit unendlich
vielen Gleichungen. Da nun
P; (x1,x2, ..., x;) = x; + (ein Polynom in x1, x3, ..., X;_1) fiir jedes i € IN;

gilt, konnen wir dieses Gleichungssystem rekursiv nach xj, x3, x3, ... auflosen:
Aus der i-ten Gleichung P; (x1, xp, ..., x;) = p; erhalten wir x;, wenn wir die bereits
gefundenen Werte von x1, xp, ..., x;_1 einsetzen. Auf diese Weise erhalten wir
eine eindeutige Losungsfolge (x1,x2,x3,...). Das helﬂt es gibt genau elne Folge
(x1,x2,x3,...) € ZN+, fiir welche die Potenzreihen H (1- ded) und Z on X"

d=1
gleich sind. Damit ist Satz 3.11 (a) bewiesen.

Der Beweis von Satz 3.11 (b) ergibt sich analog, wenn man statt der Formel
-1
(1 - ded> = 14 2 X 20 X2 4wy X3

immer die Formel

(1-x7) " = 2 (_g/d) (—Xd)i =1 (—ya) X* + <_2yd) X2 - (—;m) X3+
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anwendet (diese Formel folgt aus Satz 3.1). Es ist zu beachten, dafs wir hierbei
statt den Polynomen P; neue Polynome bekommen, die nicht mehr ganzzahlige,
sondern nunmehr rationale Koeffizienten haben, aber immer noch beim Einsetzen
ganzer Zahlen ganze Werte ergeben (denn diese Polynome sind aus Binomialkoef-
tizienten zusammengesetzt); genaueres iiber solche Polynome werden wir in Ab-
schnitt 6 erfahren.

3.8. Beweis von Satz 2.1: ein alternativer Beweis von B <— D

Nun endlich zum eigentlichen alternativen Beweis von B <= D:
Beweis von B = D: Angenommen, Aussage B von Satz 2.1 sei wahr. Dann gibt
es eine Folge (x1,x2,x3,...) € ZN+ ganzer Zahlen, die (6) erfiillt. Sei nun p die

Potenzreihe [T (1 — x;X%) ~! Nach Satz 3.5 (b) ist dann
d=1
In (H
i

1 (1 —ded> 1)
Y In ((1 — xgX%) 1) = —diln (1-xx?) = - 3 (‘ i xg?di)

d=1_ _ d=1

=— ln(l—ded)
(nach Satz 3.9 (a))

denn nach der Definitjon von In ist '
o (1—(1—2x;X%)) o (x;X9)' oo xi Xi
e - emxX) s (x| e

i=1 l i=1 ! i=1 1

dn
und somit
d d -1 d > d d
— [In H(l—ded) )):— Yo ) —xZ/X"
dX( <d:1 dX | =3 uéN,, "
d|n
_ - d n/d d X" — = d n/anfl
—ZZ;xdﬁ—szd ’
d=1nelNg; ~— d=1nelNy;
d|n —pxn-1 d|n
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d %) -1 1) B
X+ <ln <£[1 (1 - xx?) >> :X-dg1 Y, day/ix!
= =1nelN4;
d|n
=Y Y X = Y Y e,
d=1 nell|\T+; n=1d|n
din

Nach (ﬁ) ist aber )’ de/ 4= b, fir jedes n € IN; somit wird dies zu
d|n

x. 2 (m (]o’o[ (1 xax?) _1)> — Y Y = Y Xt (39)
dx =1 n=1

n=1d|n

—by,

Nunist [T (1—xzX9) ! eine ganzzahlige Potenzreihe, deren O-ter Koeffizient gle-

=1
ich 1 ist. Nach Satz 3.11 (b) (angewandt auf p = [T (1 — x;X%) _1) gibt es daher
d=1
genau eine Folge (y1, 2,3, ...) € ZN+ von ganzen Zahlen, fiir die ﬁ (1-x9)7" =
d=1
IT (1 - xsX%) " gilt. Nach Satz 3.5 (b) ist
d=1
In (1‘[ (1-x7) _yd>
d=1
0 _ e} 0 %) di
— Zln((l—Xd> yd) = _ Zydln<1—Xd> - — Zyd <_2X—>
d=1 g , =1 d=1 i=1
:—ydln(l—Xd)
(nach Satz 3.9 (b))
denn nach der Definition von In ist
o (1—(1-x1)) o (X1)' o i
ln(l—Xd):—z( ( ) :—Z—(.):—ZX—.
i=1 1 i=1 1 i=1 1

00 00 Xdi 00 Xn
= Z Ya— = 2 Ya

! d=1nelNy; n/d
d|n

20
Il
—_
-~
I
Juy

(hier haben wir in der zweiten Summe di durch n substituiert)

> d
=) ) vaX
d:1n€N+;
d|n
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und somit

d=1 d=1neN
d|n
1
d=1nelN4 N—— d=1nelN4
d|n —pxn-1 d|n

also

=Y ) Ay X" = Y ) dya X", (34)

Wegen Io—o[ (1—x%) ¥ = Io—o[ (1—xyx) ! ist aber
d=1 d=1

X-% <ln (ﬁ (1—Xd)_yd>> :X-% (111 <f[1 (1—xdxd)_l>>,

d=1
was im Lichte von und zu

i Y dy X" = i by X"
n=1

n=1d|n

wird. Da zwei gleiche Potenzreihen auch immer gleiche Koeffizienten haben, folgt
hieraus ) dy; = b, fiir jedes n € IN. Folglich gilt Aussage D. Wir haben also die
d|n
Implikation B = D gezeigt.
Der Beweis von D = B verlauft genau umgekehrt: Wir nehmen an, Aussage D
von Satz 2.1 sei wahr. Dann gibt es eine Folge (y1,>,V3,...) € ZN+ ganzer Zahlen,

0 f—

die (7) erfiillt. Sei nun p die Potenzreihe [T (1 — Xd) Y Genauso wie im Beweis
d=1

von 5 = D vorhin zeigen wir, daf3

X'diX <1n (]o’o[ (1—Xd>_yd)> =Y Y dyax”

d=1 n=1d|n

gilt. Doch da ) dy; = b, fiir jedes n € IN,. gilt (nach ), wird dies zu
dn

d ® ~Va o o
X-— (1 1— x4 = dy; X" =Y b, X" 35
i (n([L0-x))) = Epawc = Eooe. oo

=b,
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Andererseits ist [] (1— Xd) Y eine ganzzahlige Potenzreihe, deren O-ter Koef-
d=1

fizient gleich 1 ist. Nach Satz 3.11 (a) (angewandt auf p = [] (1 — X?) %) gibt es
d=1

daher genau eine Folge (x1, x2, x3,...) € ZN+ von ganzen Zahlen, fiir die [] (1 — ded) 1o
d=1

ﬁ (1— x4) Y gilt. Hieraus folgt

X.dix <ln (ﬁ (1—xdxd)l>> :X-dix <ln (f‘o[ (1—Xd>yd>).

d=1 d=1

Aufgrund von und der Identitat

X - % (m (ﬁ (1- ded)_1)> — Y Y X

d=1 n=1d|n

(welche man genauso wie im Beweis von B == D vorhin zeigen kann) wird diese
Gleichung zu

ilan” = i Y dxl X,
n=

n=1d|n
Da zwei gleiche Potenzreihen auch immer gleiche Koeffizienten haben, folgt hi-

eraus b, = ) dxs/ 4 fiir jedes n € IN,. Folglich gilt Aussage B. Damit ist die
dn

Implikation D == B bewiesen.

Jetzt, nachdem beide Implikationen B = D und D = B bewiesen sind, ist
unser alternativer Beweis von B <= D komplett.

Da Satz 3.11 nicht nur Existenzaussagen, sondern auch Eindeutigkeitsaussagen
liefert, konnen wir diesen Beweis {ibrigens zu einem Beweis von B <= C <=
D <= & erweitern. Die Details hiervon seien dem Leser iiberlassen.

4. Binomialkoeffizienten statt Potenzen

qn/d
rm,/d

Satz 2.1 gibt eine Reihe von dquivalenten Eigenschaften einer Folge (by, by, b3, ...) €
ZN+_ Aber wie sehen Folgen aus, die diese Eigenschaften erfiillen? Wir kennen
schon eine Reihe von Beispielen fiir solche Folgen: Fiir jedes g € Zist (by, by, b3, ...) =
(7%, 4% ¢°, ...) eine solche Folge. Aber es gibt auch ein weiteres Beispiel:

4.1. Die Teilbarkeit ) ¢ (d) (

> € nZ. und Analoga
d|n

Satz 4.1: Seien g € Z und r € Q. Dann erfiillt die Folge (b1, by, b3, ...),

‘ZZ) fur alle n € N, definiert ist, die Aussagen A,

B,C,D,E, F,Gund H von Satz 2.1.

welche durch b,, =
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An dieser Stelle ist erstmal Mifstrauen angebracht: Was bedeutet (;’Z) fireinr €

Q ? Wir kennen Binomialkoeffizienten (n

k

auch welche mit ganzem k (auch wenn wir sie fiir negatives k einfach als 0 definiert
haben). Aber mit rationalem k ? Nun, die Antwort ist eine sehr billige:

) mit nattirlichem k, und seit Abschnitt 3

Definition (Binomialkoeffizient (Z) mit n € Z und k € Q): Wir

definieren den sogenannten Binomialkoeffizienten fir alle n € Z

k
(oder n € Q, oder n € R, oder n € C) und k € Q durch

k!

<7’l>: n-(n—1)~...-(n—k+1)’WennkeN;
0, wenn k € N

1
Wieder sorgt diese Definition dafiir, dal die Rekursionsgleichung (n: ) =

k

Diese Definition sieht ein wenig inhaltsleer aus: Was haben wir davon gewonnen,

<n) + (k i 1) fir alle n € Z (oder n € Q, etc.) und k € Q gilt.

dafd wir einige "neue" Werte von definiert haben, indem wir sie einfach zu 0

n
k
gesetzt haben? Das mag so sein, aber diese Definition fiihrt dazu, dafs Satz 4.1
tir alle r € Q (und nicht nur fiir alle r € Z) gilt, was tatsdchlich eine gewisse
Bereicherung darstellt. (Fiir gebrochenes r hat die Folge (b1, by, b3, ...) zwar viele
Nullen, aber sie ist immer noch nicht die Folge (0,0,0,...), auler wenn r > g > 0
oder r < 0 ist. Insofern ist es keine Trivialitdt, daf3 sie die Aussagen A, B,C, D, &,
F, G und H von Satz 4.1 erfiillt!)

Bevor wir zum Beweis von Satz 4.1 kommen, machen wir uns klar, was Satz 4.1
impliziert. So folgt aus Aussage G von Satz 2.1, angewandt auf diese Folge, dafs

qn/d)

d € nZ

;4)( ) (rn/d
gilt; entsprechend lafit sich aus Aussage F auf
qn,/d

gy(d) <rn/d) enZ

schlieflen, und Aussage H von Satz 2.1, angewandt auf dieselbe Folge, ergibt

i (q 88T (i,n)) cnZ.

= \rggT (i,n)

Nun stellt man nach ein wenig Experimentieren fest, dafs diese Aussagen Analoga
zulassen:

64



Satz 4.2: Seien g € Z und r € Z (hier, im Unterschied zum Satz 4.1,
fordern wir ¥ € Z und nicht nur r € Q). Angenommen, r # 0. Fiir jedes
n € Ny gilt dann

%‘P(d) (rn/d> €% Lrd) (m g d) e Inz;

d|n
. .
qggT (i,n)\ _q
,-_21 (rggT(i/n)> €

Dieser Satz 4.2 folgt nicht mehr direkt aus Satz 4.1, jedoch aus folgendem Anal-
ogon:
Satz 4.3: Seien g € Z und r € Z (hier fordern wir wieder r € Z, wie
in Satz 4.2). Dann erfiillt die Folge (by,by,b3,...), welche durch b, =
(qn B 1) fur alle n € N, definiert ist, die Aussagen A, B, C, D, £, F,

rm—1
G und H von Satz 2.1.

Warum folgt Satz 4.2 aus Satz 4.3?
Beweis von Satz 4.2: Wir stellen erst einmal fest, daf$ fiir beliebige ganze a und b

mit b # 0 die Formel
a afa—1
(6)=5(-) 6
gﬂt

Da r # 0 ist, gilt rn/d # 0 fiir alle positiven ganzen Zahlen n und d, sowie

rggT (i,n) # 0 fur alle positiven ganzen Zahlen n und i. :
Nun definiere man eine Folge (b1, by, b3, ...) durch | b, = ZZ : 1 fiir alle n € ]N+).

Laut Satz 4.3 erfiillt diese Folge dann die Aussage G von Satz 2.1. Das heifst,

gn/d —1
%(P(d) <rn/d—1) € nZ.

Diese Formel folgt im Falle von b € N aus

(a) a(a—1)..(a=b+1) a-(a—1)(a—2)..(a—b+1)

b b! b-(b—1)!
_a (a-1)(@a—2)..(a—b+1) _a(a—l)
b (b—1)! S b\b-1)

(5-1)

und im Falle von b ¢ IN ist sie trivial.
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Aber

gn/d B gn/d (qn/d—1Y\ _ q(qn/d=1
dZ‘P(d) (rn/d) _§¢(d) m,/d (rn/d—1> _dZ(P(d) 7’(7’”/51—1>
" QO n ~{— n
qn/d (qn,/d —1 _1
_rn/d(rn/d—l) r

(nach (36), angewandt auf
a=qn/d und b=rnd)

Wir haben also aus Aussage G von Satz 2.1 gefolgert, daf3
qgn/d\ _q
;('b (@) (rn/d) © rnZ

gilt. Analog folgert man aus Aussage F von Satz 2.1 die Relation
qn/d\ _q
-nZ
;L—’;‘]/l(d) (rn/d) € e
und aus Aussage H erhdlt man

. .
qggT (i,n)\ _gq
i_zl <rggT (i,n)> € e

Damit ist Satz 4.2 unter Verwendung von Satz 4.3 bewiesen.

Ubrigens verallgemeinert Satz 4.2 eine recht bekannte Olympiadeaufgabe (siehe
[14]).

Man konnte wegen den Sitzen 4.1 und 4.3 auf den Gedanken kommen, man kon-
qn —
m— o
wobei « eine feste ganze Zahl ist, und wiirde auch fiir sie die Aussagen A, B, C,
D, £, F, G und H von Satz 2.1 feststellen. Tatsache ist aber, dafl dies fiir « ¢ {0,1}
nicht unbedingt wahr ist (so ist « = —1 ein Gegenbeispiel).

nte auch eine Folge (b1, by, b3, ...) durch (bn = fiir alle n € 1N+) definieren,

4.2. Lemmata zum Beweis

Wir wollen nun die Sétze 4.1 und 4.3 beweisen. Beidesmal wird dies geschehen,
indem wir Aussage A fiir unsere Folge (b1, by, b3, ...) nachweisen. Dazu benétigen
wir die folgenden zwei Lemmat

Lemma 4.4: Seieng € Z,r € Q und n € IN,. Sei p ein Primfaktor von
n. Dann gilt (qn/p) = <qn) mod p% ().

m,/p m
Lemma 4.5: Seieng € Z,r € Z und n € IN,. Sei p ein Primfaktor von

o (g p =1\ _ (qn—1 v, (n)
n. Dann gilt (rn/p—l) = (rn—l) mod p“r\'.

S1Lemma 4.4 ist identisch mit Lemma 19 in [3]. Lemma 4.5 ist ein Sonderfall von Lemma 21 in [3].
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Wir wollen zuerst Lemma 4.4 zeigen; dafiir gibt es zwei Wege:

Erster Beweis von Lemma 4.4: Zuerst fiihren wir eine einfache (aber sehr niitzliche)
Sprechweise ein. Und zwar geht es um den Begriff einer p-ganzen Zahl. Die Defini-
tion ist die folgende:

Definition (p-ganze Zahl): Sei p eine Primzahl. Eine rationale Zahl
u € Q heifst p-ganz, wenn man u in der Form u = % schreiben kann,
wobei & und B ganze Zahlen sind mit p t 8. In Worten: Eine ganze Zahl

heifst p-ganz, wenn man sie als Quotient zweier ganzer Zahlen schreiben
kann, und der Nenner nicht durch p teilbar ist.

Es ist leicht zu sehen, dafy die Summe zweier p-ganzer Zahlen wieder p-ganz
151{5_21 und dafs das Produkt zweier p-ganzer Zahlen wieder p-ganz isﬁ (fir beide
diese Aussagen brauchen wir die Annahme, dafs p prim ist!). Ferner ist klar, dafs
jede ganze Zahl auch p-ganz ist.

2
Beispiele: Fur p = 2 sind die Zahlen 1, 14 und 3 alle p-ganz, aber die Zahl g

nicht.
Nun eine weitere Definition:

Definition (u £ ymod p*): Fiir zwei p-ganze Zahlen u und v und eine
natiirliche Zahl k € N schreiben wir # = vmod pF genau dann, wenn
die Zahl *—°
gilt: Wenn die Zahlen u und v ganz sind (und nicht nur p-ganz sind),

auch p-ganz ist. Man sieht nun leicht, daf$ folgendes

dann ist genau dann u £ ymod p*, wenn u = vmod p* is Somit kon-
nen wir (fiir zwei p-ganze Zahlen 1 und v eine natiirliche Zahl k € IN)

52Beweis: Seien u und v zwei p-ganze Zahlen. Wir miissen dann beweisen, daf8 u + v wieder eine

p-ganze Zahl ist. In der Tat kann man u in der Form u = 2 schreiben, wobei « und B ganze

Zahlen sind mit p t B (denn u ist p-ganz). Analog ergibt sich, daf man v in der Form v = %
schreiben kann, wobei v und J ganze Zahlen sind mit p { ¢ (denn v ist p-ganz). Somit ist
u+ov= %—Q—% = M;(S‘B,Y. Setzen wir e = ad + By und ¢ = B4, dann ist also u +v = f Da

pt ¢ ist (denn da p prim ist, folgt aus p 1 p und p { 6 sofort p { Bd = ¢), folgt hieraus, dal u + v
eine p-ganze Zahl ist, was zu beweisen war.

53 Beweis: Seien u und v zwei p-ganze Zahlen. Wir miissen dann beweisen, da8 u - v wieder eine

% schreiben, wobei & und B ganze

i

Zahlen sind mit p { B (denn u ist p-ganz). Analog ergibt sich, daf man v in der Form v = 5

p-ganze Zahl ist. In der Tat kann man u in der Form u =

schreiben kann, wobei 7 und é ganze Zahlen sind mit p { ¢ (denn v ist p-ganz). Somit ist

_rr_ A
Uv= g %
p prim ist, folgt aus p { B und p { 6 sofort p t 6 = ¢), folgt hieraus, dafl u - v eine p-ganze Zahl

ist, was zu beweisen war.

54 Beweis: Wenn die Zahl “ —kv
p

. Setzen wir ¢ = ay und ¢ = B, dann ist also u - v = £ Da pt¢ist (denn da

eine p-ganze Zahl ist, dann ist sie auch ganz (denn da die Zahl

Pk

eine p-ganze Zahl ist, laft sie sich in der Form ! _k Y= % schreiben, wobei & und 8 ganze
p

Zahlen sind mit p { B; somit ist ap* = B (u — v), also p* | B (u — v) und folglich p* | u — v (denn
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. . p .
statt unserer Schreibweise 1 = vmod p* auch einfach u = vmod p*

schreiben, ohne (im Falle ganzer Zahlen 1 und v) mit der altbekannten
Notation u = vmod p* in Konflikt zu geraten (denn im Falle ganzer

Zahlen 1 und v sind die neue Notation u = v mod pF und die altbekan-
nte Notation u = vmod p* gleichbedeutend). Fiir zwei p-ganze Zahlen
u und v und eine natiirliche Zahl k € IN hat man also folgende Aquiv-
alenz von Aussagen:

£ ymod pk) = (upkv ist p—ganz) .

(u = vmod pk) = (u

1 5 4
T . 2 3 3__3_~-1.
Beispiele: Fir p = 2 gilt 3= 3modp (denn 72 TR T3 ist p-ganz) und
1 @
éz%modp‘1 (denn E P43 = 249 :%Zist p-ganz), aber%;‘élmodpz.

Wir kénnen nun genauso mit p-ganzen Zahlen "modulo p* rechnen’, wie wir es
mit ganzen Zahlen gewohnt sind: Wenn u, v, ' und ¢’ vier p-ganze Zahlen und
k € N eine natiirliche Zahl sind, und wenn u = v mod p* und ¥’ = v’ mod p* erfiillt
ist, dann gilt auch u + u’ = v + v’ mod p* und uu’ = vv’ mod p*. Dies beweist man
genauso wie fiir ganze Zahlen.

Was ist aber der Nutzen davon, mit p-ganzen Zahlen modulo p* zu rechnen?
Ganz einfach: Um eine Kongruenz zwischen zwei ganzen Zahlen modulo pk nachzupriifen,
ist es oft hilfreich, unterwegs mit p-ganzen Zahlen zu rechnen, obwohl am Ende
alles wieder ganz ist. Ein Beispiel dafiir ist die Aufgabe 1 der Internationalen
Mathematik-Olympiade ZOOﬂ ein anderes Beispiel dafiir ist der Beweis von Lemma
4.4, den wir jetzt geben werden.

u—

kv € Z). Umgekehrt: Wenn die Zahl
p

da p prim und p 1 B ist, ist B teilerfremd zu p¥), also
u—v

k
p
Somit haben wir folgende Aquivalenz von Aussagen:

ganz ist, dann ist sie auch p-ganz (weil jede ganze Zahl automatisch auch p-ganz ist).

u—v, Uu—v.
( o ist p—ganz) — ( o ist ganz).

Damit ergibt sich folgende Kette von Aquivalenzen:

(u £ ymod pk> — (u ;v ist p-ganz)
p

— (upkv ist ganz) — (pk | u— v) — (u = vmodpk) ,
was zu beweisen war.
%5 Aufgabe: Man bestimme alle ganzen Zahlen, die teilerfremd zu jedem Element der durch
(an =2"+3" +6" —1 fiir alle n € N ) definierten Folge (a1, a2, a3, ...) sind.
Losung mithilfe p-ganzer Zahlen: Die einzige solche ganze Zahl ist 1, denn fiir jede Primzahl p
gibt es ein n € N} mit p | a,. In der Tat kann man n = 2 fiir p € {2,3} setzen, und n = p —2
fiir alle p > 3. Ersteres lafit sich einfach nachrechnen; um letzteres zu beweisen, miissen wir
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Zum Beweis von Lemma 4.4 unterscheiden wir drei Fille:
Fall 1: Es gilt rn,/p € IN.

Fall 2: Es gilt rn/p ¢ N und rn € IN.

Fall 3: Es gilt rn/p ¢ N und rn ¢ IN.

In Fall 3 ist Lemma 4.4 offensichtlich, denn wegen rn,/p ¢ N ist (jZ;Z ) =

und wegen rn ¢ IN ist (j:) =0.
Betrachten wir nun den Fall 1. In diesem Fall sei v = min {v, (rn), v, (qn)}.

Dann ist v < v, (rn) und damit p” | rn, und genauso ergibt sich v < v, (qn) und
damit p? | gn. Andererseits ist im Fall 1 trivialerweise rn € IN (da rn,/p € IN und

p € IN), und somit kénnen wir den Binomialkoeffizienten (ZZ) als

(qn) _(gn)(gn—1)..(qn—rn+1)

rm (rn)!

darstellen. Wegen

(gn)(gn—1)..(qn—m+1) = H (gn — k)
ke{01,...rn—1}
= II G@n-k- TI (¢n—k
ke{01,.../m—1}; ke{01,.../m—1};
plk ptk
und
(rn)! = I (rm—k) = I (rn —k) - I (rn —k)
ke{01,...rm—1} ke{01,...rn—1}; ke{01,...rn—1};
plk pik

zeigen, dafl p | a,_; fiir alle Primzahlen p > 3 gilt. Dazu bemerken wir, daf fiir jede zu p
teilerfremde ganze Zahl u die Zahl % eine p-ganze Zahl ist, und u?~2 = %mod p erfiillt (denn
nach dem kleinen Satz von Fermat ist u?~! = 1mod p, und Multiplikation dieser Kongruenz

1 1 1
mit der Kongruenz =1 mod p ergibt uP =2 = " mod p), und somit ist

—_

ap,2:2P*2+37”*2+67”*2—1E + — —1=0modp,

N —
ST
o)}

also p | a,_», was zu beweisen war.

Dieser Beweis laf3it sich zwar leicht ohne Benutzung von p-ganzen Zahlen umschreiben (man
multipliziere einfach mit 6 und kiirze am Ende 6 wieder heraus), aber man findet ihn am leicht-
esten, wenn man sich bewusst ist, da8 man mit p-ganzen Zahlen modulo p* (in unserem Fall
einfach modulo p) genauso rechnen kann, wie mit ganzen Zahlen.
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wird dies zu

(gn=ky- II  (qgn—k)

ke{01,...rn—1}; ke{01,...rn—1};
qny\ _ plk pik
rn IT (rm—k) - IT (rn —k)
ke{01,..,rn—1}; ke{01,..,rm—1};
plk ptk
IT  (qn—k) [T (qn—k)
ke{01,..,rn—1}; ke{01,..,rn—1};
plk ptk
(rn — k) I1 (rm—k) 57
ke{0,1,...rn—1}; ke{0,1,...rn—1};
plk ptk
Der erste Bruch auf der rechten Seite dieser Gleichung vereinfacht sich zu
I n—k
ke{0,1,...,rm—1}; 4 ) IT (qn — Lp)
plk _ te{01,..,rmn/p—-1}
(n=F) " T (m—0p)
ke{01,..,rn—1}; e{0,1,...rn/ p—1}
plk
(hier haben wir k durch ¢p substituiert, da p | k vorausgesetzt wurde)
I1 ((gn/p—1£)-p) I1 (qn/p 1)
B e{0,1,...rn/p—1} . e{0,1,...;,:m/p—1}
((rn/p—1£)-p) I (rn/p—1)
te{01,...rn/p—1} te{01,...rn,/p—1}

hier haben wir aus Zdhler und Nenner jeweils
rn,/p mal den Faktor p herausgekiirzt
(gn/p) (qn/p—1)..(qn/p—rn/p+1) (qn/p)
(rn/p)! rn,/p

und der zweite Bruch auf der rechten Seite erfiillt

I (gn—k)

ke{01,..,rn—1}; k
ptk _ I1 qn — 1 1
I1 (rn — k) ke{o1,.m-1}; T k ke{01,..,rn—1};

ke{01,...rn—1}; k k
g ph pt

(darn/p e N),

denn fiir jedes k € {0,1,...,rn — 1} mit p { k ist ZZ :]Iz eine p-ganze Zahl,
qn —k

rn—k
(denn gn und rn sind beide durch p7 teilbar)

und erfiillt = 1mod p7, weil gn — k = rn — kmod p7 ist

= 1mod p7;
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somit wird die Gleichung zu

(gn —k) I1 (qn — k)

ke{0,1,...rn—1}; ke{01,...:m—1};
qny _ plk _ ptk
rn IT (rn —k) IT (rm — k)
ke{0,1,...rn—1}; ke{0,1,...rn—1};
plk . pik )
- QJ/P =1mod p7
\rn/p

_ (qn/p _(9gn/p qn/p
= () 1= () me ()

Doch (qZ;Z ) p? ist durch p% (") teilba und somit folgt hieraus

.
qn\ _ (qn/p 0, ()
() = (7)) moa

Damit ist Lemma 4.4 auch im Fall 1 bewiesen.

%6 Beweis: Wir haben y = min {v}, (rn) , v, (qn) }. Daher sind zwei Falle méglich: der Fall y = v, (rn)
und der Fall ¥ = v, (gn). Im Fall ¥ = v, (qn) ist offensichtlicherweise (2:;5 ) p? durch p? (")

teilbar (denn v = vy, (qn) = vp (q) +vp (1) > vy (n)). Wir betrachten also fortan nur den Fall
~——

-4
>0

v = vp (rn). In diesem Fall wenden wir @ auf a = qn/p und b = rnp an, und erhalten
(qn/ P 1) _m/p (qn/ P) also

m/p—1) qn/p\rn/p
gn/p\ _qn/p (qn/p—1\ _qn (qn/p—1 .
(rn/P> B M/;9<rn/p1) - Vn(m/pl)’ damit

qn/p\ _ qn/p—1
(50 -n( )

o (s (82)) = (872 = o (82 3)) 2o

>0

>0

was aber wegen

o (m(n) = e o ((75) =0 (7))

=r=vp(p7)
= (up)) = (G))

o (2)r) o0

wird. Dies bedeutet, daf3 (22;5 > p? durch p? (") teilbar ist. Somit ist auch im Fall y = vp (rn)

bewiesen, daf3 (ZZ;Z) p7 durch p”P(”) teilbar ist, und unser Beweis ist fertig.

zu
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Es bleibt nur noch der Fall 2. In diesem Fall ist einerseits <qn/p) = 0 (da

m,/p
qn\ _ qn qn —1
m)  rm\rn—1

(denn aus , angewandt auf a = gn und b = rn, folgt <qn B 1) = (qn) %),

m—1 mjq
Doch da wir im Fall 2 sind, gilt rn/p ¢ IN und damit p { rn; folglich ist %
qn

eine p-ganze Zahl, und somit ist s 0mod p% (") (dies folgt aus der Kongruenz

rn,/p ¢ IN), andererseits

n = 0mod p? "), multipliziert mit der Kongruenz 9 = 1 mod p?»(")). Wir haben

m m
(qn) _qn (qn — 1) 0— (qn/P) mod pr(",
m m rm—1
~~ ——
=0mod pv?’(") eine ganze Zahl

damit

m/p

und somit ist Lemma 4.4 auch im Fall 2 bewiesen.

Damit ist der erste Beweis von Lemma 4.4 vollstandig. Dieser Beweis war eigentlich
sehr naheliegend, zumindest wenn man weif3, dafs man mit p-ganzen Zahlen genauso
wie mit ganzen Zahlen modulo p* rechnen darf. Allerdings hat dieser Beweis den
Nachteil, dafy wir drei Falle unterscheiden mussten. Der folgende zweite Beweis
von Lemma 4.4 hat diesen Nachteil nicht; dafiir ist er weniger intuitiv.

Zweiter Beweis von Lemma 4.47| Wir nehmen o. B. d. A. an, daf rn € IN ist (denn

im Falle von rn ¢ IN ist (qn/ p > = 0 und (qn> = 0, und somit ist Lemma 4.4 in
m/p m

diesem Falle trivial). Daraus folgt rn > 0 und somit r > 0 (da n > 0).
Wir setzen m = gn. Nach der binomischen Formel (Satz 3.1) (angewandt auf
m/p statt n) ist dann

(1+X)"7P = i (’”{’9) xk (38)
k=0

(als Gleichheit zwischen zwei ganzzahligen Potenzreihen). Wenn wir in dieser
Gleichung tiberall X durch X? ersetzen@ erhalten wir

(1+ XP)"™P = i (m/p) (XP)*.

k=0 k

57Diesr zweite Beweis von Lemma 4.4 ist weitgehend identisch mit dem "Proof of Lemma 19" in [3].
58Wir diirfen dies tun, weil es (abstrakt gesehen) auf ein Einsetzen von X? in die Potenzreihen
(1+X)™? und

k

© /m

< {P ) X* hinauslduft, und wenn zwei Potenzreihen gleich sind, dann
=0
ergeben sie auch nach Einsetzen von X? zwei gleiche Potenzreihen.
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Wir haben also

- £ () e B () 5 ()

k=0 . T keN AepN

~—
()
pk/p

(hier haben wir pk durch A substituiert)

/\;I:\I (A/p Aeﬂg\:plN~ Ap)

=0, denn aus

A¢pN folgt
A/ pEN
/\;1:\1 ()‘/V Aeﬂg\:p]N /\g\l /\/P
=0
_ m,/p — (/PN ok
kg\}(k/r))x Z(k/r))x &%)

Andererseits ist 1 + XP = (1+ X)"modp [} weil

1+Xx)P =) (Z) Xk (nach Satz 3.1, angewandt auf p statt n)
k=0
p (P p
“Wer () f)rer ) 0
0)>" & k) p ki1 MK
—— —— N~ ——

= =0mod p, =1 =0 (da k>p)
weil bekanntlich

—1+ZOX" +XP + 2 0x* =1+ X? mod p

k=1 k=p-+1
S—— ——

ist.
Nun wollen wir hieraus folgern, dag (1+ X?)"™? = ((1+ X)? )m/ P mod p?r (")
ist. Hierzu benotigen wir eine Verallgemeinerung von Lemma 2.3 auf Potenzrei-

hen®%}

Hierbei bedeutet die Kongruenz P = Q mod p fiir zwei ganzzahlige Potenzreihen P und Q, daf8
jeder Koeffizient der Potenzreihe P — Q durch p teilbar ist. Mit anderen Worten: Die Kongruenz
P = Qmod p bedeutet, dafs fiir jedes i € IN die Kongruenz

(der i-te Koeffizient der Potenzreihe P) = (der i-te Koeffizient der Potenzreihe Q) mod p

gilt.
60Ubrigens ist Lemma 4.6, genauso wie Lemma 2.3, ein Sonderfall von Lemma 3 in [3].
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Lemma 4.6: Sei p € IN, und seien u und v zwei ganzzahlige Potenzrei-

hen. Seien k € N; und ¢ € N. Wenn u = vmod p* is dann ist

Ll k+¢
u? = o mod p*".

Beweis von Lemma 4.6: Der Beweis von Lemma 4.6 verlduft vollig analog zum
Beweis von Lemma 2.3 (wobei wir diesmal die Tatsache benétigen, dafs das Pro-
dukt einer Potenzreihe, deren Koeffizienten alle durch pk“LZ teilbar sind, mit einer
Potenzreihe, deren Koeffizienten alle durch p teilbar sind, selber eine Potenzreihe
ist, deren Koeffizienten alle durch p*** - p teilbar sind; aber dies folgt trivial aus
der Definition des Produktes zweier Potenzreihen).

Nun zuriick zum Beweis von Lemma 4.4: Wir setzen ¢ = v, (m/p). Hierbei ist
m,/ p eine ganze Zahl, dam, p= q n/pc Z.

e
€Z €Z

Ferner setzen wir u = 1+ X? und v = (1 + X)”. Damit wird 1+ X? = (1 + X)" mod p
zu u = vmod p'. Wenden wir Lemma 4.6 auf k = 1 an, dann erhalten wir also
ub' = oP' mod pl*t. Wegen vp (m) = vy (p-(m/p)) =vp(p) +ovp(m/p) =1+4

N - N’

——
=1 ={

wird dies zu u” = o” mod p?r(m),
Nun ist m/p = p’ -« fiir eine ganze Zahl « (denn ¢ = v, (m/p) ergibt p’ |
(m,p)). Also ist

un/ v = bt = (u”é>x = (v’”[)K (da u?' = o' mod pvl’(m)>
= 0P = "/ P mod ptrlm) (da pl k= m/p) .

Wegen u =1+ XP und v = (1 + X)? wird dies zu
(1+XP)"™P = ((1+ X)p)m/p mod p® (™). Wir haben somit

(1+XP)"P = (1+ X)) =1+ X)" = ) @X"md prr ()
k=0

(nach Satz 3.1, angewandt auf m statt ). Aus folgt somit

E (= (/e

k=0 k=0
Da bei zwei Potenzreihen, die kongruent zueinander modulo pvp(m) sind, auch

die entsprechenden Koeffizienten jeweils kongruent zueinander modulo p® (") sein
miussen, erhalten wir hieraus

m\ _ (m/p vp(m) .
(k>_(k/p)modpp fiir alle k € IN.

®IHierbei bedeutet die Kongruenz P = Qmod p* fiir zwei ganzzahlige Potenzreihen P und Q, daf
jeder Koeffizient der Potenzreihe P — Q durch p* teilbar ist. Mit anderen Worten: Die Kongruenz
P = Qmod p* bedeutet, da8 fiir jedes i € N die Kongruenz

(der i-te Koeffizient der Potenzreihe P) = (der i-te Koeffizient der Potenzreihe Q) mod p*

gilt.
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Setzen wir hier k = rn ein und erinnern wir uns daran, daf$ m = gn ist, dann wird

dies zu y
any _ (9P op(qn)
<rn> = (rn/p) mod p“r\1". (40)

Nun ist aber v, (qn) = v}, () +vp (n) > v, (n) und somit p? ") | p% ). Aus der
~—~—

-
>0

Kongruenz folgt also

qn\ _ (qn/p 0, (1)
() = (7)) moa s

Somit ist Lemma 4.4 erneut bewiesen.

Es ist nicht schwer, Lemma 4.5 auf dhnliche Weise zu zeigen:

Erster Beweis von Lemma 4.5: Der folgende Beweis von Lemma 4.5 ist eine Varia-
tion von unserem ersten Beweis von Lemma 4.4.

Wir nehmen o. B. d. A. an, daf$ » > 0 ist. Diese Annahme ist in der Tat
legitimiert, denn Lemma 4.5 ist trivial im Falle von r < 0 (denn im Falle von

. gn/p—1 gn —1
< — -1 < — =
r < 0 ist (rn/p—l) 0 (da rn/B 1 < -1 < 0) und (rn—l) 0 (da
<0
m —1<—-1<0)).
<0

Ausr € Zundr > 0folgtr € N,also_r n &€ Nund r n/p € N. Aus

——
€N €N €N cIN
rn € Nund rn > 0 (dar > 0und n > 0) folgt rn —1 € IN, und somit kénnen wir

den Binomialkoeffizienten (ZZ : i) als

(qn — 1> _(gn—-1)(qn—-2)..(qn—rn+1)
rn—1 (rn—1)!

darstellen. Wegen

(gn—1)(gn—2)..(gn—rn+1) = I (qn — k)
ke{12,..m—1}

= JI (@n-%- T (¢n-k

ke{1,2,...,rn—1}; ke{1,2,...rn—1};
plk ptk
und
(rmn—1)! = I (rn—k) = I (rn —k) - I (rn —k)
ke{1,2,...,rn—1} ke{1,2,..rm—1}; ke{1,2,...rn—1};
plk pik
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wird dies zu

(gn=k)- II  (gn—k)

ke{12,..,rm—1}; ke{12,..,rm—1};
gn —1 _ plk pik
rn—1 IT (rm—k) - IT (rn —k)
ke{1,2,..rm—1}; ke{1,2,..,rm—1};
plk ptk
IT  (gn—k) [T (qn—k)
ke{12,..m-1}; ke{12,...rm—1};
plk ptk
(rn — k) I1 (rmn—k) 4D
ke{1,2,...rn—1}; ke{1,2,...rn—1};
plk ptk
Der erste Bruch auf der rechten Seite dieser Gleichung vereinfacht sich zu
I n—k
ke{1,2,..m—1}; (@ ) IT (qn —Lp)
plk - e{1,2,...rn/p—1}
IT (rm —k) IT (rn—{p)
ke{1,2,..rm—1}; e{1,2,...rn/p—1}
plk
(hier haben wir k durch ¢p substituiert, da p | k vorausgesetzt wurde)
I1 ((gn/p—1£)-p) I1 (qn/p—1)
_ te{12,..,m/p—1} _ te{12,.,m/p—1}
((rn/p—£)-p) I1 (rn/p—1£)
tef{1.2,.m,/p-1} te{1.2,.m,/p-1}

hier haben wir aus Zdhler und Nenner jeweils
rn,/p — 1 mal den Faktor p herausgekiirzt
_(n/p—-1)(gn/p—2)..(qn/p—rn/p+1) _ (qn/p—1
(rm/p—1)! m/p—1
(darn/p—1€NN),

und der zweite Bruch auf der rechten Seite erfiillt

[T (gn—k)
ke{1,2,..rm—1}; k
pfk _ I1 n—K _ I 1
I1 (=K ez mo1y ™K kepiamo);
k€{1,2,..*.l,crn71}; plk ptk
p

denn fir jedes k € {1,2,...,rn — 1} mit p 1k ist ZZ :I; eine p-ganze Zahl,
ZZ : K = 1mod p% "), weil gn — k = rn — kmod p® (") ist
(denn 7 ist durch pvp(”) teilbar, und wir haben g € Z und r € Z)
= 1mod p”?’(”);

und erfiillt
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somit wird die Gleichung zu
[T (qn—k) [T (gn—k)

ke{1,2,...rn—1}; ke{1,2,...rn—1};
qn — 1 _ plk . ptk
rn—1 IT (rn —k) IT (rn —k)
ke{1,2,..m—1}; ke{1,2,...rmn—1};
. plk R ptk )
B qn}rp -1 =1mod p°r ")
S\ p—1
_(qgn/p—=1\ . _ [(qn/p—1 v, ()
_(rn/p—l) 1_(rn/p—1 mod p“r\'.

Damit ist der Beweis von Lemma 4.5 abgeschlossen.
Zweiter Beweis von Lemma 4.5@ Wir nehmen o. B. d. A. an, daf$ g # 0 ist, da der
Fall g = 0 recht einfach gesondert behandelt werden kamﬁ

Wie im zweiten Beweis von Lemma 4.4 gezeigt wurde, gilt . Damit ist p%r (") |
(qn) - (qn/p) , also
m m/p

o (1) = (T07F)) 2 o0 lam) = 2 () 03 (). @)

m m,/p
Nun gilt
gn —1 _ qn,/p —1
rm—1 m,/p—1 q
N—— N————
_(qr\m _(an/p\r/p
— (m) an (nach (36), = (7’11/]9) qn/p (nach (36),

angewandt auf a=qn und b=rn)  angewandt auf a=qnp und b=rnp)
_((ar\m _ (qn/p\ /P
~\\m)gn \en/p)qn/p 1
_(\m__(anSp\sp o fqn o (qnsp () _ (qn/p
m 1 m,/p qn/pq m m,/p m m,/p '
N——

(/]ﬂ
—~—

=r =r

2Der folgende Zweite Beweis von Lemma 4.5 richtet sich im Wesentlichen nach dem Beweis von
Lemma 21 in [3].
63Siehe Theorem 20 in [3] fiir einen vollstindigen Beweis. Allerdings sollte der Leser mit dem Fall
g = 0 keine Schwierigkeit haben. Es wird nichts komplizierteres benétigt als die Tatsache, daf3
u
( ul = (_3),) ’ wleeln;; ]IG\I]N’ fiir jedes u € Q gilt (sowie Satz 1.1 und sein Analogon
fur die y-Funktion).
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Folglich ist

() - G ma))e) = E

()= (m))
(0= (0 0) w0

>vp(q)+vp n) (nach @2))
> vp (9) +0p (1) +0p (r) > vp (q) +0p ().
>0

Wegen

(o) - Gm))9) = () - () o

wird dies zu

o (10 20) = (7P 0)) +on @) 2 0y @)+ 0y ),

was sich zu . y .
gn — an/p —
o <(rn—1) B (m/p_1)) =2 ()

vereinfacht. Doch dies bedeutet einfach, daf p? () | (Wl - 1) B (qn/ p— 1)
rm—1 m,/p—1

gilt; das heifst, <ZZ;§ : 1) = (ZZ : 1) mod pvp("). Damit ist Lemma 4.5 erneut

bewiesen.

4.3. Beweis von Satz 4.1 und Satz 4.3

Nun konnen wir zum Beweis der Sitze 4.1 und 4.3 schreiten:
Beweis von Satz 4.1: Die Folge (b, by, b3, ...), welche durch b, = ZZ) fiir alle

n € N, definiert ist, erfiillt die Aussage A von Satz 2.1 (denn die Aussage A fiir
diese Folge ist nichts anderes als die Aussage von Lemma 4.4, und wir wissen, daf3
Lemma 4.4 wahr ist). Da die Aussagen A, B, C, D, £, F, G und H dquivalent sind
(laut Satz 2.1), erfiillt diese Folge somit alle Aussagen A, B, C, D, £, F, G und H
von Satz 2.1. Dadurch ist Satz 4.1 bewiesen.

Der Beweis von Satz 4.3 ist vollig analog zu dem gerade gegebenen Satz von 4.1,
mit dem einzigen Unterschied, dafd wir jetzt Lemma 4.5 statt Lemma 4.4 anwenden.

4.4. Ein Zusatz zum Aquivalenzsatz 2.1

An dieser Stelle wollen wir eigentlich mit der Untersuchung der Folgen von Satz 4.1
und 4.3 aufhoéren, aber nicht ohne eine Erweiterung von Satz 2.1 zu konstatieren:
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Satz 4.7: Sei (by, by, b3, ...) € ZN+ eine Folge ganzer Zahlen. Dann sind
die Aussagen A, B,C, D, £, F, G, H, T und J dquivalent, wobei A, B,
C,D, &, F,Gund H die in Satz 2.1 festgelegten Aussagen sind, und Z
und J die folgenden zwei Aussagen sind:

Aussage T: Es gibt eine Folge (q1,92,93,...) € ZN+ ganzer Zahlen, die
gan/d\ ... .
bn:Zd< n/d ) tiir jedes n € IN, (43)

erfiillt.

Aussage J: Bs gibt genau eine Folge (q1,92,93, ...) € ZN+ ganzer Zahlen,
die erfillt.

Wir wollen den Beweis von Satz 4.7 nicht ausfithren, aber er sollte dem Leser
nicht schwerfallen. Er muss nur 4 <= 7 beweisen (analog zu unserem Beweis
von A <= B weiter oben) und Z <= J beweisen (analog zu unserem Beweis von
B <= C weiter oben). Lemma 4.4 kommt zur Hilfe. In [18] wird der Beweis von

Satz 4.7 im Detail ausgefiihrt (in der Tat ist unser Satz 4.7 ein Teil des Theorems 60
in [18]).

: . (qan/d —1 qan/d\ .
Das naheliegende Analogon von Satz 4.7 mit ( n/d—1 statt n/d ist

nicht wahr.

5. Kombinatorik I: Das Pdélya-Burnsidesche
Abzahlverfahren

5.1. Perlenketten mit n Perlen in g Farben

Nach all der Algebra und Zahlentheorie, die wir nun betrieben haben, wird es
Zeit fiir Kombinatorik. Aus dieser stammt ndmlich ein ganz anderer Ansatz zum
Beweis von Satz 1.1, und zwar folgender:

Betrachten wir erstmal den Fall 4 > 0. Stellen wir uns vor, wir haben eine
geschlossene (d. h. kreisformige) Kette aus n Perlen, und wollen jede Perle mit
einer von g Farben férber@ Wieviele solche Farbungen gibt es? Die Antwort hiangt
natiirlich davon ab, wie man die Frage versteht. Wenn man eine Farbung einfach
als Abbildung aus der Menge der Perlen in die Menge der Farben ansieht, gibt
es g" Farbungen (denn fiir jede der n Perlen sind g Farben moglich). Doch diese
Interpretation des Begriffes einer Farbung ist uninteressant und geht an der Idee
einer geschlossenen Perlenkette vorbei. Uns interessiert folgende Interpretation:
Wieviele verschiedene solche Farbungen gibt es, wenn man zwei Farbungen, die
durch zyklische Rotation der Perlenkette (in der Ebene) ineinander {ibergehen, als
gleich ansieht?@ So sollen z. B. die Farbungen "Perle 1 schwarz und Perlen 2, 3, ...,

%4Wobei nicht notwendigerweise jede der g Farben auch in jeder Farbung vorkommen muss!

% Aber zwei Farbungen, die eine Geradenspiegelung (bzw. eine Drehung im Raum) ineinander
tiberfiihrt, wollen wir hier nicht als gleich ansehen. Wir werden spéter kurz darauf zurtickkom-
men, was passieren wiirde, wiirden wir es tun.
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n weifs" und "Perle 2 schwarz und Perlen 3, 4, ..., n, 1 weifs" (wenn wir die Perlen
mit 1, 2, ..., n durchnummerieren) als gleich angesehen werden.

1
Wir werden nun zeigen, daf$ es insgesamt - Y ¢ (d) "/ solche Farbungen gibt.
d|n
1
Nattirlich wird daraus folgen, dafs - Y ¢ (d)g"% € N ist, und somit wird Satz 1.1
d|n

fiir g > 0 bewiesen sein. Zum Fall 4 < 0 werden wir spéter (in Abschnitt 6) noch
zuriickkommen.

Wir wollen zuerst den Begriff einer Farbung einer Perlenkette formalisiere
Wir nummerieren die Perlen mit den Elementen 0, 1, ..., n — 1 von Z /nZ
durch (wobei wir sie gegen den Uhrzeigersinn durchgehen), und wir nummerieren
die Farben mit den ganzen Zahlen 1, 2, ..., g durch.

Definition (Farbwahl): Unter einer Farbwahl verstehen wir im Folgen-
den eine beliebige Abbildung von Z,nZ nach {1,2,...,q}.

Offensichtlich gibt es genau |{1,2,...,q}\|z/ nZ| _ q" Farbwahlen. Wir konnen
eine Farbwahl anschaulich als eine Zuordnung verstehen, die jeder Perle in un-
serer Perlenkette eine Farbe zuordnet, aber wir miissen uns dartiber im Klaren
bleiben, dafs zwei solche Zuordnungen, die durch zyklische Rotation auseinander
enstehen, nicht miteinander gleichgesetzt werden diirfen (aufler sie sind von An-
fang an gleich!). Beispielsweise ist im Falle von n = 3 und g = 2 die Farbwahl, die
1 auf 1, 2 auf 2 und 3 auf 2 abbildet, nicht gleich der Farbwahl, die 1 auf 2, 2 auf
1 und 3 auf 2 abbildet. Insofern sind Farbwahlen nicht die "Farbungen", die wir
abzdhlen wollen.

Wir konnen aber in der Mathematik nicht einfach zwei verschiedene Abbildun-
gen von Z,nZ nach {1,2,...,q} gleichsetzen. Stattdessen miissen wir, um den Be-
griff einer Farbung formal korrekt zu definieren, nicht Abbildungen, sondern Aquiv-
alenzklassen von Abbildungen betrachten, und zwar modulo der Aquivalenzrelation,
die dadurch definiert ist, da8 wir zwei Abbildungen f : Z /nZ — {1,2,...,q} und
g:Z,/nZ — {1,2,..,q} genau dann dquivalent nennen, wenn es ein a € Z /nZ
gibt, welches

(f (x+a)=g(x) furallex € Z,/nZ) (44)

erfiilllt. (Denn diese Bedingung sagt genau aus, daff die Farbwahl g aus der
Farbwahl f durch Rotation um den Winkel % -360° hervorgeht.) Wir definieren

also eine Firbung als eine Aquivalenzklasse von Farbwahlen modulo der gerade
definierten Aquivalenzrelation. Die formale Formulierung unserer Behauptung ist
also:

%6 Bemerkung: Der englische Begriff fiir "Farbung einer Perlenkette" in diesem Kontext heifit "neck-
lace". Genauer gesagt heifst das, was wir hier als eine Farbung einer Perlenkette mit n Perlen und
(potentiell) g Farben bezeichnen, im Englischen eine "g-ary necklace of length n". Mit diesem
Suchbegriff wird der Leser eine Masse an Literatur zu diesem Thema finden.

’Mit Z ,nZ bezeichnen wir die Menge der Restklassen der ganzen Zahlen modulo n. (Viele
Autoren schreiben gerne Z,n oder Z, (n) oder Z, statt Z, nZ, aber es ist zu beachten, daf§
die Bezeichnung Z, zuweilen auch etwas anderes bedeutet, weshalb wir sie hier vermeiden.)
Die Restklassen der Zahlen 0, 1, ..., n — 1 modulo 7 heiflen 0, 1, ..., n — 1. Allgemein bezeichnen
wir mit @ die Restklasse einer ganzen Zahl a modulo #.
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Satz 5.1 (MacMahons Perlenkettensatz): Seien 4 € N und n € IN,.. Wir

definieren eine Relation "<" auf der Menge {1,2, ..., q}Z/ "Z (dies ist die
Menge aller Abbildungen von Z ,nZ nach {1,2, ...,q}) folgendermafien:
Fur zwei Abbildungen f : Z,/nZ — {1,2,..,q9} und ¢ : Z,/nZ —

{1,2,...,9} sei genau dann f meck g, wenn es eina € Z /nZ gibt, welches
(f(x+a)=g(x) fir alle x € Z /nZ) (45)

erfiillt.

(a) Diese Relation "<" ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge {1,2, ..., 1% "%

(b) Die Menge {1,2, ..., q}%" "% zerfillt in genau % Y ¢ (d) g4 Aquiv-
dln

alenzklassen beziiglich der Relation negk

Dieser Satz 5.1 kommt z. B. in Abschnitt 4.9 von [13] vor. Wir werden ihn nun
beweisen, und dabei einige auch anderweitig hilfreiche Lemmata aufsammeln.

5.2. Anzahlen von Aquivalenzklassen: ein fast triviales Lemma

Satz 5.1 (a) ist einfach einzusehen; die Hauptschwierigkeit am Beweis von Satz 5.1
besteht darin, Teil (b) zu beweisen. Dazu konnte man sich erst einmal folgende
ganz allgemeine Frage stellen: Wieviele Aquivalenzklassen gibt es beziiglich einer
beliebigen Aquivalenzrelation auf einer beliebigen Menge? So allgemein, wie diese
Frage gestellt ist, kann man keine wirklich inhaltsreiche Antwort auf sie geben, aber
zumindest kann man diese Anzahl auch durch eine Summe ausdriicken:

Satz 5.2: Sei F eine endliche Menge, und ~ eine Aquivalenzrelation auf
dieser Menge F. Dann ist

1
E/ ~| =Y

e+ |Aquivalenzklasse von f h

Bemerkungen: Hierbei bezeichnet F,/ ~ die Menge aller Aquivalenzk-
lassen beziiglich der Relation ~ auf der Menge F. Ferner bezeichnen
wir fiir jede endliche Menge X die Michtigkeit der Menge X mit |X|.
(Somit bezeichnet |F / ~| die Anzahl aller Aquivalenzklassen beziiglich
der Relation ~ auf der Menge F.)

Beweis von Satz 5.2: Die Menge F ist die Vereinigung aller Aquivalenzklassen
beziiglich der Relation ~ auf der Menge F, und all diese Aquivalenzklassen sind
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paarweise disjunkt. Hieraus folgt

Z 1

fo+ |Aquivalenzklasse von f| B

Y ox 1
K Aquivalenzklasse feK \‘ AquivalenZkIasse von f|4

beziiglich der Relation ~ e
auf der Menge F

— (denn die Aquivalenzklasse

~~ 4 K
:KQFZ/N (nach der ‘ ‘ von f ist K, denn f€K)
Definition von F,/~)
1
=Y L = L 1=/~ 1=/~
KeF/~ fekK KeF/~
——
P
K]

Damit ist Satz 5.2 bewiesen.

5.3. Abbildungsgruppen und induzierte Aquivalenzrelationen:
das Nicht-Burnside-Lemma

Satz 5.2 ist allgemein und (wie der Beweis gezeigt hat) trivial - aber trotzdem
nicht zu unterschitzen, wenn es darum geht Anzahlen von irgendwelchen Objek-
ten bis auf eine bestimmte Aquivalenzrelation (also formal gesprochen, Anzahlen
von Aquivalenzklassen) zu berechnen. Wir haben es aber im Falle von Satz 5.1
nicht mit irgendeiner willkiirlichen Aquivalenzrelation zu tun, sondern mit einer,
die von einer Abbildungsgruppe induziert ist. Was dies bedeutet, miissen wir erst
einmal erkldren:

Definition (Abbildungsgruppe): Sei F eine beliebige Menge. Wir beze-
ichnen mit Sy die Menge aller bijektiven Abbildungen von F nach F.
(Diese Menge Sr wird ofters auch mit Endge; F oder BijF bezeichnet.)
Eine Teilmenge H dieser Menge Sr heifit eine Abbildungsgruppe von F,
wenn sie folgende drei Eigenschaften erfiillt:

1) Die Identitdtsabbildung id : F — F liegt in H.

2) Fiir je zwei Abbildungen « € H und B € H liegt auch die Abbildung
aofin H.

3) Fiir jede Abbildung « € H liegt auch ihre Umkehrabbildung a~! in
H.

Beispiele fiir Abbildungsgruppen sind leicht zu finden: So ist die gesamte Menge
Sr eine Abbildungsgruppe von F. Ferner ist die Menge {id}, die nur aus der
Identitdtsabbildung besteht, auch eine Abbildungsgruppe von F.

Ein anderes Beispiel fiir Abbildungsgruppen haben wir in der Situation von Satz
5.1 vor uns. Dort kénnen wir namlich F = {1,2,..,,g}* "% setzen, und fiir jedes
a € Z,/nZ eine Abbildung D, : F — F definieren, die jeder Funktion f : Z /nZ —
{1,2,...,9} eine neue Funktion D, (f) : Z/nZ — {1,2,..,q} zuordnet, welche
durch

((Da(f)) (x) = f(x+a) fir alle x € Z,/nZ) (46)
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definiert ist. Anschaulich gesprochen entspricht die Abbildung D fiir jedes a €
Z. der Rotation der Perlenkette um den Winkel a -360°, bzw. der Wirkung, die

n
diese Drehung auf Férbunge der Perlenkette ausiibt (also: jede Farbe wird um
a Perlen im Uhrzeigersinn verschoben).

Sei nun H die Teilmenge {Da, Dy, ..., Dﬁ} = {D, |a € Z /nZ} von Sg. Dann
ist H eine Abbildunsgruppe von F, denn sie erfiillt die drei Eigenschaften 1), 2)
und 3) aus der Definition einer Abbildungsgruppe:

1) Die Identitiatsabbildung id : F — F liegt in H (denn D7 = id .

2) Fiir je zwei Abbildungen « € H und B € H liegt auch die Abbildung a o § in
H. (Denn wegen o« € Hista = D, flireina € Z /nZ, und wegen € Hist p = D,
fir ein b € Z,/nZ, und daraus folgt x o § = D, 0 Dy = D,,;, € H. Hierbei haben
wir die Gleichheit

DsoDy =D,y firallea e Z,/nZ und b € Z /' nZ 47)

benutzt, welche aber leicht zu beweisen ist’])

3) Fiir jede Abbildung a € H liegt auch ihre Umkehrabbildung «~! in H. (Denn
wegen o € Hist « = D, fiir ein a € Z,nZ, und daraus folgt a1 = Da_1 =D_, €
H. Hierbei haben wir die Gleichheit

D,;'=D_, fir alle a € Z /nZ (48)

benutzt, welche aber leicht zu beweisen ist’1])

Alle drei Eigenschaften 1), 2) und 3), die eine Teilmenge H von Sr benétigt, um
eine Abbildungsgruppe von F zu sein, sind somit nachgepriift. Also ist H eine
Abbildungsgruppe von F.

Nun wollen wieder in den allgemeinen Fall zuriickgehen, wo eine beliebige
Menge F (nicht notwendigerweise {1,2,...,g}*""#) und eine beliebige Abbildun-
sgruppe H von F (nicht notwendigerweise { Dy, Dy, ..., D;— }) gegeben sind:

Definition (induzierte Aquivalenzrelation K): Sei F eine beliebige Menge,

und H eine Abbildungsgruppe von F. Wir definieren eine Relation q

%8Strenggenommen meinen wir hier nicht wirklich Farbungen, sondern Abbildungen Z,nZ —
{1,2,...,q} (denn eine Farbung ist ja keine solche Abbildung, sondern eine Aquivalenzklasse
von solchen Abbildungen).

Denn fiir jede Funktion f : Z /nZ — {1,2,...,q} ist D5 (f) = f, weil

(Dg () (x) = f (x+0) = f (x)

fiir alle x € Z /nZ gilt.
"In der Tat ist (Dg 0 D) (f) = (Da4) (f) fiir jede Funktion f : Z,/nZ — {1,2,...,q}, denn fiir alle
x € Z,/nZ ist

((Da©Dy) (f)) (x) = (Da (Dy (f))) (x) = (Dy (f)) (x +a) = f ((x+a) +b)
=fx+(a+b)) = (Dayp (f)) (x)

"In der Tat haben wir weiter oben gezeigt, da D, o D, = D, ist. Angewandt auf b = —a ergibt
dies Dg o Dy = Dy (_q). Doch wegen D, (_,) = Dy = id wird dies zu D; 0 D, = id, also zu
D;'=D_,.
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auf der Menge F folgendermafSen: Fiir zwei Elemente f € Fund g € F
sei genau dann f i g, wenneseinh € Hmith (f) = g gibt.
Diese Relation & heit die von der Abbildungsgruppe H induzierte Aquiv-

alenzrelation auf der Menge F.

Wir haben noch nicht gezeigt, dafs diese Relation K eine Aquivalenzrelation ist,
aber dies holen wir schnell nach - und beweisen dabei gleich eine Formel fiir die
Anzahl der Aquivalenzklassen:

Satz 5.3 (Nicht-Burnside-Lemma fiir Abbildungsgruppen): Sei F eine
Menge, und H eine Abbildungsgruppe von F.

(a) Die vorhin definierte Relation & ist eine Aquivalenzrelation auf der

Menge F.
(b) Ist F eine endliche Menge, dann gilt
H 1 .
‘F/ ~’ — — ¥ |Fixh]|.
‘H | heH

Bemerkung: Hierbei bezeichnet Fixh die Menge {f € F | h(f) = f} fur
jedes h € H.

Der zugegebenerweise merkwiirdige Name von Satz 5.3 geht auf die Tatsache
zuriick, daf3 dieser Satz oft in der Literatur als "Burnside-Lemma" bezeichnet wurde,
obwohl er nicht von William Burnside stammt (dieser hat ihn lediglich benutzt,
und dabei selber auf einen fritheren Entdecker - Ferdinand Georg Frobenius - ver-
wiesen). Bekannt war Satz 5.3 indes bereits Augustin Louis Cauchy 1845.

Bevor wir zum Beweis von diesem Satz kommen, wollen wir denjenigen Lesern,
die mit dem Begriff einer (abstrakten) Gruppe (und nicht nur einer Abbildungs-
gruppe) vertraut sind, eine leichte Umformulierung von diesem Satz 5.3 vorstellen,
die auch heutzutage deutlich bekannter ist als Satz 5.3 selber:

Satz 5.4 (Nicht-Burnside-Lemma): Sei F eine Menge, und H eine endliche

Gruppe, die auf der Menge F operiert. Wir definieren eine Relation R
auf der Menge F folgendermafSen: Fiir zwei Elemente f € Fund g € F

sei genau dann f R g, wennesein h € Hmit hf = g gibt.

(a) Diese Relation < ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge F.

(b) Ist F eine endliche Menge, dann gilt
1

‘ |heH

Bemerkung: Hierbei bezeichnet Fixh die Menge {f € F | hf = f} fur
jedes h € H.
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"non

Wenn in der Literatur vom "Burnside-Lemma", "orbit counting lemma" oder "the
Lemma that isn’t Burnside’s" die Rede ist, ist meistens Satz 5.4 gemeint.

Offensichtlich ist Satz 5.3 ein Sonderfall von Satz 5.4 (denn eine Abbildungs-
gruppe von der Menge F operiert immer kanonisch auf der Menge F), doch man
kann auch sehr leicht Satz 5.4 aus Satz 5.3 folgern. Wir wollen aber auf diesen
Beweis verzichten, da man stattdessen auch einfach Satz 5.4 v6llig analog zu Satz
5.3 beweisen konntd’?, und da wir Satz 5.4 sowieso nie verwenden werden.

Beweis von Satz 5.3: (a) Die Relation & ist reflexiv (denn fiir jedes f € Fist f R f,
weil es ein i € H mit 1 (f) = f gibt (namlich h = id [?)), symmetrisch (denn fiir
beliebige f € F und f' € F, die f R f erfiillen, gilt auch f’ R f und transitiv
(denn fiir beliebige f € F, f' € Fund f” € F, die f R f'und f’ R f" erfiillen, gilt
auch f 2 £
(a) ist bewiesen.

(b) Wir haben

. Daher ist die Relation & eine Aquivalenzrelation, und Satz 5.3

H
{heH | h(f)=g} =0 fiir beliebige f € Hund g € Hmit f £ g (49)

H
(denn wegen f 4 g gibt es kein h € H, das h (f) = g erfillt).
Ferner haben wir

{heH | h(f) =g} =1{he H | h(f) =f}| (50)
fiir beliebige f € H und g € H mit f R g.

Beweis von : Seien f € H und g € H mit f R g gegeben. Wegen f g g gibt es
ein hy € H, das hy (f) = g erfiillt. Somit ist die Abbildung

{heH | h(f)y=f}—>{heH | h(f)=g}, gegeben durch
N hoon

72Man miisste nur immer die Verkettung o durch die Multiplikation in der Gruppe H ersetzen, und
Terme wie h (f) durch Terme wie hf ersetzen.
73Denn da H eine Abbildungsgruppe ist, gilt id € H.

74D~enn wegen f R f' gibt es ein h € H mit h(f) = f/, und somit gibt es auch ein h € H mit
h(f') = f (ndmlich h = h~!, denn da H eine Abbildungsgruppe ist, folgt aus h € H auch
h~! € H), und daher ist f’ R f.

7>Beweis: Wegen f R f' gibt es ein by € H mit =y (f) = f’, und wegen f’ R f" gibtesein hp € H

mit i (f') = f”. Also ist (hpohy) (f) = hy <h1 (f)| = ha(f) = f". Fernerist hyohy € H
——
=f
(da H eine Abbildungsgruppe ist, und i, € H und h; € H gilt). Somit gibt es ein i € H mit
i (f) = f" (ndmlich /i = hy o ). Daher ist f R 1.

85



Wohldefinier@ und ferner ist die Abbildung

{heH | h(f)y=g}—>{heH | h(f)=f}, gegeben durch
e hyloe

wohldefiniertm Diese beiden Abbildungen sind zueinander inversl@ also sind sie
beide bijektiv, und folglich gibt es Bijektionen zwischen den Mengen {h € H | h(f) = f}
und {h € H | h(f) = g}. Hierausfolgt|[{h € H | h(f) =g} =|{h€ H | h(f)=f}|
Damit ist bewiesen.

Fiir jedes f € F haben wir nun

Hl =) {heH | h(f) =g}

g€F
=) {heH | n(f)=g}[+ ), |{{heH | h(f) =g}
S5 T 20 (nach @) 8 Z|{heH | h(f)=f}] (nach GO))
g f~g
=Y. 04+ Y [{reH | n(f)=f}
g€F; g€F;
H H
frg I8
—

=0 =|{ger) fﬂg}ﬁ{heH | H(F)=F}

= {scF | fRg} |-HneH | (=1}

7

-~

dies ist genau die Aquivalenzklasse

von f (beziiglich der Relation rli)

= |Aquivalenzklasse von f| - [{h € H | h(f) = f}|,

also
|H|

| Aquivalenzklasse von f|

=|{reH | h(f)=f}

7%Denn fiir jedes 7 € {h € H | h(f) = f}istn (f) = f, also (hgon) (f) = ho (@) =hy(f) =

=f
g, und daher hpoy € {h € H | h(f) =g} (denn aus hy € H und 5 € H folgt hp oy € H, weil
H eine Abbildungsgruppe ist).

7’Denn fiir jedes ¢ € {h€ H | h(f) =g} ist e(f) = g, also (halos) (f) = hyt (s(f)) =
~—~—

=8
hy' (g) = f (denn hy (f) = g), und daher hy'oe € {h € H | h(f) = f} (denn aus hy € H folgt

hy 1 ¢ H (weil H eine Abbildungsgruppe ist), und zusammen mit ¢ € H ergibt dies hy loecH
(wieder weil H eine Abbildungsgruppe ist)).

7Denn fiir jedes 7 € {he€H | h(f)=f} ist hy' o (hgon) = 75, und fiir jedes e¢ €
{he H | h(f)zg}isthoo(halos):&
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Doch nach Satz 5.2 (angewandt auf die Aquivalenzrelation A anstelle von ~) ist

1
FA =1
fer {Aqulvalenzklasse von f|’
also
H 1 |H|
H|-|\F/ ~|=|H|- - = -
| ‘ 4 ’ IH] erF | Aquivalenzklasse von f| fEZFJAquivalenzklasse von f]|
={heH | h(f)=f}
=) {heH [ h(f)=fH=H{(hf) e HxF | h(f)=f}]

feF

=) {f€F|h = ) |Fixh|,

heH Pl heH
also ‘F / rli) = Z |Fix h|, und damit ist Satz 5.3 bewiesen.

|H | ne

Bevor wir mithilfe von Satz 5.3 den Satz 5.1 beweisen, wollen wir ein einfacheres
Beispiel fiir die Anwendung von Satz 5.3 kennenlernen, ndmlich die erste Aufgabe
der Internationalen Mathematik-Olympiade 1987:

Satz 5.5: Sei n € N .. Dann gilt

n!
n

= Z k - (Anzahl aller Permutationen der Menge
k=0

{1,2,...,n}, die genau k Fixpunkte haben) .

Beweis von Satz 5.5: Sei N die Menge {1,2,...,n}. Anwendung von Satz 5.3 (b)
auf den Fall F = N und H = Sy ergibt

b

SN .
N/ ~| = Fix h|. (51)
| Sl & ITH

Doch ‘N/ 2

= 1 (denn es gibt nur eine Aquivalenzklasse beziiglich der Rela-

tion % auf der Menge N, weil alle Elemente der Menge N zueinander dquivalent
beztiglich dieser Relation sind@. Ferner ist Sy die Menge aller bijektiven Abbil-
dungen von N nach N, also die Menge aller Permutationen von N; hieraus folgt
|ISn| = [N|! =n! (da |N| = |{1,2,..,n}| = n). Fir jedes h € Sy ist schliefSlich

Fixh={fe€{1,2,..,n} | h(f)=f}={f€{1,2,..,n} | fistein Fixpunkt von h}

7Denn fiir je zwei Elemente 2 € N und b € N gilt a X (weil es eine Abbildung I € Sy gibt, die
h (a) = b erfiillt (denn Sy ist die Menge aller bijektiven Abbildungen von N nach N, und es gibt
stets eine bijektive Abbildung von N nach N, die a auf b abbildet)).
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die Menge aller Fixpunkte von /. All dies zusammen ergibt

b

S .
1= ‘N/ Ll = ) |Fix h| (nach (51))

|SN| heSy M

~~ =|Menge aller Fixpunkte von k|
=(Anzahl aller Fixpunkte von h)

=— (denn |Sy|=n!)
n!
1

= — ) (Anzahl aller Fixpunkte von k),
" heSy

also

n!'= Y (Anzahl aller Fixpunkte von )

heSy
n
=) ) (Anzahl aller Fixpunkte von h)
k=0 heSy; ~ g
die Anzahl aller =k

Fixpunkte von F ist k

n
= > k
k=0 heSn;
die Anzahl aller Fixpunkte von h ist k

J/

=|{h€Sy | die Anzahl aller Fixpunkte von h ist k}|-k

n
= Z |{h € Sy | die Anzahl aller Fixpunkte von h ist k}| -k
k=0 h g

=(Anzahl aller Abbildungen h€Sy, die genau k Fixpunkte haben)
=(Anzahl aller Permutationen der Menge {1,2,...,n}, die genau k Fixpunkte haben
& & P
(denn Sy ist die Menge aller Permutationen der Menge N={1,2,...,n})

n
= )_ k- (Anzahl aller Permutationen der Menge
k=0
{1,2,...,n}, die genau k Fixpunkte haben).

Damit ist Satz 5.5 bewiesen.

5.4. Beweis von Satz 5.1

Nun wollen wir Satz 5.1 beweisen. Dazu schauen wir uns an, was Satz 5.3 fiir
unsere Perlenketten besagt. Kommen wir also zu unserem Beispiel zuriick, wo
F=1{12.,qY"%und H = {Dg Ds,..,D-—} = {Ds | a € Z/nZ} war, wobei
die Abbildungen D, : F — F fiir alle a € Z /nZ gemaf3 definiert waren. Wir
wissen bereits, dafs H eine Abbildungsgruppe von F ist. Wir wollen nun zeigen,
da8 die von H induzierte Aquivalenzrelation R genau unsere Aquivalenzrelation

"k ist. Dazu stellen wir fest, daf3 fiir je zwei Funktionen f € F und g € F folgende
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Kette von Aquivalenzen gilt:

() =

es gibteinh € Hmith (f) = g)

es gibteina € Z,/nZ mit D, (f) = g)
es gibteina € Z,/nZ mit ((D, (f)) (x) =g (x) furallex € Z,/nZ))
es gibteina € Z/nZ mit (f (x +a) = g(x) furallex € Z,nZ))

— ( ek g) . (52)

(
= (
= (
= (

Hierbei folgt der erste Aquivalenzpfeil aus der Definition der Relation q ; der
zweite Aquivalenzpfeil folgt aus H = {D, | a € Z /nZ}; der dritte ist trivial (denn
zwei Funktionen sind genau dann gleich, wenn alle ihre entsprechenden Werte gle-
ich sind); der vierte folgt aus (46)); schliefSlich folgt der fiinfte aus der Definition der

Relation "<,
Wir haben damit gezeigt, dal die Aquivalenzrelation & identisch mit der Aquiv-

. k. .
alenzrelation "~ ist. Somit ist

neck

H
‘F/ ‘F/N‘ |H| h§{|leh| (nach Satz 5.3)
1 n—1
== ) |Fix Dy (53)
ey

(denn da H = {Dg, Dy, .., D=} gilt, und da die Abbildungen DO, Dy, .., D.—

paarweise verschieden sind, haben wir |H| =nund Y, |Fixh| = |F1x Dzl). Wir
heH a=0

wollen nun |Fix D] fiir jedes a € {0,1,...,n — 1} ausrechnen. Genauer gesagt: Wir
wollen zeigen, da |Fix D;| = ¢887(*") fiir jedes a € {0,1,...,.n — 1} ist.

Bevor wir dies beweisen, geben wir zuerst einen unformalen (aber hoffentlich
halbwegs anschaulichen) Beweisplan (wer nur den formalen Beweis will, kann
diesen Absatz iiberspringen): Die Menge Fix D; war ja definiert als die Menge
aller Farbwahler@ f € F, welche von der Abbildung D7 in sich selbst tiberfiihrt
werden, d. h. die Menge aller Farbwahlen f € F, welche von der Rotation der

Perlenkette um den Winkel E -360° in sich selbst tiberfithrt werden (denn die Ab-

bildung D7 entspricht der Rotatlon der Perlenkette um den Winkel - -360°, bzw.

der Wirkung, die diese Drehung auf Farbwahlen der Perlenkette ausubt) Nun ist
eine Farbwahl eine Abbildung von Z,nZ nach {1,2,...,q}, und solche Abbildun-
gen entsprechen eineindeutig n-periodischen Abbildungen von Z nach {1 2,..,q}.
Wenn die Farbwahl f von der Rotation der Perlenkette um den Winkel 2 - 360° in

sich selbst tiberfiihrt wird, muf§ die entsprechende n-periodische Abblldung von Z
nach {1,2,...,q} auch noch a-periodisch sein; sie ist also auch ggT (n, a)-perodisch,

80zur Erinnerung: Unter einer "Farbwahl" verstehen wir eine Abbildung von Z,nZ nach
{1,2,...,q}. Farbwahlen sind nicht zu verwechseln mit Fiarbungen, welche ja als Aquivalen-
zklassen von solchen Abbildungen definiert sind.
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und die Anzahl aller ggT (n,a)-perodischen Abbildungen von Z nach {1,2,...,q}
ist qesT(ne),
Hier der formale Beweis von |Fix Dz| = ¢88T(#"): Zuerst eine Definition:

Definition (k-periodische Abbildung): Sei k € Z. Sei Q eine Menge.
Sei f : Z — Q eine Abbildung. Die Abbildung f heifse k-periodisch,
wenn (f (x +k) = f (x) fir alle x € Z) gilt.

Z

Wir bezeichnen mit Qperk

von Z nach Q.

die Menge aller k-periodischen Abbildungen

Folgende Eigenschaften k-periodischer Abbildungen sind leicht einzusehen:

o Ist k € Z eine ganze Zahl, Q eine Menge, und f : Z — Q eine k-periodische
Abbildung, und ist n € N, dann gilt f (x +nk) = f (x) fur allex € Z. ]

o Ist k € Z eine ganze Zahl, Q eine Menge, und f : Z — Q eine k-periodische
Abbildung, und sind x und y zwei Elemente von Z mit x = y mod k, dann ist

fx)=1(y). (54)
2

e Ist k € Z eine ganze Zahl, Q eine Menge, und f : Z — Q eine k-periodische
Abbildung, dann gilt

f(x) = f (xmodk) fir alle x € Z. (55)

Hierbei bezeichnen wir mit x mod k den Rest, den die Zahl x bei Division
durch k 1a£3t.

e Jede Abbildung f : Z — Q ist O-periodisch.

e Ist k € Z eine ganze Zahl, Q eine Menge, und f : Z — Q eine k-periodische
Abbildung, dann gilt:

Ist k' € Z eine ganze Zahl mit k | K/,
dann ist die Abbildung f : Z — Q auch k’-periodisch. (56)

81Djes beweist man durch vollstandige Induktion nach n, unter Ausnutzung der Definition von
"k-periodisch".

82Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daf8 x < y ist (denn sonst
konnen wir einfach x mit y vertauschen). Dann ist y — x > 0. Ferner nehmen wir ebenfalls ohne
Beschrankung der Allgemeinheit an, daf8 k > 0 ist (denn fiir k = 0 ist die Aussage trivial, und

fiir k < 0 konnen wir einfach k durch —k ersetzen). Damit wird % >0(day—x>0).

y—x
k

€ IN. Nun wissen wir bereits, da8 f (x + nk) = f (x) fiir jedes n € N ist; angewandt

Aus x = ymod k folgt aber k | y — x und damit

y—x
k

aufn = 7 ; a ergibt dies f <x +7 ; xk) = f(x),also f(y) = f(x) (da x + %k =y), und

damit f (x) = é(y), was zu beweisen war.

8Dies folgt aus (54), angewandt auf y = x mod k (denn x = (x mod k) mod k).

€ Z. Zusammen mit y ; al > 0 wird dies

zu
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F4

e Sind k und ¢ zwei von 0 verschiedene ganze Zahlen, Q eine Menge, und
f :Z — Q eine Abbildung, dann gilt:

Genau dann ist die Abbildung f gleichzeitig k-periodisch und ¢-periodisch,
wenn sie ggT (k, {) -periodisch ist. (57)

F

Nun wollen wir sehen, dafs k-periodische Abbildungen Z — Q (fiir ein festes
k € IN;) in eineindeutiger Zuordnung zu Abbildungen Z,kZ — Q stehen. Die
Idee dahinter ist die folgende: Wenn f : Z — Q eine k-periodische Abbildung ist,
dann hangt der Wert von f (x) (fiir x € Z) nur von der Restklasse von x modulo k
ab (wegen (54)), und somit kann man f als Funktion der Restklasse von x modulo
k (statt als Funktion der ganzen Zahl x) auffassen. Umgekehrt: Hat man eine
Abbildung F : Z /kZ — Q, dann kann man aus ihr eine k-periodische Abbildung
f + Z — Q erhalten, wenn man f (x) = F(xy) fir alle x € Z setzt (wobei X
die Restklasse von x modulo k bedeutet). Wir wollen diese Zuordnung formal
definieren:

84Beweis: Fiir jedes x € Z gilt f (x+k) = f(x) (denn (angewandt auf y = x + k') ergibt
f(x)=f(x+k),dax=x+k modk ist (was wiederum aus k | k’ folgt)).
8 Beweis von : Um zu beweisen, miissen wir zwei Aussagen nachweisen:
Aussage 1: Ist die Abbildung f gleichzeitig k-periodisch und ¢-periodisch, dann ist sie
geT (k, 0)-periodisch.
Aussage 2: Ist f eine ggT (k, £)-periodische Abbildung, dann ist f gleichzeitig k-periodisch und
{-periodisch.
Beweis: Angenommen, f sei gleichzeitig k-periodisch und ¢-periodisch. Wir miissen dann
zeigen, daB8 f auch ggT (k, ¢)-periodisch ist.

In der Tat sei x € Z. Die Zahlen

sind ganz (denn ggT (k, ¢) teilt

{ > _ggT(kt) 0.

k
geT (k () ggT(k¢)) ggT(k() -
Der Satz von Bezout besagt, dafs fiir zwei beliebige teilerfremde ganze Zahlen « und § gilt: Es

ggT (k1) ggT (k,¢)

sowohl k als auch /) und teilerfremd (denn ggT (

gibt ganze Zahlen # und v mit ux 4+ v = 1. Angewandt auf a« = und B

k
geT (k1) 88T (k)
(diese beiden Zahlen « und f sind ganz und teilerfremd) ergibt dies, dafs es ganze Zahlen 1 und

v mit u -

+ov- = 1 gibt. Betrachten wir diese zwei Zahlen u und v. Es ¢ilt
ggT (k, 0) ggT (k, ) & &

uk + ol k . .
g T0) ~ u- T (5.0) +0- T (k1) 1, und damit uk + vf = ggT (k, £). Nun ist

f(x)=f(x+uk) (nach (54), angewandt auf y = x + uk, denn x = x + ukmod k)

=f|x+uk+0l
——
=ggT (k)

=f(x+ggT(k{)).

Da dies fiir alle x € Z gilt, folgt hieraus, dafl f eine ggT (k, £)-periodische Abbildung ist, und
Aussage 1 ist bewiesen.
Beweis von Aussage 2: Ist f eine ggT (k, £)-periodische Abbildung, dann ist f auch k-periodisch
(denn ggT (k, ¢) | k) und ¢-periodisch (denn ggT (k, ¢) | £). Damit ist Aussage 2 bewiesen.
Nachdem nun beide Aussagen 1 und 2 gezeigt sind, ist nachgewiesen.

nach (54), angewandt auf £, x 4 uk und x + uk + v/ statt k, x und y,
denn x + uk = x + uk + vfmod ¢
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Definition (R und R’Q/k): Sei k € IN eine positive ganze Zahl, und
Q eine endliche Menge. Fiir jedes x € Z bezeichnen wir mit X; die
Restklasse von x modulo k. (Insbesondere wird das, was wir weiter
oben mit X bezeichnet haben, in unserer neuen Notation X, genannt).

(a) Wir definieren nun eine Abbildung

Row: Oy — 0212
dadurch, daff wir fiir jede k-periodische Abbildung f : Z — Q eine
Abbildung Ro i (f) : Z/kZ — Q durch

(Rox(f) () = f(x)  farallex € Z)

definieren. (Diese Abbildung R (f) ist hierdurch tatséchlich wohldefiniert,
denn jedes Element von Z ~kZ 1afit sich in der Form xj fiir ein x € Z
schreiben, und wenn ein Element von Z kZ sich auf zweierlei Art als

Xy fur x € Z schreiben 1d6}t, dann sind die Werte von f (x) fiir diese
beiden moglichen x gleid‘@)

(b) Wir definieren ferner eine Abbildung
R,Qrk : QZ/kZ - Q}%erk

dadurch, dafd wir fiir jede Abbildung F : Z /kZ — Q eine k-periodische
Abbildung R, ; (F) : Z — Q durch

<<R’Q,k (P)) (x) = F (%) fiir alle x € z)

definieren. (Diese Abbildung R(,, (F) : Z — Q istin der Tat k-periodisch,

denn fiir jedes x € Z gilt (R’ (F)) (x+k)=F x + ki
Qk ——
=X} (denn x+k=x mod k)

F(®) = (Rbe(F)) (%))
Fiir jedes k € N und jede endliche Menge Q gilt Ry o R,k = id (denn fiir jede
Abbildung F : Z /kZ — Q ist (RQ,k o Rb,k> (F) =id (F) und RIQ,k oRg) =

8Denn sind x und y zwei Elemente von Z mit X; = ¥, dann ist f (x) = f (y) (denn aus X = ¥,
folgt x = ymod k, und somit ist f (x) = f (y) gemaB (54)).
8 denn fiir jedes x € Z ist

(RQ,k ° Rb,k) (F) | (=)

=Rok (R,Q,k(F))
= (RQ/k (Rb,k (F))) (x) = (Rb,k (F)) (x) (nach der Definition von Rg )
= F (%) (nach der Definition von Riy (F ))

= (id (F)) (%),

92



id (denn fiir jede k-periodische Abbildung f : Z — Q ist (Rgg,kORQ,k> (f) =

id (f) . Somit sind die Abbildungen Rq) und R, zueinander invers, und

folglich ist R eine Bijektion. Hieraus folgt: Ist k € IN; eine positive ganze Zahl,
und Q eine endliche Menge, dann ist

= Q. (58)

’ Qper k

Nun zum Beweis von |Fix D;| = qggT(“'”): Setzen wir Q = {1,2,...,q}. Dann ist
|Q| = g. Fiir eine Abbildung f € F gilt folgende Kette von Aquivalenzen{"|

(f € Fix Dy)

(Da(f) =f) <= ((Da(f))(y) = f(y) furalley € Z,/nZ)
(Dz (f)) (%) = f (%) fur alle x € Z)
f(x+a)=f(x) fur alle x € Z)

R}, (f)) (x+a) = (R' i (f)) (x) fiir alle x € z)
die Abbildung Ry, ,, (f) : Z — Q ist a-periodisch)
die Abbildung Ry, ,, (f) : Z — Q ist gleichzeitig a-periodisch und n-periodisch)
die Abbildung R}, ,, (f) : Z — Q ist ggT (a,n) -periodisch)

IHIIHHHIM

MmN T N NN/, N O

Q,” (f) € Qper geT(a n)) : (59)

Hierbei gilt der erste Aquivalenzpfeil wegen FixD; = {f € F | D;(f) = f}; der
zweite Aquivalenzpfeil ist trivial; der dritte Aquivalenzpfeil folgt daraus, dal jedes

und somit gilt (RQ,k o R’Q,k) (F) = id (F) (denn jedes Element von Z ~kZ hat die Form ¥ fiir
ein x € Z)
8denn fiir jedes x € Z ist

(RgioRax) () | ()
:Rb,k (RQ,k(f))

= (R'Q,k (Rok (f))) (x) = (Rox (f)) (%k) (nach der Definition von RlQ,k)
= f(x) (nach der Definition von Rg )
= (id (f)) (x)

%Denn da die Abbildung Rp : Qfer L — Q% kZ eine Bijektion ist, gilt

Q2| = [@77%| = QI = |}

(da |Z/kZ| = k).
9Begriindungen der jeweiligen Aquivalenzen finden sich weiter unten.
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Element y € Z nZ sich in der Form x fiir ein x € Z schreiben 1dfit; der vierte
Aquivalenzpfeil folgt aus (D; (f)) (X) = f (X +a) (dies gilt nach (46)); der fiinfte

Aquivalenzpfeil folgt aus (R’ n (f)> (x+a)=f(x+ay) = f(x+a) = f(x+a)
und (RE2 . (f )) (x) = f (xn) = f (¥) (was beides aus der Definition von R, , folgt);
der sechste Aquivalenzpfeil folgt aus der Definition einer a-periodischen Abbil-

dung; der siebte Aquivalenzpfeil folgt daraus, daff die Abbildung R’ . (f) immer

n-periodisch ist (nach der Definition der Abbildung R ), der achte Aqu1valen—
zpfeil folgt daraus, dafd eine Abbildung von Z nach Q genau dann gleichzeitig
a-periodisch und n-periodisch ist, wenn sie ggT (a, 1) perlodlsch ist (dies folgt aus
) der neunte Aquivalenzpfeil folgt daraus, dafl Q% die Menge aller

perggT(a,n)
ggT (a,n)-periodischen Abbildungen von Z nach Q ist.

Nun ist Fix Dz eine Teilmenge von F = {1,2,. ,q}Z/ nz QZ/ "Z_ Indes ist
Qper egT(an) eine Teilmenge von Qpern (denn jedes Element von Qper _— ist eine
ggT (a,n)-periodische Abbildung, also auch eine n-periodische Abbildung (denn
ggT (a,n) | n) und damit ein Element von Qrz,em). Die Aquivalenzkette 1} besagt

also:

-1
- z
D= ()" (OB u
Da R’Q , eine Bijektion ist, folgt hieraus |Fix Dz| = ’QperggT( o) | Doch
Q7 gtiam| = 1QIT@) (nach (8), angewandt auf k = ggT (a,))

— qggT(a,n)

(da |Q| = g). Zusammen mit |FixDz| = ergibt dies |FixD;| =

QZ

per ggT(a,n)

q887(") Damit haben wir |Fix D;| = g88T(*") bewiesen.
Damit wird zu

neck 1 ' n—l ggT(an) _ 1 (= ggT(in)
SR IR ot
—qggT(ﬂn)

(hier haben wir den Summationsindex a in i umbenannt)

1 n—1 )
<qggT (0,n) + Z qggT in ) _ E <qggT(n,n) + Z qggT(z,n)>

i=1 i=1
(denn ggT (0,n) = ggT (n,n), weil ggT (0,n) =n = ggT (n,n))

SIP—‘

qggT(l M)

|
Sy
=

Il
—_

i

n .

Da aber }_ qggT(l'”) = Y ¢ (d)g"* ist (wie wir bereits seit Abschnitt 1 wissen),
i=1 d|n

wird dies zu

‘F/ neck

Z(P n/d.
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Nun ist ‘F / "**| die Anzahl der Aquivalenzklassen beziiglich der Relation nf_\gk, in

die die Menge F = {1,2,..., % "% zerfillt. Wir haben also gezeigt: Die Menge

{1,2,...,q}% "% zerfillt in genau % Y ¢ (d) g"% Aquivalenzklassen beziiglich der
d|n

Relation n%k. Damit ist Satz 5.11 (b) bewiesen.
Aus Satz 5.1 (b) folgt, dafs . Y ¢ (d)q"/% € Z fiir jedes g € N und n € N gilt
d|n

(denn laut Satz 5.1 (b) ist % Y ¢ (d)g" " eine Anzahl, und Anzahlen sind immer
dln

ganze Zahlen). Damit haben wir einen neuen Beweis von Satz 1.1 im Falle von
g € IN erhalten. Doch dieser Fall ist nicht der einzig mogliche - es gibt auch noch
den Fall g € Z \ N (also g < 0), und in diesem Fall kénnen wir Satz 1.1 nicht mehr
aus Satz 5.1 (b) folgern (denn Satz 5.1 setzt ¢ € IN voraus, und ergibt fiir g < 0
keinen Sinn - was soll denn eine Farbung einer Perlenkette mit n Perlen in g Farben
sein, wenn g < 0 ist?). Kann man trotzdem unseren Beweis so ergdnzen, dafs er fiir
alle g € Z (also auch fiir die negativen) funktioniert? Die Antwort ist "ja", und zwei
Moglichkeiten, wie man diese Ergdnzung durchfiihren kann, werden in Abschnitt
6 vorgestellt. Doch jetzt in Abschnitt 5 wollen wir uns weiter mit der Kombinatorik
der Perlenketten und ihrer Verallgemeinerungen beschaftigen.

1
5.5. Aperiodische Perlenketten und » Y u(d)g®
dln

Wir haben aus Satz 5.1 (b) gefolgert, daf3 % Y ¢(d)g"% € Z fiir jedes g € N
d|n

1
und n € N, gilt. Nun wissen wir aus Abschnitt 2, daf auch . Yu(d)giez
dln

1
gilt - und es stellt sich die Frage, ob auch die Zahl . Y 1 (d) g ? eine dhnliche
d|n
kombinatorische Interpretation hat, d. h. Anzahl von irgendwelchen Farbungen

1
ist. Und tatséchlich ist . Y u(d)g"? eine Anzahl - namlich die der sogenannten
d|n
aperiodischen Farbungen einer Perlenkette aus n Perlen in q Farben. Wir wollen erst
einmal den Begiff einer aperiodischen Firbung einer Perlenkette aus n Perlen in

q Farben (d. h. einer aperiodischen Abbildung von Z,nZ nach {1,2, .., 4}, bzw.
richtiger: einer Aquivalenzklasse solcher Abbildungen) formal definieren:

Definition (aperiodische Abbildung): Sei n € IN;, und sei Q eine
Menge. Eine Abbildung f : Z,/nZ — Q heifse aperiodisc}@ wenn es
keine von 0 verschiedene Restklasse a € Z nZ gibt, die

(f (x+a)=f(x) fur alle x € Z /nZ)

erfiillt.

9IMan verwechsele den Begriff "aperiodisch" nicht mit dem Begriff "a-periodisch" fiir ein a € Z !
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n

Wir bezeichnen mit Q‘azpérz die Menge aller aperiodischen Abbildun-

gen von Z,/nZ nach Q. Offensichtlich ist Qazpér” Z eine Teilmenge von
QZ/Z.

Satz 5.6 (Aperiodischer Perlenkettensatz): Seien 4 € IN und n € IN.
(a) Es gilt

= dZV(d) g,

aper

‘{1,2,...,11}2/”2

(b) Wir betrachten die in Satz 5.1 definierte Aquivalenzrelation " auf
der Menge {1,2,...,q}Z/ "2 Gei "CF die Einschrankung dieser Rela-

aper

Z,/nZ

tion "<* auf die Teilmenge {1,2, ..., 4}, e

. Dann zerféllt die Menge

aper

{1,2,..,qY2" in genau %% 1 (d) g% Aquivalenzklassen beziiglich
n

der Relation "<~ .
aper

Bevor wir Satz 5.6 beweisen, wollen wir eine Umschreibung von Satz 5.6 (a)
geben, die von Abbildungen Z — {1,2,..,4} handelt, anstatt von Abbildungen
Z,/nZ — {1,2,..,q}. Diese Umschreibung (Satz 5.7 weiter unten) wird einfacher
zu beweisen sein als Satz 5.6 (a), und wir werden danach Satz 5.6 (a) aus ihr her-
leiten.

Wir haben bereits oben in Abschnitt 5.4 den Begriff einer k-periodischen Abbil-
dung eingefiihrt. Wir fiihren jetzt zwei damit verbundene Begriffe ein:

Definition (periodische Abbildung): Sei Q eine Menge. Sei f : Z — Q
eine Abbildung. Die Abbildung f heife periodisch, wenn es ein k € IN
gibt, fiir das f eine k-periodische Abbildung ist.

Definition (Minimalperiode einer periodischen Abbildung): Sei Q
eine Menge. Sei f : Z — Q eine periodische Abbildung. Unter der
Minimalperiode der Abbildung f verstehen wir dann die kleinste Zahl
k € IN,, fir die gilt, daf$ f eine k-periodische Abbildung ist@

Fiir jedes k € IN bezeichnen wir mit Qﬁmper  die Menge aller peri-

odischen Abbildungen von Z nach Q, deren Minimalperiode gleich k
ist.

Z

minperk fiir verschiedene

Aus dieser Definition folgt natiirlich, dafy die Mengen Q
Werte von k paarweise disjunkt sind.

Nun unsere Umschreibung von Satz S.ﬂ (zumindest von Satz 5.6 (a), doch Satz
5.6 (b) folgt recht schnell aus (a)):

Satz 5.7: Fiiralleqg € Nund n € IN ist ‘{1,2, s =Y u(d) g

minper n F
n

92Solche Zahlen k € IN; existieren wirklich, denn f ist eine periodische Abbildung.
%Genaueres dazu im Beweis von Satz 5.6.
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Beweis von Satz 5.7: Erstmal sehen wir, dafs fiir jedes n € IN, jede Menge Q und
jede Abbildung f : Z — Q gilt:

Genau dann ist f eine n-periodische Abbildung, wenn folgendes gilt:

(die Abbildung f ist periodisch, und die Minimalperiode von f ist ein Teiler von n) .
(61)

@ Fiir jedes n € IN; und jede Menge Q gilt also
{ f € Q% | f ist eine n-periodische Abbildung}
= { f € Q% | die Abbildung f ist periodisch, und die
Minimalperiode von f ist ein Teiler von n}

= U { f € Q% | die Abbildung f ist periodisch, und die}
dGN‘n

Minimalperiode von f ist d} . (62)
Doch fiir jedes n ist {f € Q% | f ist eine n-periodische Abbildung} = Qf,, (denn
so wurde die Menge Q}%erk definiert), und fiir jedes d ist
{ f € Q% | die Abbildung f ist periodisch, und die Minimalperiode von f ist d}
= Q?ﬁnperd

(denn so wurde die Menge Q% definiert). Also wird zu

minper k

Z _ Z
Qpern - U Qminperd'

dENIn

94Beweis von : Um (61) nachzuweisen, miissen wir zwei Aussagen zeigen:

Aussage 3: Ist f eine n-periodische Abbildung, dann gilt: Die Abbildung f ist periodisch, und
die Minimalperiode von f ist ein Teiler von n.

Aussage 4: Ist f eine periodische Abbildung, und ist die Minimalperiode von f ein Teiler von
n, dann ist f eine n-periodische Abbildung.

Beweis von Aussage 3: Nehmen wir an, f sei eine n-periodische Abbildung. Dann ist f eine
periodische Abbildung. Sei m die Minimalperiode von f. Das heifit, m ist die kleinste nattirliche
Zahl k € N, fiir die gilt, daf8 f eine k-periodische Abbildung ist. Insbesondere ist also f eine
m-periodische Abbildung. Somit ist f gleichzeitig n-periodisch und m-periodisch. Gemaf3
(angewandt auf n und m statt k und /) ist f also ggT (n, m)-periodisch. Daher ist ggT (n,m) > m
(denn die kleinste natiirliche Zahl k € IN, fiir die gilt, daf’ f eine k-periodische Abbildung ist,
ist m). Zusammen mit ggT (n,m) | m fihrt dies auf ggT (n,m) = m, und somit ist m | n. Das
heifit, die Minimalperiode von f ist ein Teiler von 7 (denn die Minimalperiode von f ist m, und
m ist ein Teiler von n). Damit ist Aussage 3 bewiesen.

Beweis von Aussage 4: Angenommen, die Abbildung f ist periodisch, und die Minimalperiode
von f ist ein Teiler von n. Bezeichnen wir diese Minimalperiode mit m, dann ist also m | n.
Andererseits ist f eine m-periodische Abbildung (denn m ist die Minimalperiode von f). Wegen
m | n folgt hieraus, da f auch eine n-periodische Abbildung ist (nach (56), angewandt auf m
und 7 statt k und k). Damit ist Aussage 4 gezeigt.

Da nun beide Aussagen 3 und 4 nachgewiesen sind, ist der Beweis von vollstandig.
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Ist Q eine endliche Menge, so folgt hieraus

‘ Qmmper d
de €N,

‘Qpern -

(denn die Mengen Q% fiir verschiedene Werte von k sind paarweise disjunkt).

minper k

= |Q|" (dies folgt aus (58), angewandt auf k = n) wird dies zu
& &

Wegen ‘Qpem

| Q | ! ‘ Qmmper d

d€N|n

Sei nun g eine feste nichtnegative ganze Zahl. Wir setzen Q = {1,2,...,q}, und
‘ fir alle n € ]N+>.

Wir erinnern uns an die Definition der Dirichlet-Faltung in Abschnitt 2.4. Fiir jedes
n € N, ist dann

(1) () = Dr@1(G) =T = 5 t@ = T [Qfapers

N dE]N‘n de N\n
=1

(denn T ‘Qmmperd
= Q" =¢"
(denn |Q| = |{1,2,...,q}| = q). Wenn wir eine weitere Zahlenfunktion « : N, — Z

durch (x (n) = q" fiir jedes n € IN) definieren, dann ldsst sich das umschreiben
als (t+1) (n) =« (n). Da dies fiir alle n € IN. gilt, ist also T * 1 = x. Daher ist

definieren eine Zahlenfunktion 7 : N} — Z durch (T( ) = Qmmpern

nach der Definition der Zahlenfunktion T)

kxpu=(Tx)xpu=1*(1*xp) (denn die Dirichlet-Faltung = ist assoziativ)
= Tx*¢

(denn da die Dirichlet-Faltung * kommutativ ist, gilt 1 *xy = p*1 = & (nach
Satz 2.4 (b))). Wegen Txe = T wird dies zu x * y = T. Somit ist yxx = T
(denn x * p = p*x, da die Dirichlet—Faltung * kommutativ ist). Fiir jedes n €

N, ist also (p*x)(n) = 7v(n). Wegen T( und (p*x)(n) =

= ‘ Qmmper n

Y u(d)x (E) = Z 1 (d) g™ (denn (g) =K (n/d) = "/ nach der Definition
dln

von k) wird dies zu ‘Qmmpern

= Y u(d)g"? Wegen Q = {1,2,...,q} bedeutet
dln

dies ’{1,2,...,q}Z

minper 1

= Y u(d) g%, und damit ist Satz 5.7 bewiesen.
d|n

Nun zum Beweis von Satz 5.6: (a) Wir wollen Satz 5.6 (a) auf Satz 5.7 zurtick-
fithren. Sei Q die Menge {1,2,...,q}. Wir setzen F = {1,2,...,q}% "% = QZ/"Z,
und wir fiihren fiir jedes a € Z,nZ die Abbildung D, : F — F wie in Abschnitt
5.3 ein.
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Fiir jede Abbildung f : Z nZ — Q und jede Restklasse a € Z nZ gilt dann
folgende Aquivalenz von Aussage

(f (x+a)=f(x) fur allex € Z,/nZ)
< ((Da(f)) (x) = f(x) furallex € Z,/nZ)
= (Da(f) = f) = (f € FixDy). (63)

Hierbei ist der erste Aquivalenzpfeil trivial (denn f (x +a) = (D, (f)) (x) nach der
Definition von D,), und der zweite ebenfalls (denn zwei Abbildungen sind genau
dann einander gleich, wenn alle ihre Werte jeweils tibereinstimmen); der dritte folgt
aus der Definition von Fix D,.

Fﬁ‘l%fde Abbildung f : Z,/nZ — Q gilt nun folgende Aquivalenz von Aus-
sage

(feQa?)
<= (die Abbildung f ist aperiodisch)
— ( es gibt keine von 0 verschiedene Restklasse a € Z,nZ, die )
(f(x+a) = f(x) fur alle x € Z nZ) erfiillt
<= (es gibt keine von 0 verschiedene Restklasse a € Z,/nZ, die f € Fix D, erfiillt)
< (es gibtkeina € {1,2,..,n — 1}, das f € Fix D, erfiillt)
<= (es gibtkeini € {1,2,..,n — 1}, das f € Fix D; erfiillt)

n—1 n—1
— (fg_é UFixDZ.) — (feQZ/”Z\UFixDZ). (64)
i=1 i=1

Hierbei ist der erste Aquivalenzpfeil eine Konsequenz der Definition von Qazpér” =
der zweite Aquivalenzpfeil ergibt sich aus der Definition des Begriffes "aperi-
odisch"; der dritte folgt aus ,' der vierte ist offensichtlich (denn die von 0 ver-
schiedenen Restklassen a € Z nZ sind genau die Restklassen 1,2, .. n—1); der
tiinfte ist vollig trivial (da haben wir einfach a = i substituiert); der sechste bedarf
keiner Erklarung; der siebte folgt schliellich aus f € Q% "Z,

Nun erinnern wir uns an die in Abschnitt 5.4 definierten Abbildungen Rg ) und
Rb . fur jedes k € IN . Fiir jedes k € IN, ist R’Q ; eine Bijektion (denn wie wir aus
Abschnitt 5.4 wissen, ist Ry, , invers zu der Abbildung R, x). Insbesondere ist R{ p

eine Bijektion.
. n—1
Aus der Aquivalenz folgt nun Qazpéf z — Q%/ "\ |J Fix D;. Mit der in
=1

1

%SWeiter unten werden diese Aquivalenzpfeile auch genauer begriindet.
%Weiter unten werden diese Aquivalenzpfeile auch genauer begriindet.
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Abschnitt 5.4 definierten Abbildung Ry, , ist also

n—1 n—1
(Qangz> — R}, <QZ/nZ\ |J Fix Dl.) = Ry, (QZ/ ”Z) \ | Rg, (FixD5)
~ i=1

i=1

S

Qger n
(denn Rb ist eine Bijektion)

(denn RG,, ist eine Bijektion)
n—1
= QI:Z>ern \ U R/ n (FIX Dz) Qpern\ U QperggT 111
i=1

(denn Ry, (FixD;) = Qpergng fiir jedes i € {1 2,.,n—1} . Wegen

U Q% = U Q% (dies folgt aus U Q% - U Q%
perggT(in) dEN,; d<n minper d perggT(in) dEN,; d<n minper d

%denn nach , angewandt auf i statt a, gilt FixD; = (R’Q ) (Qperggmn ), und damit

Ry, (FixD;) = Q% ) (weil R{, , eine Bijektion ist)

perggT(in)
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und U Q% g € U Q% wird dies zu
dEN,; d<n minper perggT(in)

o (Q5d?) = Qi U Qinpera (65)

d€N),; d<n

Doch wir wissen, dafs

Z
Qper n U lenper d — U Qmmper d U Qmmper n

dENln dEN‘n, d<n

%Beweis: Sei f ein Element von U QperggT(l "y

QperggT(i 0 Die Abbildung f 1st also eine ggT (i, n)-periodische Abbildung. Doch nach

(angewandt auf ggT (i, n) statt n) ist f genau dann eine ggT (i, n)-periodische Abbildung, wenn
gilt:

Dann gibt es ein i € {1,2,..,n—1} mit f €

(die Abbildung f ist periodisch, und die Minimalperiode von f ist ein Teiler von ggT (i,n)).

Da f eine ggT (i, n)-periodische Abbildung ist, folgern wir hieraus, daf8 die Abbildung f peri-
odisch ist, und die Minimalperiode von f ein Teiler von ggT (i, n) ist. Bezeichnen wir mit § die
Minimalperiode von f, dann ist also ¢ | ggT (i, 7). Daraus folgt 6 € N}, (denn ¢ | ggT (i,n) | n)

und 6 < ggT(i,n) < i < n—1 < n. Damit ist Qmmpew - U Qmmperd Wegen

dEN|,; d<n
f e Qﬁinper s (denn die Abbildung f ist periodisch, und die Minimalperiode von f ist §) ist

also f € U

Qifinperd-
deN),; d<n minper

Wir haben also fiir jedes Element f von U QZ gezeigt, dafl f € U

Qsinperd
deN,; d<n minper

perggT(in)

ist. Daraus folgt U Q%Z was zu beweisen war.

- 2 d’
per gg i 1’!) d ‘n’ <n mmper

9 Beweis: Sei f ein Element von U
dEN|,; d<n

f e Qﬁmper ;4 erfiillt. Somit ist f eine periodische Abbildung, und die Minimalperiode von f

ist d. Also ist f eine d-periodische Abbildung (denn d ist die Minimalperiode von f, also die
kleinste Zahl k € N, fiir die gilt, da8 f eine k-periodische Abbildung ist). Das heifit, f € Q%

Qmmper 4~ Dann gibt es ein d € IN|,, mit d < n, welches

perd-
Wegen d = ggT (d,n) (denn d | n) wird dies zu f € QperggT (dn)’ Doch wegen d € {1,2,..,n—1}
(denn d € N}, und d < n) ist QperggTdn) C U QperggT (i) Aus f € QperggTdn) folgt also
f€ U QperggTzn

Wir haben also gezeigt: Fiir jedes Element f von de]N‘LnJ; B Qmmper g gilt f € U QperggT (im)"

Hieraus folgt U Qmmp ord & U QZ , was zu beweisen war.

4N, d<n per ggT(in)
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ist, und dafs die Mengen U Qﬁmp org Und Qmmpem disjunkt sind (denn
dENln; d<

U Qmmper d N Qmmper n U (Q minper d N lenper n)
deN),; d<n deN),; d<n o
=g (denn die Mengen QZ

und Q%
die Mengen Q%

minper d

mmpem sind disjunkt, weil

minperk fiir verschiedene

Werte von k paarweise disjunkt sind)

= |J o=92

de]N‘n; d<n

). Hieraus folgt
Z Z Z
Qpern \ U Qminperd = Qminpern’

de]N|n; d<n
Somit wird (65) zu
/ Z,/nZ
R n (Qapér ) Qmmpern

Z,/nZ

Da Rb , eine Bijektion ist, folgt hieraus ‘Qaper )Qmmpern Doch wegen
{1,2,...,q} = Qist
z d
{1 2 }mmper n ‘ Qazpélzqz ‘ Qmmper n ‘ {1 2 mlnper n Z ;/l n/

(nach Satz 5.7), und damit ist Satz 5.6 (a) gezeigt.

(b) Sei p die Anzahl der Aquivalenzklassen beziiglich der Relation meck , in die die

aper’
Menge {1,2,. ,q}angrnz zerfallt. Wir bezeichnen diese Aquivalenzklassen mit Ay,
Ay, ..., A, (wobei jede Aquivalenzklasse genau einmal in der Liste (Aq, A, ..., A,)
Vorkommen soll). )
Wir wollen zuerst einmal beweisen: Fiir jedes i € {1,2,...,p} ist ‘Ai] = n.
In der Tat setzen wir Q = {1 2 .,q}. Wie wir im Beweis von Satz 5.6 (a) gezeigt

haben, gilt Qazpéf z _ Qz/nz \ U Fix D;. Wegen

i=1

n—1
JFixD;= |J  FixD;
i=1 ie{1,2,.,n—1}
= U Fix Dy, (hier haben wir b fiir i substituiert)
be{12,..,n—1}
= U Fix D, (denn {1,2,..,n —1} = (Z,/nZ)\ {0})
be(Z,/ nZ)\{0}
wird dies zu Qiger” = Q%% \ U Fix D,.

€z, nzZ)\{0}
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Nun seien f und g zwei Elemente von Q‘azpéf Z_ Dann gilt folgende Kette von

Aquivalenzen:

<f “fefikg> — (fnre\gkg> <= (esgibteina € Z/nZ mit D, (f) =g). (66)

aper
Hierbei folgt der erste Aquivalenzpfeil aus der Definition von negk (ndmlich haben
aper

wir die Relation "<* als die Einschrankung der Relation "k auf die Teilmenge
aper

{1,2,..., q}z/ nZ _ Qézpéfz definiert), und der zweite Aquivalenzpfeil folgt aus .

aper
Fiir jedes f € Quser” gilt nun:

(Aquivalenzklasse von f beziiglich der Relation n%k)

aper
7 /nZ neck
Z{geQapér” | fIS g}

aper
— {g € Qazpérnz | esgibteina € Z,/nZ mit D, (f) = g} (nach (66))
={Da(f) | a€Z/nZ} (67)

(denn fiir jedes a € Z /nZ ist D, (f) € Qazpér” z . Fiir verschiedene Elemente
a € Z,/nZ sind auch die Abbildungen D, (f) verschieden™ 1} hieraus folgt

{Da(f) | a€Z/nZ}| =|Z,/nZ| =n.

100Beweis: Wegen f € Qazpérnz = Q%/mZ\ U FixDy ist f ¢ U Fix D,. Fiir
be(Z,/nZ)\{0} be(Z,/nZ)\{0}
jedes b € (Z,/nZ)\ {0} ist also f ¢ Fix Dy, also (mit anderen Worten) Dy, (f) # f, und damit
auch D, (Dy (f)) # Da(f) (denn D ist eine bijektive Abbildung), also Dy (D, (f)) # Da (f)
(denn
Dy(Du(f) = (DioDi) () =Dog()= Dawy ()= (DsoDy)(f) = Du(Dy(f)
Dy, (nach @) —Dy.) —DyoD), (nach @)
), und damit D, (f) ¢ FixD,. Da dies fiir alle b € (Z,/nZ)\ {0} gilt, ist also D, (f) ¢
U Fix D,. Das heift, D, (f) € QZ/"Z\ U FixD, = Qisel”, was zu

be(Z,/nZ)\{0} be(Z,/nZ)\{0}
beweisen war.

101 Bepeis: Seien a und A zwei verschiedene Elemente von Z ,nZ. Wir miissen dann beweisen, dafl
auch die Abbildungen D, (f) und D4 (f) verschieden sind. Dazu bemerken wir, daf§

DpoDgp=Dg-p)sa (nach (7))

gilt, und wir

Da(Da—na (f)) = | DaoDa—a | (f) = Da(f)

=D,
haben. Doch aus f € Qazpér" Z — QZ/Z\ U Fix Dy, folgt f ¢ U Fix Dy,
be(Z,/ nZ)\{0} be(Z,/nZ)\{0}

und daher f ¢ FixDj fiir alle b € (Z,/nZ)\ {0}. Angewandt auf b = a — A ergibt dies
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Wegen (67) wird dies zu

Aquwalenzklasse von f beztiglich der Relation neskl — (68)

aper

Hieraus folgt |A| = n fiirjedes i € {1,2,...,p} (denn ist f ein Element der Aquiv-

alenzklasse Al, dann ist A; die Aquivalenzklasse von f beziiglich der Relation E\Sk,
aper

und aus (68) folgt nun |A;| = n). Da die Aquivalenzklassen A;, Ay, ..., A, paar-
weise disjunkt sind (weil verschiedene Aquivalenzklassen stets disjunkt sind), ist
nun |[AjUAU..UA,| = }Al{ —i—!Az‘ +...+ }AP| =p+n+..4+n = pn Doch

—n pmal n
wegen AjUA, U UA, = {1 2,. ,q}azpérnz (denn Ay, Ay, ..., A, sind alle Aquiv-
alenzklassen beziiglich der Relation "X in die die Menge {1,2,..., g} 2 "% zerfillt)

aper’ aper

ist |[A1UA,U..UA,| = ‘{1,2,...,q}z/”Z

aper

= 2 u(d) q”/d (nach Satz 5.6 (a)), und

damit wird dies zu ¥ u (d) g% = pn, also zu p = E Y 1 (d) g . Da p definiert
d|n dln
war als die Anzahl der Aquivalenzklassen beziiglich der Relation izk in die die
aper’

Menge {1,2, ...,q}Z/ "Z erfallt, heiflt dies also: Die Menge {1,2,. ,q}Z/ "Z gerfallt

aper aper

1
in genau = Y u(d) "% Aquivalenzklassen beziiglich der Relation af;ér Damit ist

Satz 5.6 (b) bewiesen.
[...]

lab hier BAUSTELLE]

* mu und aperiodische perlenketten
* allgemeine fragestellung

* daraus 2.4

* beweis

* gewichtete fragestellung

* daraus 4.1

* beweis

* hinweis: das ist der engel-beweis
* bracelets

6. Der negative Fall und die Kombinatorik

Wie wir am Ende von Abschnitt 5.4 gesehen haben, folgt aus Satz 5.1 "beinahe"
Satz 1.1, denn Anzahlen sind stets ganze Zahlen. Das einzige, was diesen Beweis

f & FixD,_s (denna— A € (Z,/nZ)\ {0}, denn a # A liefert a — A # 0), also D,_4 (f) # f.
Da D4 bijektiv ist, folgt hieraus Dy (D,—a (f)) # Da (f). Wegen D (D,—4 (f)) = Da(f)
bedeutet dies D, (f) # Dy (f). Folglich sind die Abbildungen D, (f) und D4 (f) verschieden,
was zu beweisen war.
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behindert, ist die Tatsache, dafs g € IN gelten muss, damit wir Satz 5.1 anwenden
konnen, und somit der Fall 4 < 0 nicht durch diesen Beweis abgedeckt wird. Doch
diese Beweisliicke ist nicht schwer zu flicken: Wir miissen den Fall 4 < 0 auf
den Fall ¢ > 0 zuriickfithren. Mit anderen Worten miissen wir folgendes Lemma
zeigen:

Lemma 6.1: Wenn Satz 1.1 fiir alle g € N gilt, dann gilt Satz 1.1 auch
allgemein (das heifst, fiir alle g € Z).

Wir kénnen dieses Lemma auf zwei verschiedene Weisen beweisen: Die erste
ist sehr kurz und einfach, aber nicht so einfach auf andere Situationen (wie Satz
4.2) verallgemeinerbar; hingegen ist die zweite nicht so kurz, aber trivial zu ve-
rallgemeinern (sie zeigt allgemein, dafd ein Polynom, das an allen nichtnegativen
ganzen Zahlen ganze Werte annimmt, auch an den negativen ganzen Zahlen eben-
falls ganze Werte annehmen muss).

Erster Beweis von Lemma 6.1: Wir nehmen an, dafd Satz 1.1 fiir alle g € IN gilt.
Nun wollen wir zeigen, dafd Satz 1.1 auch allgemein, also fiir alle g € Z gilt. Seien
g € Z und n € N, beliebig gewdhlt. Sei r der Rest, den q bei Division durch n
lasst. Dann ist ¥ € IN und g = r mod n. Wenden wir Satz 1.1 auf r statt g an (dies
diirfen wir tun, denn r € IN, und wir haben ja angenommen, daf} Satz 1.1 fiir alle

1
g € N gilt), so erhalten wir . Y ¢ (d)r/% € Z. Das heiit, ¥ ¢ (d) " € nZ,

d|n dln
also Y ¢ (d) /% =0 mod n. Wegen g = r mod # folgt hieraus ¥ ¢ (d) "% =0
d|n d|n
mod 1, also ¥ ¢ (d) g% € nZ, und damit % Y ¢ (d) g% € Z. Damit ist Satz 1.1
d|n dln

bewiesen (und zwar im allgemeinen Fall, also im Fall einer beliebigen ganzen Zahl
q € Z). Also ist Lemma 6.1 gezeigt.

Wir werden bald einen zweiten Beweis von Lemma 6.1 geben; hierzu benotigen
wir allerdings folgendes Hilfsresultat:

Satz 6.2: Sei n eine ganze Zahl. Sei P ein Polynom mit rationalen Ko-
effizienten in der Variablen X. Angenommen, deg P < n. Dann sind
folgende drei Aussagen P;, P, und P53 dquivalent:

Aussage Py: Es gilt P (q) € Z fur alle g € Z.
Aussage Py: Es gilt P (q) € Z fur alle g € {0,1,...,n —1}.

Aussage Ps: Es gibt ganze Zahlen ay, ay, ..., a,—1, so dafs

PX) = T a (%) (©9)

k=0

das Polynom , und

k k!
die Gleichung ist als eine Gleichung zwischen Polynomen zu ver-
stehen.

gilt. Dabei bezeichnet (X X(X-1).(X-k+1)
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Dieser Satz ist im Ubrigen nicht nur fiir uns hier von Bedeutung; so taucht die
Aquivalenz der Aussagen P; und P; als Proposition 7.3 (a) in [15] auf, wo sie zur
Konstruktion des Hilbertpolynoms verwendet wird.

Beweis von Satz 6.2: Es ist klar, dal8 P; = P, und P3 = P; ist@ Um die
Aquivalenz der Aussagen P;, P, und Pz nachzuweisen, miissen wir also nur noch
zeigen, dafy P, = P; ist.

Beweis von P, = P3: Wir beweisen nun die Implikation P, = P3. Dazu
nehmen wir an, dafs Aussage P, erfiillt ist, und versuchen Aussage P3; zu beweisen.

Da Aussage P, erfiillt ist (laut Annahme), gilt P (q) € Z furalleq € {0,1,...,.n — 1}.
Mit anderen Worten: Es gilt P (¢) € Z fir alle ¢ € {0,1,...,.n — 1}.

Nun definieren wir n rationale Zahlen ay, a;, ..., a,,_1 durch

(ak = i (=1 @p (0) fiir alle k € {0,1,....n — 1}) :

(=0

Diese rationalen Zahlen ay, a3, ..., 4,1 sind ganz (denn fiir jedes k € {0,1,...,.n — 1}
gilt

w=y -0 (4) P (1)

(=0 e
T N\ —— e’ cZ
€Z (denn (<k<n-—1, also £€{0,1,...n—1},
und hieraus folgt (wie wir wissen) P({)€Z)

). Wir wollen nun zeigen, daf$ diese ganzen Zahlen die Gleichung erfiillen.
In der Tat erfiillen diese ganzen Zahlen fiir jedes x € {0,1,...,n — 1} folgendes:

nil . (i) _ gé (_1)k_e <’E) P (¢) (;i) (nach der Definition von aj)

k=0
——r
n—1n—1
=X Lz
(=0 k=¢
n—1n—1 B k X n—1 n—1 B k X
S o (o) - EroEen () 0)
(=0 k=¢ /=0 oy
(70)
Nun ist aber
@ (i) - @ G:ﬁ) fiir beliebige ganze x, kund £ mitk > £ >0 (71)

1027um Beweis von Pz = P; benotigt man Satz 3.3 (b).

106



@ Somit gilt fiir jedes £ € {0,1,...,n — 1} folgendes:

o (- (6 e

k=¢

-2 ()

=0
(hier haben wir k — £ in der Summe durch u substituiert)
x\ "t x—/
- (=1)" ( ) : (72)
PR
Wir wollen nun zeigen, da8 fiir jedes ¢ € {0,1,...,.n — 1} gilt:

) N u (x—4 1, wenn x = ¥;
(£> L;) (=1) ( u >:{ 0, wenn x # ¢ ° (73)

Um dies zu beweisen, unterscheiden wir zwei Fille: den Fall x < ¢, und den Fall

x > (. Im Fall x < £ ist offensichtlich (denn im Fall x < /£ ist (;) = 0 (weil

1, wennx =/,
x < £ und x > 0) und 0, wennx £( 0 (denn aus x < /¢ folgt x # ¢), und

somit sind beide Seiten der Gleichung gleich Null, weshalb diese Gleichung
offensichtlich gelten muss). Im Fall x > ¢ ist x — ¢ > 0, und somit folgt in

10 e aus @ _ k(k—l)...g?k—é—irl) oy <;§> _ x(x—l)..}cfx—k—i-l) folgt

(k) <x> Ck(k=1).(k—0+1) x(x—1)..(x—k+1)

) \k 0 o
_x(x—l)...(x—k+1)/ .
) . K1) (k=07 1)
o kkeena
TR— 1) (k= £ 1) KOk

x(x—1)..(x—k+1)

- | (k=01
1
= (x(x—=1)..(x—k+1)) =)
=(x(x—1)...(x—=0+1))-(x—0) (x—L—1)...(x—k+1))
Cx(x—1)..(x—L+1) (x=0)(x—0—-1)..(x—k+1)
B /! ' (k—20)!
_(* (x=O)(x—L—-1)..((x=0)—(k—0)+1) (x—¢
(€> - (k—0)! _<k—£)

-(06=)
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diesem Fall aus

=0 (denn x—¢>0 und u>x—¥)

0
( . > -

denn wegen x € {0,1,...n—1} istx <n—1,
also x — ¢ <n—1— ¢ und damit

e () e (L) e e ()

u u=0 u=x—{+1 u

()] Doy Ko

u=x—~0+1

=(1+(-1))*" ¢ (nach der binomischen Formel) =0

N (z) ((1+(=1)""+0)
=)o =)o = () L it

. _ 1, wenn x — ¢ = 0; 1, wenn x = ¢;
. > X e: 7 V4 — 7 7
(dennwegenx ¢>0ist0 { 0, wenn x — £ % 0 { 0, wenn x £ ( )

X
_ (£>-1,Wennx:€, _{1,wennx:€;
(z)-O,Wennx;&E 0, wenn x 7 £
. ) X 14
denn im Falle von x = /¢ ist (£> 1= (£> 1=1,
A
=1
und im Falle von x # / ist (;) 0=0

Somit ist die Gleichung in beiden Fillen x < ¢ und x > ¢ bewiesen. Damit ist
der Beweis von vollstindig.

Aus und folgt
”i:l (_1);{4 K\ (x\ [ 1, wennx =1
= ¢J\k) | 0, wennx #/
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fiir jedes ¢ € {0,1, ...,n — 1}. Somit wird zu

Lu()- 5 roge ()6

=/
~— .
[E{O/Emfl} 1, wenn x = ¢;
0, wenn x # ¢
_ Z { wenn x = /;
te{o,.., wenn x 7 £
, wenn x = /; 1, wenn x = /;
= Z + Z P(?) { ¢ /
26{0 1 ..... n— 5 i wenn x 7 £ _ te{01,..n—1}; R 0, werln x 7 .
= =1 (da x=0) x#L —0 (da x#0)
= Y P11 4+ Y  PU)0O=P(x)1+0=P(x).
te{0,1,...,n—1}; te{0,1,...,n—1};
x={ | x#L
=P(x)1 (denn;cre{o,l ..... n—1}) ~0

Mit anderen Worten:

Hiak(;ﬁ) —P(x)=0.

k=0

n—1
Das heifdt, das Polynom Y a; (?{() — P (X) € Q[X] hat x als Nullstelle. Da dies fiir
k=0

n—1 X
alle x € {0,1,...,n — 1} gilt, hat dieses Polynom } ak( k) — P (X) also die Zahlen
k=0

n—1
0, 1, ..., n —1 als Nullstellen. Doch der Grad des Polynoms Y a Gf) — P (X)
k=0

ist < n @ Ein Polynom von Grad < n, welches mindestens n paarweise ver-
schiedene Nullstellen hat, muss bekanntermaflien identisch Null sein. Da unser

X
Polynom 2 Ay (k) P (X) einen Grad < n hat und mindestens n paarweise ver-

schledene Nullstellen hat (ndmlich die n Nullstellen 0, 1, — 1), muss dieses

104denn

n—1
deg (Z ak(i()) < max [ deg <}k(> |ke{0,1,.,n—1}
k=0

———
=k
=max{k|ke{0,1,.,n—1}}=n—-1<n

und somit

deg (}g ” (f) _p (X)) < max { deg (;g o Cf)),deg(p x) Y <n
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Polynom also identisch Null sein.
n—1 X
Wir haben also gezeigt: Das Polynom )} a; ( k) — P (X) ist identisch Null. Mit
k=0

X
anderen Worten: P (X) = Z ak( ) Damit ist gezeigt, dafy unsere ganzen Zahlen

ag, a1, ..., a,_1 die Gle1chung 69) erfiillen. Somit ist Aussage P3 giiltig. Wir haben
damit d1e Implikation P, = P3 nachgewiesen. Wie schon gesagt, folgt daraus so-
fort die Aquivalenz aller drei Aussagen P, P, und P3. Somit ist Satz 6.2 bewiesen.
(Ein anderer Beweis von Satz 6.2, genauer gesagt von der Implikation P, = Ps,
lafst sich durch Induktion nach # fiihren.)
Aus Satz 6.2 folgt:

Lemma 6.3: Sei P ein Polynom mit rationalen Koeffizienten in der Vari-
ablen X. Angenommen, P (q) € Z fiir alle ¢ € N. Dann ist P (q) € Z
tir alle g € Z.

Beweis von Lemma 6.3: Wir nehmen o. B. d. A. an, da P # 0 ist, da sonst
die Aussage von Lemma 6.3 trivialerweise gilt. Also ist deg P eine wohldefinierte
natiirliche Zahl. Sei n = degP + 1. Dann ist degP < degP +1 = n. Nun gilt
P(q) € Z fur alle g € {0,1,...,n — 1} (denn laut Annahme gilt P (q) € Z fiir alle
g € N, und offensichtlich ist jedes g € {0,1,...,n — 1} ein Element von IN). Das
heifst, unser Polynom P erfiillt Aussage P, von Satz 6.2. Da (gemafs Satz 6.2) die
Aussagen P;, P, und Pz von Satz 6.2 dquivalent sind, erfiillt also das Polynom P
auch die Aussage P; von Satz 6.2. Mit anderen Worten: Es gilt P (q) € Z fiir alle
g € Z. Damit ist Lemma 6.3 bewiesen.

Zweiter Beweis von Lemma 6.1: Wir nehmen an, dafs Satz 1.1 fiir alle g € IN gilt.
Nun wollen wir zeigen, daf Satz 1.1 auch allgemein also fiir alle g € Z gilt.

Da Satz 1.1 fiir alle g € IN gilt, haben wir — Z ¢ (d) g% € Z fur alle g € Z.
1 dln

Sei P das Polynom % Y ¢ (d) X"/ in der Variablen X. Offensichtlich hat das
d|n

Polynom P rationale Koeffizienten und Grad degP = n < n + 1. Fiir jedes g € IN
gilt

Z¢ g (@P—12¢@Xwﬁ
n d|n

d\n
€Z (laut dem Obigen, da g € IN).

Nach Lemma 6.3 folgt hieraus, dal P (q) € Z fiir alle g € Z gilt. Da aber P (q) =
1 1
. Y ¢ (d) g™/ fiir alle g € Z gilt (denn P = . Y ¢ (d) X"/, ist also

d|n d|n

—Z¢ 9" =P(g) ez

d|n
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tir alle g € Z. Mit anderen Worten: Satz 1.1 gilt im allgemeinen Fall (d. h. fiir jede
beliebige Zahl g € Z). Damit ist Lemma 6.1 gezeigt.

Satz 6.2 ist weit nicht die allgemeinste Aussage dariiber, wann Polynome ganz-
zahlige Werte annehmen. Eine Reihe von Erweiterungen wurde von Bhargava in
[17] gezeigt. Wir beschrianken uns hier darauf, eine (recht naheliegende) Verall-
gemeinerung von Satz 6.2 zu geben, in der {0,1,..,n — 1} durch ein beliebiges
Intervall von n aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen ersetzt wird:

Satz 6.4: Sei n eine ganze Zahl. Sei P ein Polynom mit rationalen Koef-
fizienten in der Variablen X. Angenommen, degP < n. Sei & € Z eine
fest gewdhlte ganze Zahl. Dann sind die folgenden vier Aussagen P;,
P>, P3 und P, dquivalent:

Aussage Py: Es gilt P (q) € Z fir alle g € Z.
Aussage Pp: Es gilt P (q) € Z fur alleg € {0,1,...,n — 1}.
Aussage P3: Es gibt ganze Zahlen ay, ay, ..., a,_1, so dafs

Px) =Y a (f) (74)

k=0
X(X—1) (X —k+1)

X
gilt. Dabei bezeichnet ( P das Polynom o , und
die Gleichung ist als eine Gleichung zwischen Polynomen zu ver-

stehen.
Aussage Py: Es gilt P(q) € Z furalleg € {a,a +1,...,a +1n —1}.

Beweis von Satz 6.4: Die Aussagen P1, P, und P3; von Satz 6.4 sind genau die
Aussagen P;, P> und P3 von Satz 6.2. Aus Satz 6.2 wissen wir somit, dafs die
Aussagen P;, P, und P3 dquivalent sind. Es bleibt uns nur noch, die Aquivalenz
dieser Aussagen zu Aussage P4 nachzuweisen.

Wenn Aussage P gilt, dann gilt offensichtlich auch Aussage P4 (denn jedes
g € {a,a+1,..,a+n—1} ist ein Element von IN). Die Implikation P; = P4
ist damit gezeigt. Wir wollen nun die umgekehrte Implikation zeigen, also die
Implikation Py = P;.

Angenommen, Aussage P; sei erfiilllt. Das heifit, es gilt P(q) € Z fir alle
g € {a,a+1,..,a+n—1}. Sei Q das Polynom P (« + X). Dann ist degQ =
deg (P (« + X)) = deg P (denn der Grad eines Polynoms dndert sich nicht bei "hor-
izontaler Parallelverschiebung”, d. h., Substitution von a + X fiir X). Somit ist
deg Q < n (denn deg P < n). Fiir alle g € {0,1,..,n — 1} gilt

Q(q) = P(a+q) (denn Q = P (a + X))
c7 nach Aussage P;, angewandt auf a + g statt g
(demna+g € {a,a+1,..,a+n—1} (denng e {0,1,..,.n—1})) )~

Somit gilt die Aussage P, von Satz 6.2 mit P ersetzt durch Q. Da (gemafs Satz
6.2) die Aussagen P;, P, und Pz von Satz 6.2 dquivalent sind, gilt also auch die
Aussage P von Satz 6.2 mit P ersetzt durch Q. Das heifst, es gilt

Qg eZ fur alle g € Z. (75)
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Sei nun g € Z beliebig. Da Q = P(a+ X) ist, gilt Q (g —a) =P (a+ (g —a)) =
P(gq). Doch aus (angewandt auf g — « statt g) folgt Q (g —a) € Z. Also ist
P(q) = Q (g —«) € Z. Wir haben damit gezeigt, da8 P (q) € Z fiir jedes q € Z ist.
Aussage P ist somit bewiesen.

Damit haben wir aus Aussage P; die Aussage P; hergeleitet. Damit ist die
Implikation Py = P; bewiesen. Zusammen mit der Implikation P; = Py ergibt
dies die Aquivalenz P1 <= P4, und da die Aussagen P;, P, und P3 zueinander
dquivalent sind, erhalten wir hieraus, dafd saimtliche vier Aussagen P, P>, P3 und
‘P, dquivalent sind. Satz 6.4 ist also bewiesen.

[...]

* problem: burnside-beweis geht nur fiir g > 0 - WARUM kombinatorischer
beweis schwer wire (# unmoglich)

* binkoeffizienten auch

* die billige methode: modulo n geht nicht mehr fiir binkoeffizienten, aber 6.2
geht

7. Kombinatorik IlI: Nester und Fixpunktzahlen

Satz 2.1 handelt von unendlichen Folgen. Zwar waren bislang alle unsere Anwen-
dungen (die Folge (b1, bz, b3,...) = (q%,4% 4% ...) in Abschnitt 2, und zwei weitere
Folgen in Abschnitt 4) unendliche Folgen, doch die Erfahrung in der Mathematik
zeigt, dafs oft endliche Folgen mehr und bessere Eigenschaften besitzen als un-
endliche Folgen. Man konnte nun versuchen, Satz 2.1 auf endliche Folgen zu tiber-
tragen (also (b1, by, ..., by) statt (by, by, b3,...), und (x1,x2, ..., xy) statt (x1,x2,x3,...),
und so weiter, wobei v eine feste natiirliche Zahl ist). Tatsdchlich ist aber ein wenig
mehr moglich: Statt mit Folgen, die mit positiven Zahlen Zahlen indexiert sind,
kann man in Satz 2.1 auch mit Familien arbeiten, die mit den Elementen eines
Nests indexiert sind. Hier die notwendige Definition:

Definition (Nest): Unter einem Nest verstehen wir eine nichtleere Teil-
menge N der Menge IN, die die Eigenschaft hat, dafs fiir jedes Element
n € N auch jeder positive Teiler von n in N liegt.

Es ist klar, dafs jedes Nest das Element 1 enthélt@ Beispiele fiir Nester sind
die Mengen {1}, N, {1,2,.., v} (wobei v eine natiirliche Zahl ist), {1, p, p?, p°, ...}
(wobei p eine Primzahl ist), N, (dies ist die Menge aller positiven Teiler von 7,
wobei 1 eine nattirliche Zahl ist) und {1,2,3,4,6,7,9}.

Und hier ist die Verallgemeinerung von Satz 2.1 und Satz 4.7 auf Familien, die
mit Nestelementen indexiert sind:

Satz 7.1 (der Aquivalenzsatz fiir vernestete Geisterwittfolgen): Sei N
ein Nest, und (bn)nE N € ZN eine Familie ganzer Zahlen W Dann sind
folgende Aussagen A, B,C, D, €, F, G, H, Z und J &quivalent:

105denn ist N ein Nest, dann ist N nichtleer, und hat somit ein Element, und da 1 notwendigerweise
ein Teiler dieses Elementes ist, mufs also 1 in N liegen

106Beispiele: Im Falle von N = N4 ist so eine Familie (by), .y € ZN nichts anderes als eine Folge
(b1,by,b3,...) € ZN+ ganzer Zahlen. Im Falle von N = {1,2,...,v} (wobei v eine natiirliche Zahl
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Aussage A: Fiir jede Zahl n € N und jeden Primteiler p von n gilt

by, p = by mod ptr(),

Aussage B: Es gibt eine Familie (x,), .y € Z" ganzer Zahlen, die

b, = de;l/d fir jedesn € N (76)
d|n
erfuillt.

Aussage C: Es gibt genau eine Familie (x,),.y € ZN ganzer Zahlen, die
erfillt.

Aussage D: Es gibt eine Familie (y,),.y € Z" ganzer Zahlen, die

(bn =) _dy, fiir jedes n € N) (77)
d|n

erfiillt.
Aussage E: Es gibt genau eine Familie (y,), .y € ZN ganzer Zahlen, die

erfullt.
Aussage F: Fiir jedes n € N gilt

Z"Ll (d) bn/d € HZ,
d|n
wobei p : Ny — Z die Mobiusfunktion ist.
Aussage G: Fiir jedes n € N gilt
Z(P (d) bn/d € nsz.
dn
Aussage H: Fiir jedes n € N gilt
n
- bggT(i,n) € n”Z.

1

Aussage I: Es gibt eine Familie (g,), .y € Z" ganzer Zahlen, die

_ qdn/d) .
(bn;d( n/d fur]edesnEN) (78)

erfillt.
Aussage J: Es gibt genau eine Familie (q,),.y € ZN ganzer Zahlen, die

erfiillt.

ist) ist so eine Familie (by,),cy € ZN ein v-Tupel (by, by, ..., by) € Z¥ ganzer Zahlen. Im Falle von
N ={1,2,3,4,6,7,9} ist so eine Familie (by), .y € ZN ein 7-Tupel (by, by, b3, b, bg, by, bg) ganzer
Zahlen.
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Der Beweis dieses Satzes verlduft vollig analog zum Beweis von Satz 2.1 und Satz
4.7, mit dem einzigen Unterschied, dafd wir jetzt nicht mehr von Folgen, sondern
von Familien reden miissen. Mehr soll hier zu dem Beweis nicht gesagt werden.

Es stellt sich nun heraus, daf$ wir im Falle eines endlichen Nests N zu den dquiv-
alenten Aussagen A, B,C, D, £, F, G, H, T und J noch eine zusatzliche, kombi-
natorische Aussage hinzufiigen kénnen:

Satz 7.2: Sei N ein endliches Nest, und (by), .y € Z" eine Familie ganzer
Zahlen. Dann sind die Aussagen A, B,C, D, &, F, G, H,Z, J und K
dquivalent, wobei A, B, C, D, £, F, G, H, Z und J die in Satz 7.1
festgelegten Aussagen sind, und K die folgende Aussage ist:

Aussage K: Es gibt zwei endliche Mengen U und V, und zwei Abbil-
dungen f: U — Uund g: V — V, so daf3

(|Fix (f")| — |Fix (g")| = bn fiir jedes n € N)
gilt. Hierbei bezeichnet Fixh die Menge {s € S | h(s) =s}, wobei S
eine Menge und /1 : S — S eine Abbildung ist.

Dafd in Aussage K die Fixpunkte von zwei Abbildungen "gegeneinander abge-
wogen" werden (anstatt einfach die Fixpunkte von einer Abbildung zu zdhlen), ist
notig, weil die Folge (by), .y ja auch negative Elemente beinhalten kann. Auch
wenn die Folge (by), 5 ausschliefSlich aus nichtnegativen Zahlen besteht, sind die
Aussagen A, B,C, D, £, F, G, H, Z und J nicht 4quivalent zu der Aussage, daf3 es
eine endliche Menge M und eine Abbildung i : M — M gibt, die |Fix (h")| = by,
fiir jedes n € N erfiillt. Allerdings gilt folgendes:

Satz 7.3: Sei N ein endliches Nest, und (b,),,cn € Z" eine Familie ganzer
Zahlen. Dann sind folgende vier Aussagen Dy, £y, FN und Ky dquiv-
alent:

Aussage D Es gibt eine Familie (y,),cy € NN natiirlicher Zahlen, die

(bn = Zdyd fiir jedes n € N) (79)

dln
erfiillt.

Aussage EN: Es gibt genau eine Familie (v, ), € INY natiirlicher Zahlen,
die erfiillt.
Aussage F: Fiir jedes n € N gilt

Z}l (d) bn/d € nlN,
dln

wobei u : Ny — Z die Mobiusfunktion ist.

Aussage Ki: Es gibt eine endliche Menge M, und eine Abbildung f :
M — M, so dafs

(|Fix (f")| = by fiir jedes n € N)

gilt. Hierbei bezeichnet Fixh die Menge {m € M | h(m) = m}, wobei
h: M — M eine Abbildung ist.
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Satz 7.2 und Satz 7.3 lassen sich am einfachsten dadurch beweisen, dafs man die
Aquivalenzen zwischen D und K bzw. zwischen Dy und Ky nachpriift. Dies
wurde z. B. in [18] ausgefﬁhrt@ Man konnte in Satz 7.2 und Satz 7.3 auf die
Endlichkeit von N verzichten, aber dann miisste man nicht mehr die Endlichkeit
der Mengen U und V (in Aussage K) bzw. die Endlichkeit der Menge M (in
Aussage Kp) verlangen, sondern nur noch die Endlichkeit der Mengen Fix (")
und Fix @”) (in Aussage K) bzw. die Endlichkeit der Menge Fix (") (in Aussage
KnN)-

Die Aquivalenzen FN = Kn und F <= K kommen implizit in [19] vor (im
Kontext des sogenannten Burnsideringes).

[...]

* beweise

* dold erwédhnen?

* perlenketten als sonderfall

* phi-summe = anzahl der AK mod aktion; mu-summe = anzahl der afixpunkte

8. Zahlentheorie lll: Irreduzible Polynome uber F,

In diesem Kapitel werden wir eine andere Interpretation der Zahl % |Z u(d) g
d|n

geben, aber nur im Fall, dafS q eine (von 1 verschiedene) Primpotenz ist. Und zwar

interpretieren wir diese Zahl als Anzahl der monischen irreduziblen Polynome

tiber dem endlichen Korper mit g Elementen (die Existenz eines solchen Korpers

tir jede Primpotenz g werden wir dabei, als Nebenprodukt unseres Argumentes,

auch beweisen).

Das Verstdandnis dieses Kapitels setzt nicht mehr als einige rudimentédre Kennt-
nisse in der linearen Algebra voraus: den Begriff eines Kbrper@ und grundle-
gende Eigenschaften von Vektorraumen. Wir werden ferner einige Eigenschaften
von Korpererweiterungen verwenden, aber diese werden wir auch beweisen.

8.1. Endliche Korper

Ausgangspunkt dieses Abschnittes ist die Frage, fiir welche natiirlichen Zahlen g
es einen Korper mit q Elementen gibt. Zuerst einmal ist bekannt, daf8 fiir jede
Primzahl p der Ring Z  (pZ), der aus den Restklassen ganzer Zahlen modulo
p besteht, ein Korper mit p Elementen ist. Zumindest fiir den Fall, dafy g eine
Primzahl ist, gibt es also einen Korper mit g Elementen. Doch gibt es ihn auch fiir
andere Werte von g ? Zundchst wollen wir sehen, dafs so ein Kérper keine Chance
zu existieren hat, wenn g keine Primpotenz ist:

1070m genauer zu sein: Satz 7.2 ist ein Teil von Theorem 70 in [18]. Die Implikation D = K
folgt aus Lemma 71 in [18]. Die Implikation Ky = Dy folgt aus Proposition 65 in [18].

108Genaueres dazu in [18], Theorem 60 und Proposition 65.

19Unter einem Korper verstehen wir einen kommutativen Ring mit Eins, in dem jedes von 0 ver-
schiedene Element invertierbar ist, und in dem 1 # 0 gilt.
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Satz 8.1: Sei F ein Korper mit endlich vielen Elementen. Dann ist |F|
eine von 1 verschiedene Primpotenz.

Beweis von Satz 8.1: Wir betrachten die Eins 1r und die Null Or des Korpers F.
Da F ein Korper ist, gilt 1r # Of.

Fiir jede ganze Zahl n € Z definieren wir ein Element nlr von F folgender-
mafen:

}p+1p+...+1p, falls n > 0;
n;al
nlp = .
— }F+1F+---+15 , fallsn < 0
—nxlrnal

Firallen € Zund m € Z ist (n+m)1p = nlp+mlp und (n-m)1p = (nlf) -
(mlp) (wie man leicht einsieht), und auflerdem ist O = 0-1p und 1 = 1- 1f.
Somit ist die Menge {nlg | n € Z} ein Unterring des Korpers F.

Die Elemente nlp € F fiir verschiedene n € Z konnen nicht allesamt paarweise
verschieden sein, denn dann gdbe es unendlich viele von diesen Elementen (weil
es unendlich viele n € Z gibt), was aber im Widerspruch dazu stiinde, dafd F
endlich ist. Somit miissen unter den Elementen nlp € F fiir verschiedene n € Z
mindestens zwei gleiche vorkommen. Das heifit, es gibt zwei verschiedene A € Z
und y# € Z mit Alp = plp. Wir konnen o. B. d. A. annehmen, dafs A > yu ist (denn
sonst vertauschen wir A und y miteinander); dann ist A > p (denn A und yu sind
verschieden), also A —u > 0. Doch (A —u) 1 = &1/5—#11? = Or. Folglich gibt es

=ulp
positive ganze Zahlen i, fiir die i1l = Of in F ist (denn A — p ist eine solche Zahl
i). Es gibt daher auch eine kleinste solche Zahl i. Sei p diese kleinste Zahl, d. h. die
kleinste positive ganze Zahl i, fiir die ilp = O in F ist@ Dann ist plp = Of, aber

fiir jede positive ganze Zahl i mit i < p gilt il # Of. (80)

Wir zeigen nun zunéchst, dafs p eine Primzahl ist.

In der Tat nehmen wir an, dies ware unwahr. Das heifdt, p wére keine Primzahl.
Da p # 1 ist (denn sonst ware plp = 1r im Widerspruch zu plr = O # 1), lafst
sich die Zahl p also als Produkt zweier natiirlicher Zahlen n und m schreiben, die
n < pund m < p erfiillen. Das heifst, p = n - m. Dann ist

Op= p 1lp=(n-m)lp = (nlg)- (mlf)
~—

=n-m

in F. Doch wegen nlp # Of (nach , angewandt auf i = n) ist nlp invertierbar
(denn F ist ein Korper, und somit ist jedes von Or verschiedene Element von F
invertierbar) kann man die Gleichung 0 = (nlg) - (mlf) durch nlp teilen, und
erhdlt O = mlp. Dies steht aber im Widerspruch zu 0 # mlp (was aus ,
angewandt auf i = m, folgt). Dieser Widerspruch zeigt, daff unsere Annahme
falsch ist, und somit ist bewiesen, dafy p eine Primzahl ist.

Sei nun P der Unterring {nlp | n € Z} des Korpers F. Zuerst will ich zeigen,
daB |P| = pist. In der Tat gilt nlp € {mlp | m € {0,1,..,p —1}} fiir jedes n € Z

0Djese Zahl p heifdt die Charakteristik des Korpers F.
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Das heilt, {nlp | n€Z} C {mlp | me€ {0,1,..,p—1}}. Zusammen mit
{mlg | me {0,1,..,p—1}} C{nlg | n € Z} (was trivial ist), ergibt dies

{nlg | neZ}={mly | me{0,1,..,p—1}}.
Wegen {nlg | n € Z} = P wird dies zu
P={mlp | me{01,.,p—1}}. (81)

Doch die Elemente mly € F fiir verschiedene m € {0,1,...,p — 1} sind allesamt
paarweise verschieden (denn fiir je zwei verschiedene Elemente m; und m, von
{0,1, ..., p — 1} sind auch die Elemente m11r und m;1f voneinander Verschieden@.
Das heifst, |{mlp | m € {0,1,..,p —1}}| = [{0,1,..., p — 1}| = p, und damit

|P| = [{mlp | m€{0,1,..,p—1}}| (nach (81))
= p_

Wir wollen jetzt zeigen, dafy der Unterring P des Korpers F nicht nur ein Ring,
sondern selber ein Korper ist. In der Tat ist klar, dafs P ein kommutativer Ring mit
Eins ist. Um zu beweisen, dafy P ein Korper ist, miissen wir also nur noch zeigen,
dafd jedes vom Nullelement Or verschiedene Element von P ein multiplikatives
Inverses hat. Doch dies ist leicht: Sei u ein vom Nullelement Or verschiedene
Element von P. Wegen P = {nlr | n € Z} gibt es also ein N € Z mit u = N1p.
Wir haben p t N (denn sonst wire p | N, also N = p - k fiir irgendein k € Z, und
damit u = N 1p = (p-k)1r = (plf) - (k1g) = Of - (k1) = Of, im Widerspruch

S =
=0f
zu u # Of). Somit ist N teilerfremd zu p (denn p ist eine Primzahl). Folglich gibt
es nach dem Satz von Bézou@ (angewandt auf N und p statt u und v) zwei ganze

11 Beweis: Sei n’ der Rest von n bei Division durch p. Dannist n’ € {0,1,...,p — 1} und n = n’ mod p.
Ausn=n"modp folgt p | n—n',alsou-p=n—n'fiireinu € Z. Damitistn = u-p+n’, also

nlp=(u-p+n)lp= (u-p)lp +n'lp = (ulp) - (plp) +n'1f
————

——r
=(ulp)-(plr) =0p
= (ulf) ~05+n’1p =n'lp € {mly | me {0,1,..,p—1}}
=0p

(dennn’ € {0,1,...,p — 1}), was zu beweisen war.
N2Beweis: Seien my und my zwei verschiedene Elemente von {0,1,...,p — 1}. Wir wollen beweisen,
daf3 auch die Elemente m11r und m;1F voneinander verschieden sind. In der Tat konnen wir o.
B. d. A. annehmen, daf$ my > my ist (da wir sonst m; und m; miteinander vertauschen konnen).
Dann ist also m; > my (denn mq und my sind verschieden), also m; — mp > 0. Andererseits
ist my — my < m; < p. Wir konnen also (80) auf i = mj — mp anwenden, und erhalten
% i
(my —my) 1 # Op. Aus my = my + (mq — my) folgt nun

milg = (mz + (m1 — mz)) 1p = mylp + (m1 — 7712) 1F # my1p.
_\/_./
#0F
Das heif$t, die Elemente m11r und m,1F sind voneinander verschieden, was zu beweisen war.
1138atz von Bézout: Sind u und v zwei teilerfremde ganze Zahlen, dann gibt es zwei ganze Zahlen
aund fmita-u+p-v=1
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Zahlen ¢« und Bmita- N+ f-p=1. Alsoista-N =1 — - p und damit

(alp)- u_ = (alp) - (N1p) = (@-N)1p = (1 =B -p) 1

=1-1g— (B-p)1r =1r— (BLF) - (plF)
— N ——r
=l =(B1r)-(plF) =0F
= 1r — (Blp) - OF = 1.
0
—VUF

Damit hat das Element u € P ein multiplikatives Inverses alr € {nly | n € Z} =
P. Da wir dies fiir jedes vom Nullelement Or verschiedene Element u von P be-
wiesen haben, wissen wir jetzt also: Jedes vom Nullelement Or verschiedene Ele-
ment u von P hat ein multiplikatives Inverses in P. Da P ein kommutativer Ring
ist, ist also P ein Korper.

Nun ist klar, daf8 F ein Vektorraum {iber dem Korper P ist (denn alle Vektor-
raumaxiome sind erfiillt, weil sie aus den Korperaxiomen fiir P folgen). Da dieser
Vektorraum F endlich erzeugt ist (denn F selber ist ein endliches Erzeugenden-
system fiir den Vektorraum F), hat der Vektorraum F eine endliche Dimension als

P-Vektorraum. Sei d diese Dimension. Dann ist |F| = |P|d. Wegen |P| = p ist also
|F| = pd. Da p eine Primzahl ist, ist also |F| eine Primpotenz. Auch ist klar, dafl
|F| von 1 verschieden ist (denn der Korper F hat mindestens zwei verschiedene
Elemente, ndmlich O und 1f). Satz 8.1 ist damit bewiesen.

Wir wissen damit: Fiir jede Primzahl g gibt es einen Korper mit g Elementen,
und fiir eine Zahl g, die keine von 1 verschiedene Primpotenz ist, kann es einen
solchen Korper nicht geben (nach Satz 8.1). Was gilt aber fiir Werte von ¢, die keine
Primzahlen aber von 1 verschiedene Primpotenzen sind? Wir werden sehen, dafs
es fiir diese Werte auch einen solchen Korper gibt:

Satz 8.2: Sei g eine von 1 verschiedene Primpotenz. Dann gibt es einen
Korper mit g Elementen.

Wir werden diesen Satz in den nédchsten Unterabschnitten von Abschnitt 8 be-
weisen. Der Beweis, den wir fiihren, ist nicht der einfachste, allerdings einer der
elementarsten (er verwendet nur den Begriff einer Korpererweiterung). Es gibt
andere Beweise, aber keiner davon ist gleichzeitig schnell und elementar. Meines
Wissens gibt es sogar keinen einzigen Beweis, der diesen Korper mit g4 Elementen
(der iibrigens bis auf Isomorphie eindeutig ist) auf irgendeine Weise "kanonisch"
konstruiert. Die Beweise von Satz 8.2 sind zwar - formal gesehen - konstruktiv;
das heifst, man kann mit ihrer Hilfe einen Algorithmus erstellen, der einen Korper
mit g Elementen (also seine Additions- und Multiplikationstabellen) ausrechnet.
Aber diese Algorithmen haben eine sehr lange Worst-Case-Laufzeit und sind nicht
wirklich "schon". Der Algorithmus, den man aus dem Beweis von Satz 8.2, den ich
weiter unten beschreiben werde, extrahieren kann, lauft im Wesentlichen auf ein
Brute-Force-Durchkdmmen aller p" monischen Polynome von Grad n {iber dem
Korper Z,pZ hinaus (wobei p die Primzahl ist, deren Potenz g ist, und n der
Exponent in p" = g). Irgendwann findet man darunter ein irreduzibles (denn
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die Anzahl aller monischen irreduziblen Polynome von Grad n iiber dem Kor-

per 72/ pZ ist % Y u(d)p"?® > 0), aber bis man es gefunden hat, muss man im
d|n

n-1 p" Polynome vergeblich auf Irreduzibilitit tiber-

schlimmsten Fall ungefahr

priifen. Und auch wenn man ein irreduzibles Polynom findet, hat es etwas Willkiir-

liches - man hétte genauso gut auf eins der % |Z p (d) p"/* — 1 anderen monischen

d|n
irreduziblen Polynome stofien konnen. Man kann also theoretisch einen Korper
mit g Elementen konstruieren, aber diese Konstruktion kann sehr lange dauern
und das Ergebnis hiangt davon ab, in welcher Reihenfolge man die Polynome nach
einem irreduziblen durchsucht (obwohl alle Kérper mit g Elementen letztendlich
zueinander isomorph sind). Wenn man in der Praxis einen Korper mit g Elementen
fiir festes q notig ha@ verwendet man daher fast nie allgemeine Algorithmen zu
seiner Konstruktion, sondern nimmt vorgefertigte Additions- und Multiplikation-
stabellen.

8.2. Die Anzahl aller monischen irreduziblen Polynome iiber F

Nun der Hauptsatz dieses Abschnitts:

Satz 8.3: Sei F ein Korper mit endlich vielen Elementen. Fiir jedesn € IN

gibt es dann genau % Y 1 (d) |F|"”* monische irreduzible Polynome in
dn

F [X] vom Grad n.

Der Beweis dieses Satzes fiihrt uns iiber einen Umweg zum Ziel. Zuerst ein-
mal miissen wir die irreduziblen Faktoren des Polynoms X7 — X (wobei g = |F|)
betrachten:

Satz 8.4: Sei F ein Korper mit endlich vielen Elementen. Sei g = |F|. Sei
n € N. Ist Q € F[X] ein irreduzibles Polynom mit Q | X7 — X, dann
ist deg Q | n.

Satz 8.5: Sei F ein Korper mit endlich vielen Elementen. Sei g = |F|. Sei

n € N. Ist Q € F[X] ein irreduzibles Polynom mit deg Q | #n, dann ist
QX1 - X.

Satz 8.6: Sei F ein Korper mit endlich vielen Elementen. Sei g = |F|. Sei
n € N. Ist Q € F[X] ein Polynom mit Q? | X4 — X, dann ist deg Q = 0.

Satz 8.7: Sei F ein Korper mit endlich vielen Elementen. Sei g = |F|. Fiir
jedes d € IN sei Irr; die Menge aller monischen irreduziblen Polynome
Q € F[X], die deg Q = d erfiillen. Fiir jedes n € N gilt dann

x"-x=T] [] @

dln Q€lrry

14Und dies hat man sehr hiufig in Kodierungstheorie und Kryptographie.
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Diese Satze werden wir alle im ndchsten Abschnitt zeigen. Zuerst jedoch wollen
wir sehen, wie Satz 8.3 aus ihnen folgt:

Beweis von Satz 8.3: Sei q = |F|. Wir erinnern uns an die Definitionen des Begriffs
"Dirichlet-Faltung" aus Abschnitt 2.4.

Wir betrachten n € IN nicht als vorgegeben, sondern als variabel. Fiir jedes
d € N sei Irry die Menge aller monischen irreduziblen Polynome Q € F[X], die
deg Q = d erfiillen. Wir definieren eine Zahlenfunktion 7 : Ny — Z durch

(t(d) = |Irry| - d fur alled € Ny ).

Wir werden nun zeigen, da8 (t* 1) (n) = ¢" fiir alle n € N, gilt. Dazu definieren
wir eine weitere Zahlenfunktion § : Ny — Z durch

(f (n) =g" fir allen € N).

Jetzt beweisen wir, daf$ f = T * 1 gilt.
Fiir jedes n € IN ist

f(n) =q" =deg (an - X) = deg (H I Q) (nach Satz 8.7)
dln Q€lrry
=2 ). degQ

N~
d|n Q€lrry =d, denn Q€lrry
( denn {iber einem Korper ist der Grad eines Produktes von )

Polynomen gleich der Summe der Grade dieser Polynome

=Y Y d—Z|Irrd| d—ZT

I
d|n&€ Ity d‘n :T(d) d|1’l
=|Irry|-d

und nach der Definition der Dirichlet-Faltung ist (tx1) (n) = Y 7(d)1 (E) =
=1

Y. 7(d), also f(n) = (t*1)(n). Daraus folgt f = 71 = 1%t (da die Dirichlet-

dln

Faltung * kommutativ ist). Dies fiihrt wiederum auf

pxf=u*x(1x7)=(u*x1)x7 (denn die Dirichlet-Faltung = ist assoziativ)
=€exT (denn p x 1 = & nach Satz 2.4 (b))
=T (denn e * f = f fiir jede Zahlenfunktion f).

Fir jedes n € N ist also (p*f) (n) = t(n). Da (u*f) (n) = Y u(d)f (g) (nach
d|n
der Definition der Dirichlet-Faltung) und 7 (1) = |Irr,| - n ist (gem&f der Definition

von T), bedeutet dies Y y (d) f (E) = |Irry,| - n, also
dn d

i = V@7 (5) = - L@

d\n d|n
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(denn nach der Definition von f ist f(g) =gv% = |F |n/ 9. Nun ist aber Irr,

definiert als die Menge aller monischen irreduziblen Polynome Q € F[X], die
deg Q = n erfiillen. Folglich ist |Irr,| die Anzahl aller monischen irreduziblen Poly-
nome Q € F[X], die deg Q = n erfiillen. Das heif$t, |Irr, | ist die Anzahl aller monis-

chen irreduziblen Polynome Q € F [X] vom Grad n. Aus |Irr,| = %dz u(d) |F|™
n

folgt also: Die Anzahl aller monischen irreduziblen Polynome Q € F [X] vom Grad

1
n ist . Y u(d) |F|"” 9 Damit ist Satz 8.3 bewiesen.
dln

[...]

Beweis von Satz 8.7: Erstmal eine triviale Anmerkung: Die Mengen Irry fiir ver-
schiedene d € IN sind paarweise disjunkt, d. h. fiir je zwei verschiedene d € IN
und e € N gilt Irry N Irr, = &

Jedes Polynom Q € F[X] hat eine Primfaktorzerlegung, d. h. eine Darstellung

M

in der Form Q = B - [] Q;, wobei B € F ein Korperelement ist, M eine nattirliche
i=1

Zahl ist, und Qq, Q2, ..., Qp monische irreduzible Polynome sind. Sei

N
X' -X=a-T]P
i=1

die Primfaktorzerlegung des Polynoms X9 — X, wobei a € F ein Korperelement
ist, N eine natiirliche Zahl ist, und Pj, P, ..., Py monische irreduzible Polynome
sind.

Da die Polynome P;, P,, ..., Py alle monisch sind, ist a# der Leitkoeffizient des

N n
Produktes a - [T P; = X7 — X, und damit gleich 1. Wir haben also « = 1, und
=1
\ N : N
somit wird X9 — X =a - [[ P, zu X7 — X =[] P.
i=1 i=1
Die Polynome P;, P, ..., Py miissen paarweise verschieden sein (denn wéren
zwei von ihnen gleich, dann wiirden wir mithilfe von Satz 8.6 schnell auf einen
Widerspruch stoﬁer@. Daher kommt jedes Element der Menge {Py, P, ..., Py } im

N
Produkt ] P; genau einmal vor; das heifst,
i=1

N
[T oe=[[p=x"-x

QE{Pl,Pz,...,PN} i=1

15Beweis: Fiir jedes P € Irry NIrr, gilt, daB P ein irreduzibles Polynom mit degP = d ist (da
P € IrryNIrr, C Irry), und daf8 P ein irreduzibles Polynom mit deg P = e ist (da P € Irry NIrr, C
Irr,). Fiir jedes P € Irry Nlrr, gilt also d = deg P = deg P = e im Widerspruch zu d # e. Somit
existiert kein P € Irr; NIrr,. Das heif$t, Irry NIrr, = @.

HéHjer ist der Widerspruch im Detail: Waren zwei der Polynome Py, Py, ..., Py gleich, d. h. gibe
es zwei verschiedene Elemente i und j der Menge {1,2, .., n} mit P; = P;, dann ware X" - X =

N
[ P; teilbar durch P; -P; = sz, was (nach Satz 8.6, angewandt auf Q = Pj) zu degP; = 0
i=1 ~

P,

fiihren wiirde, im Widerspruch dazu, dafs Pj irreduzibel ist.
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Wir werden nun zeigen, da8 { Py, Py, ..., Py} = U Irry ist. Inder Tat gilt { Py, P, ..., PN} C
U Irry, denn fiir jedes i € {1,2,..,N} ist P; énU Irr, Andererseits gilt
dUnIrrd C {Py, P,, ..., Py}, denn fiir jedes Q € | Irr;Zilt Qe l;;71|, P, ..., Py}
d‘nBeweis: Aus Q € | Irr, folgt, daf3 es ein d Q?N mit d | n gibt, das Q € Irry erfillt.
Fiir dieses d muf3 (ﬂl’;\n gelten, daf3 Q irreduzibel ist und deg Q = d erfiillt (denn
Q € Irry, und laut der Definition von Irr; ist jedes Element R von Irr; irreduzibel

und erfiillt deg R = d). Daraus folgt degQ = d | n, und nach Satz 8.5 ist daher
N
Q | X1" — X. Das irreduzible Polynom Q teilt also das Polynom X1 — X = 11 P

i=1

Laut Folgerung [..] folgt hieraus, dafd es ein i € {1,2,..,N} gibt, so daf8 das
irreduzible Polynom Q das Polynom P; teilt. Fiir dieses i € {1,2,..., N} muf8 also
Q = P; gelten (denn da P; selber irreduzibel ist, kann Q nur dann P; teilen, wenn
Q =1 oder Q = P,; gilt, doch da Q = 1 unmoglich ist (denn Q ist irreduzibel), muf3
also Q = P; sein). Somitist Q € {P}, Py, ..., Px}.

[insert Folgerung]

[make footnote]

Aus U Irry C {Py, Py, ..., Py} und {Py, P, ..., Py} C U Irry folgtnun { Py, Py, ..., PN} =

dln dln
U Irry. Somit ist
dln
X" - X = I Q= J] @ da {P,P,, .., Py} = | JIrry
QE{Pl,Pz,...,PN} QEdLIJ Irrd d|1’l
=IT Il @
dln Q€lrry

(denn die Mengen Irr, fiir verschiedene d € IN sind paarweise disjunkt). Damit ist
Satz 8.7 bewiesen.

[...]

Korpererweiterungen einfithren. Zuerst ein Hilfsresultat:

Satz 8.8 (der Satz von Bezout fiir Polynome): [...]

[...]

Folgerung tiber Q | I

[...]

Beweis von Satz 8.4: Wir betrachten den Faktorring F [X]  (Q). Unser ers

Beweis von Satz 8.3: Wir betrachten n € IN nicht als vorgegeben, sondern als
variabel. Wir definieren eine Zahlenfunktion 7 : Ny — Z durch

T (n) = (Anzahl aller monischen irreduziblen Polynome in F [X] vom Grad n)
fiir allen € N '

17Beweis: Es gilt P; | H P; = X1" — X und daher deg P; | n (nach Satz 8.4, angewandt auf Q = P;)

und daher P; € Il‘fdeg p; (nach der Definition von Irrgeg p,, denn P; ist ein monisches irreduzibles

Polynom mit deg P; = deg P;), also P; € | Irr; (denn deg P; | n).
dln
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Wir wollen nun zeigen, dafl (t*1) (n) = |F|" f

[...]

wobei * die Dirichlet-Faltung bezeichnet (fiir die Definition dieser Faltung siehe
Abschnitt 2.4).

[...]

[existenz beweisen]

* leider nur fiir g4 primpotenz

Damit haben wir eine kombinatorische (oder, in unserem Fall eher algebraische
oder zahlentheoretische - denn endliche Kérper mit g Elementen sind mit reiner
Kombinatorik schwer zu beschreiben, aufSer wenn g Primzahl ist) Interpretation

tiir die Zahlen % Y u(d)g" gefunden, wenn n € IN; und g Primpotenz ist. Fol-
d|n

glich sind diese Zahlen ganz, wenn n € IN; und q Primpotenz ist. Leider ist es
nicht moglich, hieraus zu folgern, daf$ sie auch fiir alle ganzen q (und nicht nur fiir
Primpotenzen) ganz sind; es gibt ndmlich durchaus Polynome, die auf allen Prim-
potenzen ganzzahlige Werte annehmen, aber nicht auf allen ganzen Zahlen. Aufier-
dem: Auch wenn dies moglich wire, hitten wir damit nur die Ganzzahligkeit von

1 1

. Y u (d) g"”? bewiesen und nicht die Ganzzahligkeit von . Y ¢ (d) g um let-
dn din

ztere daraus zu folgern, miisste man wieder das Argument bemiihen, mit dem die

Aquivalenz F <= G von Satz 2.1 gezeigt wurde.

9. Freie Liealgebren und Dimensionen
10. Wittpolynome

11. Zahlentheorie Il: Geisterburnsidefolgen

In Abschnitt 2 haben wir Satz 1.1 verallgemeinert, indem wir g/'¢ im Term % Y ¢ (d) gV
dn

durch b, 4 ersetzt haben, wobei (b1, by, b3, ...) € ZN+ eine Folge ganzer Zahlen ist.

Es ist aber auch eine andere Verallgemeinerung moglich, indem man g durch g,

ersetzt fiir eine Folge (q1,92,93,...) € ZN+ ganzer Zahlen. Wieder kann man sich

dann fragen, wann % Y. ¢ (d) qZ/ 4 ¢ Z fiir jedes n € N gilt. Folgender Satz (den
dn
ich nirgendwo in der Literatur gesehen habe) gibt die Antwort:

Satz 11.1 (der Aquivalenzsatz fiir Geisterburnsidefolgen): Sei (41,492,953, .--) €
ZN+ eine Folge ganzer Zahlen. Dann sind folgende Aussagen Apym
und Gy dquivalent:
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Aussage Ay Fiir jede Zahl n € N und jeden Primteiler p von n gilt
Gn,/p = gnmod p.
Aussage G Flir jedes n € IN, gilt

Y ¢(d) g " € nz.
d|n

[...]

[endlicher fall vIl auch]
[mobius etc]

* wohl eine beweisskizze

12. Spuren von Matrixpotenzen

13. Die Perlenketten-ldentitat
[.]

14. Kombinatorik Ill: Teilmengen von {1,2,..,n} mit
durch n teilbarer Summe

[achtung: scheint nur {iber ungerade d zu summieren]

*auch durch kn teilbare summe betrachten

* anzahlen von elementen fixen, oder: wie kommt man an die binomialkoef-
tizienten

http:/ /math.stackexchange.com/questions/314788/let-p-be-an-odd-prime-number-
how-many-p-element-subsets-of-1-2-3-4-1do

http:/ /www.math.niu.edu/~rusin/problems-math /imo

http:/ /www.artofproblemsolving.com /Forum /viewtopic.php?p=107230

http:/ /www.cs.cornell.edu/~asdas/imo/imo/isoln/isoln956.html

allgemeines p:

http:/ /www.artofproblemsolving.com /Forum/viewtopic.php?t=308956

http:/ /www.artofproblemsolving.com /Forum/viewtopic.php?t=300135

Exercise 1.105 in Stanleys EC1

Liibecks Theorem?

* stirlingnumberversion
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