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Dieses Aufgabenblatt handelt von alternierenden (und generell vorzeichenbe-
hafteten) Summen in der Kombinatorik, und allgemeiner von Differenzen, Kiir-
zungen und “destruktiver Interferenz”. Die Prototyp-Aufgaben zeigen einige
Strategien auf, die es ermoglichen, solche Summen zu berechnen oder anzu-
wenden; in den spdteren Aufgaben kommen diese Strategien dann zum Zug
(wobei oft auch andere Losungen existieren).

1. Basics uber Binomialkoeffizienten

Im Folgenden sei N = {0,1,2,...}.

Der Allgemeinheit halber werden wir 6fters mit komplexen Zahlen arbeiten.
Wirklich nétig sind sie uns aber nicht; wer mit ihnen unerfahren ist, kann sie
daher durch reelle Zahlen (oder gar durch rationale Zahlen) ersetzt denken,
und dementsprechend immer R (oder Q) statt C lesen.

Wir erinnern uns an die Definition der Binomialkoeffizienten: Fiir alle n,k €
C setzt man

(n> _ n(n—l)(n—i)'---(n—kﬁ—l)/ wenn k € IN;
k 0, wenn k ¢ IN.

1)

Beispielsweise gilt

(’S) =1 und ('11) —n und
- e ()

fir alle 1 € C. (Man beachte: <1£2> _w/2)a2-1y _ 1. <1§2> =0

2 8
wegen 1/2 ¢ IN.)
Bekannte Eigenschaften von Binomialkoeffizienten sindﬂ

¢ (Nullen rechts vom Pascalschen Dreieck)

<Z) =0 fur allen € N und k € C mit k > n. (2)

(Achtung: Dies gilt nicht fiir negative oder nicht-ganze n.)

1Beweise, falls unbekannt, sind Ubungsaufgaben!
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(Rekursion)

(Z) _ (Z - D . (” . 1) fiir alle 1,k € C. (3)

(Minus-eins-Potenzen)

(_1) = (1) fiir alle k € N. (4)

(_kn) = (-1)f (n—H}z—l) fir allen € Cund k € Z.
(Fakultatenformel)
n n!
— .o : > .
(k) —k!-(n—k)! fir alle n,k € N mitn > k

(Achtung: Die Voraussetzungen n,k € IN und n > k sind wirklich nétig;
sonst ist die Formel nicht einmal sinnvoll. Daher ist die Formel kein Ersatz

fiir (I).)

(Symmetrie)
m_(n firallen € N und k € C (5)
k)] \n—k .

(Achtung: Dies gilt nur fiir n € IN. Die Missanwendung auf negative n ist
eine haufige Fehlerquelle.)

(Rechter Rand des Pascalschen Dreiecks)

(Z) —1 fiir alle n € N, ©6)
(Achtung: Im Gegensatz zu (g) = 1 gilt dies nur fiir n € IN.)

(Kombinatorische Interpretation) Ist S eine n-elementige Menge (mit n €
IN), und ist k € C, dann ist

(Z) = (Anzahl aller k-elementigen Teilmengen von S).

(Achtung: Dies sagt nichts iiber (Z) fiir negatives n aus, und schon gar

nichts tber <_1k/2) )
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* (Polynomialitat) Fiir jedes feste k € IN ist die Funktion <Z) (als Funktion

von 1) eine Polynomfunktion vom Grad k. (Aber fiir festes n ist (Z) im

Allgemeinen keine Polynomfunktion in k.)

¢ (Ganzzahligkeit)

(Z) cZ furallen € Zund k € C.

* (Primzahlteilbarkeit, einfachste Form) Ist p eine Primzahl, dann ist p |

<Z) furallek € {1,2,...,p—1}.

* (Binomischer Satz) Fiir alle x,y € C und alle n € IN gilt

(x+y)" = i (Z) Rk,

k=0

(Dies gilt noch allgemeiner, wenn x und y zwei kommutierende Elemente
eines Ringes sind — z.B. zwei kommutierende m x m-Matrizen.)

* (Hockeystick-Identitit)

0 1 2 n n+1 .
(k)+(k)+(k>+.”+(k)_(k-i-l) fur alle n,k € IN.

(Die ersten k Summanden auf der linken Seite sind 0 und konnen daher
weggelassen werden.)

¢ (Fibonacci via Binomialkoeffizienten)

n —_—
foi1 = Z (n ' k) fur alle ganzen Zahlen n > —1,
k=0

wobei (fo, f1, fa,...) die Fibonaccifolge ist (mit fo =0, f1 = 1 und f, =
fu—1+ fu_p fir alle n > 2). (Auch hier kann man viele Summanden weg-

lassen, denn " ; k = 0 fir alle k mit n/2 < k < n. Aber man darf

die Summe nicht tiber k = n hinaus erweitern, weil dann wieder von 0
verschiedene Summanden hineinkommen!)

Die Beweise all dieser Aufgaben konnen auch an vielen Orten — wie [GrKnPa%4,
Chapter 5], [Grinbel5, Chapter 3] oder [19fco, Chapters 1 and 2] — nachgeschla-
gen werden.
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2. Aufgaben

2.1. Prototyp-Aufgaben

Aufgabe 1. Die Chu-Vandermonde-Identitit (aka Vandermondesche Faltung) be-

sagt, dafs
x+y\ (X y
() -5 ()65 ?

fiir alle n € IN und alle x,y € C gilt.

(a) Beweise die Chu-Vandermonde-Identitit fiir alle 7, x,y € IN.

(b) Folgere, dass sie auch fiir alle n,x € IN und y € C gilt.

[Hinweis: Zwei Polynomfunktionen p und g auf C sind gleich, wenn
p(m)=q(m) fir alle m € IN gilt.]

(c) Folgere, dass die Chu-Vandermonde-Identitit auch allgemein gilt.

(d) Zeige, dass die “umgedrehte Chu-Vandermonde-Identitit”

(GLAEOCYe

fir alle n, x,y € IN gilt.
[Hinweis: Wende die Chu-Vandermonde-Identitdt aufn —x —y, —x —1
und —y — 1 statt n, x und y an, und vereinfache mit Upper Negation.]

(e) Gilt die “umgedrehte Chu-Vandermonde-Identitdt” auch allgemeiner
firx,y e C?

(f) Die Hockeystick-Identitdt ist ein Sonderfall der “umgedrehten Chu-
Vandermonde-Identitat”; warum?

Fiir jedes n € IN sei [n] die n-elementige Menge {1,2,...,n}.

Aufgabe 2. Unter der negativen Hockeystick-Identitit verstehen wir die Identi-

£t (2) - o (73) .

fir alle n € C und m € IN.

(@) Beweise (9) allgemein und kurz.
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(b) Gebe einen kiinstlerischeren Beweis von (9) im Falle, wenn # eine po-
sitive ganze Zahl ist: Und zwar betrachte man alle Teilmengen I von
[n] := {1,2,...,n} mit hochstens m Elementen. Das Vorzeichen einer

solchen Teilmenge I definieren wir als (—1) Il Auf der linken Seite von
(O) steht also die Summe der Vorzeichen aller dieser Teilmengen. Man
paare nun fast alle Summanden dieser Summe miteinander so auf, dass

n
sie sich paarweise wegkiirzen; bestimmte ( ) Summanden (wel-

m
che?) sollen ungepaart bleiben.

[Hinweis: Ist I eine Teilmenge von [n], so ist auch I U {1} eine solche,
und I \ {1} ebenso.]

(c) Erklédre, wieso man aus diesem Beweis fiir positives ganzes n auch die
allgemeine Giiltigkeit von (9) fiir alle n € C erhalten kann.
[Hinweis: Polynomfunktionen.]

(d) Beweise @) ein drittes Mal, diesmal als Sonderfall der Chu-
Vandermonde-Identitat.

Wir werden die Iversonklammer verwenden: Fiir jede Aussage A setzen wir

[A] 0, wenn nicht.

(Soist[24+2=4]=1und 2+2=5]=0.)

Wir erinnern uns an den Begriff einer Permutation: Eine Permutation einer
Menge X ist eine bijektive Abbildung von X nach X.

1, wenn A gilt;

Aufgabe 3.

(a) Fiir jede endliche Menge S zeige man

Y (-1l =[s=¢g]. (10)

ICS

(b) Zeige die Sylvestersche Siebformel (auch Prinzip von Inklusion und Ex-
klusion genannt): Sei n € IN, und sei U eine endliche Menge. Seien
A1, Ay, ..., Ay Teilmengen von U. Dann gilt

U\ (A UAU---UA,)| = Y (-

IC[n]

A

icl

. (11)

Hierbei ist der “leere” Durchschnitt () A; als die gesamte Menge U zu
i€o

verstehen.
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(Deutung: Wir wollen Objekte u € U zdhlen, die eine Reihe von “Re-
geln” Ry, Ry, ..., R, erfiillen (z. B., Zahlen, die durch keine von n gege-
benen Zahlen teilbar sind). Angenommen, fiir jede Auswahl von die-
sen Regeln kennen wir die Anzahl aller Objekte u € U, die all diese
Regeln verletzen (was nicht bedeutet, daf’ sie alle anderen Regeln ach-
ten); beispielsweise wissen wir, wie viele u € U die Regeln Ry, R3 und
Rs (gleichzeitig) verletzen. Dann kénnen wir mit der Formel die
Anzahl aller “gesetzestreuen” u € U berechnen.)

() Sei n € IN. Ein Derangement von [n] bedeute eine Permutation ¢ von

[n], die keine Fixpunkte hat (d.h., die o (i) # i fir alle i € [n] erfillt).

. . . L K n!

Zeige, dass die Anzahl aller Derangements von [n] gleich kgo (—1) il
ist.

(d) Seien n,m € IN. Zeige, dass die Anzahl aller surjektiven Abbildungen

von [m] nach [n] gleich i (—1)" (7)1’" ist.
i=0

n .
(e) Folgere, dass }° (—1)"" (TZ) i" durch n! teilbar ist (fiir alle n,m € IN).
i=0

n .
(f) Folgere, dass }° (—1)""" (;:) i" = n! fir alle n € N gilt.
i=0

(g) Was folgt aus Teil (d), wenn m < n gilt?

Aufgabe 4. Seien n,d € IN mitd > 1.

Ein n-Tupel (a1, ay,...,a,) € [d]" nennen wir 1-gerade, wenn es die Zahl 1
gerade oft enthilt (d.h., wenn die Anzahl aller i € [n] mit a; = 1 gerade ist).
So sind beispielsweise die 3-Tupel (1,5,1) und (3,2, 6) beide 1-gerade, aber
(2,1,4) ist es nicht.

Zeige, dass die Anzahl aller 1-geraden n-Tupel in [d]" gleich

1 .
E(d + (d—2)") ist.

[Hinweis: Setze e = d — 1; dann gilt (d —2)" = (e —1)" und d" = (e +1)".
Was sagt der binomische Satz iiber (¢ —1)" + (e +1)" aus?]

Wir halten uns im Weiteren an die Konvention, dass die Nullfunktion (x — 0)
eine Polynomfunktion von Grad —co ist. (Hierbei hélt sich das Symbol —co an
die Regeln —c0 < nund —co+n = —00 —n = —oo fiir alle n € Z.) Der Grad
deg P eines Polynoms in mehreren Variablen ist so definiert, dass in jedem
Monom alle Exponenten addiert werden; so hat beispielsweise x1 + x2 + x1x2
Grad 2.
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Aufgabe 5.

(a) Sei P ein Polynom in n Variablen x1, xy, ..., x, liber einem kommutati-
ven Ring (z. B. tiber Z oder Q oder C). Fiir jede Teilmenge T von [n] sei
x |r das n-Tupel, das man erhélt, wenn man im n-Tupel (x1, X2, ..., %)
alle Variablen x; miti ¢ T durch 0 ersetzt (wahrend alle Variablen x; mit
i € T unverandert bleiben). Fiir n =5 und T = {2,3} ist beispielsweise
X |{2l3}: (0, X2, X3, 0, O).
Man zeige, dass es ein Polynom Q in den n Variablen x1, xp, ..., x, gibt,
fiir das deg Q < deg P — n und

) (=D)TI'P(x|7) = x120- %0 - Q (1, %2, - . ., Xn)
TC|[n]

gilt.
(b) Was folgt hieraus, wenn deg P < n ist?

(c) (St. Petersburg 2003) Sei p eine Primzahl, und sei n € Z mit n > p.
Seien ay,ay,...,a, ganze Zahlen. Zeige: Die Summe

Y (="

TC[n];
Pl a
teT
ist durch p teilbar.
[Hinweis: Betrachte das Polynom P (xq,xp,...,%,) = 1 —

(x1+x24+ -+ xn)lg_1 tiber Z, und arbeite modulo p.]

Aufgabe 6. Sei A eine der Mengen N, Z, Q, R und C.
Fiir jede Funktion f : A — C definieren wir die Funktion Af : A — C
(genannt erste Differenz von f), indem wir

(Af) (x) = f(x+1)—f(x) fur allex € A

setzen. (Ist beispielsweise f die Funktion, die jedes x € A in x? iiberfiihrt, so
sendet Af jedes x € A nach (x + 12 —x2=2x+1)

Fiir jede Funktion f : A — C und jedes n € IN definieren wir die Funktion
A"f : A — C (genannt n-te Differenz von f) durch

A"f=ANAA(G--(Af)--+))) (mit n-maligem A)

(also rekursiv durch A°f = f und A"f = A (A""1f) = A""1(Af) fiir alle
n>1).
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(@) Zeige: Ist f : A — C eine Polynomfunktion von Grad k (fiir ein k €
INU {—o00}), und ist n € N, dann ist A" f eine Polynomfunktion von
Grad < k —n.

(b) Zeige: Ist f : A — C eine beliebige Funktion, so gilt

(A"f) (x) = i (—1)"* (Z)f (x + k) fiir alle x € A und n € IN.
k=0

(c) Zeige, dass alle a,b,c € R und n € IN mit ¢ < n die Identitat

Y (~1)f <Z> (”k * b) —0  erfiillen.

k=0 ¢

(d) Wenn f : A — C eine Polynomfunktion von Grad k mit Leitkoeffi-
zient ¢ ist, und wenn n € IN ist, was ist dann der Leitkoeffizient der
Polynomfunktion A" f?

(e) Bestimme i (—1)k (Z) (ak: b) (fir a,b € C und n € IN).
k=0

(f) Sei (fo, f1, f2,...) die Fibonaccifolge (mit fp = 0, f1 = 1 und f, =
fu—1+ fu—p fur alle n > 2). Zeige: Fiir alle n, p € IN mit p > n gilt

i (-D)f (Z)fkﬂ? = (=1)" fp-n.

k=0

2.2. Weitere Aufgaben

Aufgabe 7. Seien S und T zwei endliche Mengen mit T C S. Zeige:

Yy (-1l =(-1)Ts=1].
=

Aufgabe 8. Sein € IN.

(@) (Mobius-Inversion im Booleschen Verband) Fiir jede Teilmenge I von [n]
seien a; und b; zwei komplexe Zahlen. Angenommen, es gilt

by =Y (-1)/la fiir alle I C [n].
JCI
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Zeige: Es gilt umgekehrt

ar = Z(—l)”| by fur alle I C [n].
JCI

(b) (Binomialinversion) Seien (ag,ay, ..., a,) und (bg, by, ..., by) zwei (n + 1)-
Tupel komplexer Zahlen. Angenommen, es gilt

-  (m
meZO(—l)l(Jai fir allem € {0,1,...,n}.
Zeige: Es gilt umgekehrt

m .
Ay = Z(—l)l (T)bl fiir alle m € {0,1,.-.,7’1}.
i=0

(In diesem Fall nennt man die Folge (b, b1, . .., by) die Binomialtransfor-
mierte von (ag,ay,...,a,).)

Aufgabe 9. Sei 1 eine positive ganze Zahl.
(@) Man zeige, daf8 die Anzahl aller Permutationen ¢ von [n], die o (i) #
n—1 —
i+ 1 fiir alle i € [n — 1] erfiillen, gleich ¥, (—1) <n r 1) (n —k)! ist.
k=0

(b) Man zeige, dafl die Anzahl aller Permutationen ¢ von [n]|, die
c(i)+1 # o(i+1) fur alle i € [n—1] erfillen, ebenfalls gleich

=1y (” . 1) (n — k)l ist.

k=0
(c) Fiir jedes m € N sei D, die Anzahl aller Derangements von [m]. (Laut

m |
Aufgabe B3| (¢) ist also D, = ¥, (—1)F %.) Man zeige:
k=0 :

n—1
D,.1=n- 1)k n—1 n—k)!.
a=n (M) e

Aufgabe 10. Es ist Abend in Palermo, und die 7 noch lebenden Biirger stim-
men {iber einen Todeskandidaten ab (wobei 1 > 1 eine feste ganze Zahl ist).
Mangels brauchbarer Information geschieht dies dadurch, dass jeder Biirger
zufillig (gleichverteilt und unabhingig von den anderen Biirgern) einen der
n — 1 anderen Biirger beschuldigt. Zeige: Die Wahrscheinlichkeit, dass keine
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zwei Biirger sich gegenseitig beschuldigen, ist

= anm=1)---(n-2k+1)
kzzo( Y (n—1)*.2k.

Aufgabe 11. Sei n € IN, und sei U eine endliche Menge. Seien A, Ay, ..., Ay
Teilmengen von U. Sei k € IN. Sei S; die Menge aller Elemente von U, die
in genau k der n Teilmengen Aj, Ay, ..., A, enthalten sind. (Mit anderen
Worten: Sei Sy = {s € U | die Anzahl aller i € [n] mits € A; ist k}.) Zeige:

si= ¥ -0 (1)

I1C[n]

A

i€l

Hierbei ist wieder der “leere” Durchschnitt (| A; als die gesamte Menge U
i€
zu verstehen.

Aufgabe 12. Sei n € IN, und sei U eine endliche Menge. Seien A, Ay, ..., Ay
Teilmengen von U. Sei m € IN.

(a) Fiir jedes s € U sei ¢ (s) die Anzahl aller i € [n] mit s € A;. Zeige:

Y (C (51)71_ 1).

sel

Y =
IC[n};
[I|<m

A

i€l

Hierbei ist der “leere” Durchschnitt (| A; als die gesamte Menge U zu

€9
verstehen.
(b) (Bonferroni-Ungleichungen) Folgere, dass ). (=)™ 1N Al > 0ist,
I1C[n]; iel
[I|<m

falls U = AjUAU---U A, gilt.

Aufgabe 13. Verallgemeinere Aufgabe (12| (a) und Aufgabe 11| gleichzeitig zu
einer Formel der Art

)i 1|
e (i)

IIISm

A =

i€l

) <

s€U  ein Ausdruck mit c(s)
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Aufgabe 14. Sei n eine positive ganze Zahl. Seien ay,4ay,...,a, beliebige n
ganze Zahlen.

(a) Zeige, dass

n

max {a,ay, ..., 4y} = Y (—1)](_1 Y. min {a;,, a;,, ..., }

k=1 1<ii<ip < <ix<n
gilt.
(b) Allgemeiner: Sei F : Z — R eine beliebige Funktion. Zeige, dass

n

F (max{ay,ay,...,a,}) =) (—1)k_1 Y. F (min {a;, a;,...,a; })

k=1 1Sl'1<l'2<"'<l'k§?’l

gilt.

Aufgabe 15. Seien n,d € IN.

(@) Ein n-Tupel (ay,4az,...,a,) € [d]" nennen wir all-gerade, wenn es jede
Zahl in [d] gerade oft enthalt (d.h., wenn fiir jedes k € [d] die Anzahl
aller i € [n] mit a; = k gerade ist).

Zeige, dass die Anzahl aller all-geraden n-Tupel in [d]" gleich
1 4 (d n .
?kgo (k) (d —2k)" ist.

[Hinweis: Berechne die Summe )3 (e1+ex+---+ey)"

(e1,02,..ea) E{~1,1}"
auf zwei Weisen. |

(b) Sei G der d-dimensionale Hyperwiirfelgraph; dies ist der (ungerichtete)
Graph, dessen Ecken alle d-Tupel (eq,ez,...,¢;) € {—1,1}d sind, und
der genau dann eine Kante zwischen zwei Ecken (ej,ep,...,e4) und
(f1, f2,. .., f1) hat, wenn unter den d Zahlen e; — f1, e2 — fa, ..., €5 — fa4
genau eine von 0 verschieden ist.

Sei v eine beliebige Ecke von G. Bestimme die Anzahl aller Kantenziige
der Lange n von v nach v in G.

Aufgabe 16. Sei p eine Primzahl, und sei m € IN. Sei n > (p —1)m eine
ganze Zahl. Seien ay,ay,...,a, irgendwelche n Vektoren im IF,-Vektorraum
IF}'. Man zeige, dass es eine nichtleere Teilmenge T von [n] gibt mit }_ a; =0

teT
(Nullvektor).
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[Hinweis: Schreibe jeden Vektor a; als a; = (atll,at,z,...,at,m)T, und be-
trachte das Polynom

m n p—1
P(x1,x0,....x0) =] |1— (Z%ﬂ&)
=1 =1

Aufgabe 17. (Polarisationsformeln) Sei n € IN. Seien v1,vy,...,v, € C sowie
w € C. Zeige:

tiber IF).]

(a) Firjedesm € {0,1,...,n—1} gilt
Yy (—1m (w+20i> =0.
I1C[n] iel

(b) Es gilt

) (1)1 <w+201~> = nlvyvy - - - V.

I1C[n] iel
(c) Es gilt

Z (—1)”_“| (Zvi 2 vi) =2"nlvyvy - - - Uy

I1C[n] icl ie[n]\I

Aufgabe 18. Sei m € IN. Fiir jedes n € IN sei sur (m,n) die Anzahl aller sur-
jektiven Abbildungen von [m] nach [n]. (Siehe Aufgabe (3| (d) fiir eine Formel
fur sur (m, n). Man bemerke, dass sur (m,n) /n! auch als die zweite Stirling-

zahl {T:} bekannt ist.)
(a) Zeige, dass

" k
K" =Y sur(m,i) - () fiir alle k € C gilt.
go (m, i) - { 8

(b) Zeige, dass

m m m L : n+1 s :
0" +1" 4 +n™ =Y sur(m,i)- i1 fur alle n € IN gilt.
i=0
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(Wenn m fest gewdhlt ist, ist dies eine explizite Formel fiir 0" + 1" 4
-+ -4+ n", da rechts nur m + 1 Summanden stehen.)

(c) Zeige, dass
(—1)" =Y (~1) sur (m, i) gilt.

Aufgabe 19. Fiir alle m,n € IN definieren wir ein Polynom Z,, ,, (x) durch
n n B m
2 ()= 2 1) () (- 1)"
k=0 k

Man zeige: Zy,» (X) = Zpm (x) fur alle m,n € N.

Aufgabe 20. Sei n eine positive ganze Zahl. Sei P ein Polynom in n Variablen
X1,X2,...,X, mit deg P < n.Sei h € IN eine gerade Zahl. Zeige, dass

Y (=) Dttt (g dy L, dy) =0 gilt.
(d1,d3,..,dn) €{0,1,... h—1}"

Aufgabe 21. Sei n € IN. Sei p (x) ein Polynom von Grad < n, das p (k) = 2
fur alle k € {0,1,...,n} erfillt. Finde p (n 4 1).

Aufgabe 22. (IMO Shortlist 1981, Titu Andreescu)

Sei n € IN. Sei p (x) ein Polynom von Grad < n, das p (k) = ;) fur

n+1
k

alle k € {0,1,...,n} erfiillt. Finde p (n 4+ 1).

Aufgabe 23. (Putnam 2019, Aufgabe B5)

Sei (fo, f1, f2,--.) die Fibonaccifolge (mit fp =0, f1 =1 und f, = f,-1 +
fn—p fur alle n > 2). Sei p (x) ein Polynom von Grad 1008, das p (2n + 1) =
fony1 firallen € {0,1,...,1008} erfillt. Finde j, k € IN mit p (2019) = f; — fi.

Aufgabe 24. (BWM 2000, 2. Runde, Aufgabe 4)
n
Man betrachte Summen der Form Y exk® mit e, € {—1,1}.
k=1
Gibt es eine solche Summe mit dem Wert 0,
(@) wenn n = 2000 ist?

(b) wenn n = 2001 ist?
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Aufgabe 25. Sei n € IN. Die Inversionen einer Permutation ¢ von [n] sind die
Paare (i,j) € [n]* miti < jund ¢ (i) > o (j).

(So hat die Permutation von [3], die 1,2,3 auf 2,3,1 abbildet, genau 2 In-
versionen, namlich (1,3) und (2,3).)

Eine Permutation von [n] heifit gerade, wenn sie gerade viele Inversionen
hat, und ungerade, wenn sie ungerade viele Inversionen hat.

Zeige: Fir n > 1 gilt

(die Anzahl aller geraden Permutationen von [n])
= (die Anzahl aller ungeraden Permutationen von [n]) = n!/2.

Aufgabe 26. (China Girls Math Olympiad 2020)

Sei n eine positive ganze Zahl. Eine Komposition von n ist ein Tupel
(a1,az,...,a,) von positiven ganzen Zahlen mit a; +ax + - - - + a, = n.

Die Inversionen einer Komposition (aj,ay,...,a,) von n sind die Paare
(i,j) € [m]* miti < j und a; > a;.

Man berechne die Anzahl aller Kompositionen von 7, die gerade viele
Inversionen haben.

Aufgabe 27. Sei G = (V,E) ein bipartiter Graph, und seien A und B die
zwei Komponenten der Knotenmenge von G. (Das heifst, V = A U B und
AN B = &; und jede Kante von G verbindet einen Knoten in A mit einem
Knoten in B.) Fiir jede Teilmenge S von V sei N (S) die Menge aller Knoten
von G, die mit mindestens einem Knoten in S verbunden sind. Man zeige:

Y ()¥MINx) =B =Y ()M [N(Y) = 4]

XCA YCB

Aufgabe 28. (Heinrich, Tittmann, 2017)

Sei G ein (einfacher, ungerichteter) Graph mit Eckenmenge V. Sei n = |V|;
wir nehmen an, dass n > 0 ist.

Eine dominierende Menge bedeute eine Teilmenge W von V so, dafs jede
Ecke von G entweder in W liegt oder (mindestens) einen Nachbarn in W hat.

Ein Fernpaar bedeute ein (geordnetes) Paar (A, B) zweier disjunkter Teil-
mengen A und B von V so, daf3 es keine Kante mit einem Endpunkt in A
und dem anderen Endpunkt in B gibt.

Sei « die Anzahl aller Fernpaare (A, B), fiir die |A| und |B| gerade positive
Zahlen sind.

Sei § die Anzahl aller Fernpaare (A, B), fur die |A| und |B| ungerade Zah-
len sind.

(a) Zeige: Die Anzahl aller dominierenden Mengen ist 2" —1 4+« — .
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(b) Folgere, dass die Anzahl aller dominierenden Mengen ungerade ist.

Aufgabe 29. (Elser, 1984)

Sei G ein (ungerichteter) Graph mit Eckenmenge V und Kantenmenge E.
Seive V.

Ist F eine Teilmenge von E, dann verstehen wir unter einem F-Pfad einen
Pfad von G, dessen Kanten allesamt zu F gehoren.

Ist e € E eine Kante und F eine Teilmenge von E, dann sagen wir, dass ¢
durch F mit v verbunden ist, wenn es einen F-Pfad gibt, der von einem End-
punkt von e nach v fiihrt. (Dies gilt u.a. immer dann, wenn v ein Endpunkt
von e ist, weil der leere Pfad ein F-Pfad ist.)

Eine Teilmenge F von E heifSe nett, wenn jede Kante von G durch F mit v
verbunden ist.

Man zeige:

Y (Df=[E=g]

FCE ist nett

3. Losungen und Losungshinweise

Die nachfolgenden Losungen sind grofstenteils skizziert (vor allem die Losun-

gen zu den “weiteren Aufgaben”) und unter Miidigkeit und Metal-Dauerbeschallung
entstanden. Es wiirde mich verwundern, wenn sie nicht mindestens von Typos
wimmeln. Man wird vermutlich dem Folgenden auch ansehen kdnnen, wie lan-

ge ich nicht mehr Deutsch geschrieben habe. Bitte Fehler an darijgrinberg@gmail . com
melden! Kommentare und alternative Losungen sind ebenfalls willkommen.

3.1. zu Aufgabe [I]

Die Losung von Aufgabe (1] stiitzt sich auf den “Polynomidentitats-Trick”, der
in seiner einfachsten Form in der Anwendung des folgenden Lemmas besteht:

Lemma 3.1. Seien p,q : C — C zwei Polynomfunktionen. Angenommen, es
gilt p (z) = g (z) fir unendlich viele z € C. Dann gilt p = g.

Beweisskizze. Seien f € C [x] und g € C [x] die Polynome, deren Polynomfunk-
tionen p und g sind. (Das heif$t, p (z) = f (z) und g (z) = g (z) fur alle z € C.)
Wir haben angenommen, dass p (z) = q(z) fiir unendlich viele Zahlen z € C
gilt. Fiir all diese Zahlen z gilt dann

(f—-9) @) =f(z)-giz)=p) —q(z) =49z —q(z)=0.

(laut Annahme)
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Das heifit, all diese Zahlen z sind Nullstellen des Polynoms f — ¢ € C [x]. Somit
hat das Polynom f — g unendlich viele Nullstellen. Aber das einzige Polynom
in C [x], das unendlich viele Nullstellen hat, ist das Nullpolynom 0. Folglich ist
f —g = 0. Das hei3t, f = g. Fiir jedes z € C gilt also f (z) = g(z), und daher
p(z) =q(z) (denn p(z) = f (z) und q (z) = g(z)). Mit anderen Worten: p = q.
Damit ist Lemma [3.1] gezeigt. O

(Wir haben uns in diesem Beweis Miihe gegeben, akribisch zwischen Po-
lynomfunktionen und Polynomen zu unterscheiden. Im Kontext von komple-
xen Zahlen besteht darin keine echte Notwendigkeit; ein wenig Notationsmifs-
brauch darf man sich gonnen, denn hier entspricht jeder Polynomfunktion ge-
nau ein Polynom. Allerdings ist dies nicht mehr der Fall, wenn man mit endli-
chen Korpern oder wilderen Ringen statt C arbeit; beim Losen von Aufgabe
werden wir dies sogar tun.)

Aufgabe [1|ist wohl das “kanonische” Beispiel fiir die Anwendung des Poly-
nomtricks beim Beweis von Identitdten fiir Binomialkoeffizienten:

Losungsskizze zu Aufgabe|l| (a) (Fir Details siehe [19fco, §2.6.1, Second proof of
Theorem 2.6.1 for x,y € IN] oder dhnlich in [Grinbel5, proof of Lemma 3.31].
Diesen Beweis findet man wohl in jeder guten Einfithrung in die abz&dhlen-
de Kombinatorik.) Seien n,x,y € IN. Wir miissen die Gleichheit @) beweisen.
Da n,x,y € IN sind, kénnen wir alle Binomialkoeffizienten in dieser Gleich-
heit kombinatorisch interpretieren (siehe “Kombinatorische Interpretation” in
Abschnitt . Dies fiihrt auf den Gedanken, dass man einen kombinatorischen
Beweis versuchen konnte. Und hier findet man ihn sogar recht schnell: Ge-
zahlt sollen alle n-elementigen Teilmengen T der (x + y)-elementigen Menge

S :={1,2,...,x} U{-1,-2,...,—y}. Einerseits gibt es davon (x;il—y) viele

(laut der bereits genannten “Kombinatorischen Interpretation” der Binomial-
koeffizienten). Andererseits konnen wir eine solche Teilmenge T aber auch da-
durch bilden, dass wir

* zundchst die Anzahl aller positiven Elemente in T bestimmen — dies ist
eine Zahl zwischen 0 und n (inklusive die wir fortan k nennen;

¢ dann diese k positiven Elemente von T auswéhlen — dafiir haben wir (;{C)

Moglichkeiten, da wir k aus den insgesamt x positiven Elementen von S
auswiahlen wollen;

2Djeses “zwischen 0 und n (inklusive)” heifit nur, da8 die Zahl immer > 0 und < # liegen
muss. (Denn insgesamt wird die Teilmenge T ja n Elemente haben; somit kann sie nicht
mehr als n positive Elemente haben.) Ich sage nicht, dass jede Zahl zwischen 0 und # auch
tatsdchlich moglich ist. (Ist sie auch nicht immer.)
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e schliefilich die n — k negativen Elemente von T auswihlen — dafiir haben

Yy

wir (n _ k) Moglichkeiten, da wir n — k aus den insgesamt y positiven

Elementen von S auswahlen wollen.

n
Fiir diese Bildungsmethode gibt es also insgesamt )| ()]z) (n 4 k) Moglich-
k=0 o

n
keiten. Folglich gibt es )’ (i) (n Y k) viele n-elementige Teilmengen von
k=0 -

Ty

S. Aber wir haben vorhin gesehen, dafs es viele solche Teilmengen

n

gibt. Beide Seiten der Gleichheit zdhlen also das gleiche: ndmlich die n-
elementigen Teilmengen von S. Also miissen die beiden Seiten gleich sein. Da-
mit ist (7) bewiesen. Dies 16st Aufgabe [1] (a).

(b) Hier gehen wir mit dem Polynomidentitatstrick heran. Fixiere n € IN und
x € IN. Definiere zwei Polynomfunktionen p,q : C — C durch

p(y):(x::y) und q(y):fcz)(nzk) fiir alle y € C.

k=0

Aufgabe (a) sagt uns dann, dass p () = q (y) fur alle y € N gilt. Mit anderen
Worten: Es gilt p (z) = g (z) fuir alle z € IN. Insbesondere gilt also p (z) = g (z)
tiir unendlich viele z € C (denn es gibt unendlich viele z € IN). Laut Lemma
gilt also p = q. Das heift, p (y) = g (y) fur alle y € C. Mit anderen Worten:

x+y\ (X y ;
( " >_k_20(k)(n—k> tir alley € C.

Aufgabe [1] (b) ist damit gelost.

(c) Hier kommt der Polynomidentitétstrick noch einmal zum Zug — diesmal
ist aber x die “wandernde” Variable. Fixiere n € IN und y € C. Definiere zwei
Polynomfunktionen p,q : C — C durch

p(x) = (x:y) und ¢q(x) = i (i) (ngk) fur alle x € C.

k=0

(Dies sind nicht die Funktionen p und g aus der Losung von Teil (b)!) Aufgabe
(b) sagt uns dann, dass p (x) = g (x) fir alle x € IN gilt. Mit anderen Worten:
Es gilt p(z) = q(z) fiur alle z € IN. Insbesondere gilt also p (z) = q(z) fur
unendlich viele z € C (denn es gibt unendlich viele z € IN). Laut Lemma
gilt also p = ¢q. Das heifit, p (x) = g (x) fiir alle x € C. Mit anderen Worten:

x+y\ (X y y
( y )_k;)(k><n—k) fiir alle x € C.

3DaB dies tatsachlich Polynomfunktionen sind, folgt aus der “Polynomialitit” in Abschnitt
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Aufgabe 1] (c) ist damit gelost.

(d) (Details in [19fco, §2.6.5, First proof of Proposition 2.6.13].) Seien n, x,y €
IN. Wir miissen die Gleichheit (8) zeigen.

Wir wollen die Chu-Vandermonde-Identitét (die wir in Aufgabe(l|(c) endgiil-
tig bewiesen haben) auf n —x —y, —x —1 und —y — 1 statt n, x und y anwen-
den. Dies wird dadurch erschwert, dass wir dafiir n — x —y € IN bendtigen,
was nicht automatisch erfiillt ist. Wir wollen also zunachst den Fall loswerden,
in dem dies nicht gilt.

Nehmen wir also an, dass n —x —y ¢ IN gilt. Dann ist n — x —y < 0. Also ist
n < x +y. Folglich erfiillt jede ganze Zahl k entweder k < x oder n —k < y (oder

n —

beides Daher sind in der Summe Y (i) (n y k) samtliche Summanden
k=0

gleich 0, denn

e im Fall von k < x ist (I;) = 0 (wegen ),

¢ und im Fall von n — k < y ist (n ; k) = 0 (ebenfalls wegen (E )-

n —
Folglich ist diese Summe ) (i) (n y k) gleich 0. Doch wegen %l) ist auch
k=0

<x j_—;i 1) gleich 0, denn aus n < x +y folgt n +1 < x +y + 1. Beide Seiten
der Gleichheit sind also 0, woraus diese Gleichheit sofort folgt.

Im Fall von n — x —y ¢ IN haben wir also bewiesen. Daher konnen wir
jetzt o. B. d. A. annehmen, dass n — x — y € IN gilt. Nehmen wir dies an. Somit
konnen wir die Chu-Vandermonde-Identitdt auf n —x —y, —x —1und —y —1
statt n, x und y anwenden. Wir erhalten hieraus

() - ,?_:oy (W) @

Wir halten uns die Nase zu und formen um. Und zwar wollen wir die “Upper
Negation”-Formel aus Abschnitt 1| auf jeden der drei Binomialkoeffizienten in
1»

anwenden}

4Denn sonst wiirde sie k > x und n — k > y erfillen, waszun = _k +n—k > x+yund
N~ N~
>x >y
damit zu einem Widerspruch mit n < x 4 y fiihren wiirde.
SBinomialkoeffizienten mit Minuszeichen im “Zahler” sind immer ein Anlass, “Upper Nega-

tion” anzuwenden. (Wobei man dies durchaus auch ohne Anlass tun kann.)
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o Esist
(- ()
_ (—1)EY ((x +y+ 2r)l J_r Scn_—yx —y) - 1)

(laut “Upper Negation”)
_ (_1\"—XY n+1
()

e Fiirjedes k € {0,1,...,n—x —y} ist

(—xk— 1) _ (— (xk+ 1))
= (1) <(x + 1)k+ k= 1) (laut “Upper Negation”)

= (1) (x:k).

e Firjedesk € {0,1,...,n —x —y} ist

((n —_xy—_yl) - k) N ((n - J(Cyjy;)— k) 1 o
_ (—1yrk <(y +1) J(rn((_nx—_Xy; z)k— ) — )

(laut “Upper Negation”)

_ (k[ n—k—x
- ()

Mithilfe dieser drei Gleichungen konnen wir in der Form

o (M) - n§y<—1>" (T8 e ()

umschreiben. Diese Gleichheit vereinfacht sich (durch Kiirzen von (—1)k auf
der rechten Seite und durch (—1)"""" auf beiden Seiten) zu

L) - (0SS - 5 ()00
-G ®

(hier haben wir in der Summe x + k durch k substitutiert) .




Aufgabenblatt Alternierende Summen Seite 21

Dies ist unserer zu beweisenden Identitit bereits ziemlich dhnlich. Unter-
scheiden tun sich die beiden Gleichungen aber noch in den “Nennern” der
Binomialkoeffizienten sowie den Grenzen der Summe. Gehen wir diese Unter-
schiede der Reihe an:

* Aus der Symmetrie der Binomialkoeffizienten (siehe “Symmetrie” in Ab-
schnitt [T)) folgt

b5 = (e M) = ()

e Firjedes k € {x,x+1,...,n—y} folgt aus der Symmetrie der Binomial-

koeffizienten, dass
k B k [k
k—x) \k—(k—x)) \x

e Firjedes k € {x,x+1,...,n—y} folgt aus der Symmetrie der Binomial-
koeffizienten, dass

n—k \ n—k _ (n—k
n—-k—-y) \n—-k—-m-k-y)) \ vy
Hiermit vereinfachen wir zu

n—y
( n+1 ):Z(k><n k). (14)
x+y+1 = \X y
Dies ist fast die Identitat (8), die wir beweisen wollen. Das einzige Problem:
Die Summe in geht von 0 bis n, wihrend die Summe in nur von x bis
n — y geht. Somit hat die Summe in (8) einige Summanden mehr als die in (14)
— ndmlich die Summanden mit k < x und die Summanden mit k > n —y. Es
wire also gut, wenn diese zusétzlichen Summanden sich zu 0 aufsummieren
und damit die Summe nicht verdndern. Dies gilt aber tatsdchlich, und zwar
aus dem einfachst moglichen Grund: Diese zusitzlichen Summanden sind alle
0. (Und dies folgt aus dem gleichen Argument, den wir bereits im Fall von
n—x —y ¢ IN angewendet haben, mit einem kleinen Unterschied: Auch hier
gilt fiir diese Summanden wieder entweder k < x oder n — k < y; aber diesmal
folgt es nicht aus n — x — y ¢ IN, sondern aus der Tatsache, dafy entweder k < x
oder k > n —y gilt.)
Die Summe in () und die Summe in sind also gleich. Somit folgt (8) aus
(T4). Aufgabe [1](d) ist also geldst.

gilt.

gilt.
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(e) Nein. Ein einfaches Gegenbeispiel istn =1, x =1/2und y = 1/2, denn
1+1
T . . _ N . ht
hier ist die linke Seite von lE) gleich ( 1/241/2 4+ 1) 1, wihrend die rechte
Seite gleich 0 ist.
Und dies sollte nicht verwundern. Der Binomialkoeffizient (Z) ist eine Po-
lynomfunktion in #, aber keine in k. Der Polynomidentitétstrick, mit dem wir in
Aufgabe [1] (b) die Giiltigkeit der Chu-Vandermonde-Identitdt erweitert haben,

1af3t sich also nicht auf die “umgedrehte Chu-Vandermonde-Identitdt” anwen-
den.

(f) (Details in [19fco, solution to Exercise 2.6.4].) Die Hockeystick-Identit&t
besagt, dass

0 1 2 n n+1 Ny
(k)+<k)+(k)+”.+(k)_(k+1) tir alle n, k € IN

gilt. Wir schreiben diese Identitdt erst einmal um, indem wir die Variable k in
x umbenennen. Sie besagt jetzt also, dass

(0>+(1)+<2)+...+(”):(”“) fiir alle n,x € N
X X X X x+1

gilt. Dies folgt aber durch Anwendung der “umgedrehten Chu-Vandermonde-
Identitat” (8) auf y = 0; denn letzteres ergibt

1 ~ (k —k * (k 0 1 2
() =505 =) Qe+ ()
x+1 = \x 0 = \X b x x b
T/
Aufgabe [1] (f) ist somit gelost.
[Bemerkung: Alternative Losungen gibt es hier wie Sand am Meer:

* Man kann Aufgabe 1] (a) — und sogar gleich Aufgabe [I| (b) — auch durch
Induktion nach x beweisen. (Dies wird in [19fco, §2.6.1, First proof of
Theorem 1.3.37 for x € IN] getan.)

* Man kann die Chu-Vandermonde-Identitit auch ganz allgemein (also gleich
tir x,y € C) durch Induktion nach n beweisen. (Siehe [Grinbel5, §3.3.2,
First proof of Theorem 3.29] fiir diesen Beweis.) So spart man sich die
Anwendung des Polynomidentitétstricks ganz.

* Man kann Aufgabe |l (a) auch beweisen, indem man die Polynomidentitat

1+ =1+ (141t
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im Polynomring Z [t] ausmultipliziert und die Koeffizienten von t" auf
beiden Seiten vergleicht. (Dies ist ein einfaches Beispiel der Verwendung
von erzeugenden Funktionen.) Mit viel Miithe kann man auch dieses Argu-
ment auf allgemeine x,y € C ausdehnen; hierzu muss man allerdings von
Polynomen zu Potenzreihen {ibergehen, aufierdem die z-te Potenz einer
Potenzreihe f (fiir z € C und f (0) = 1) definieren und schliefSlich zeigen,
dass diese Potenzen auch noch das Potenzgesetz f*™% = f*f% erfiillen.
Dies ist nicht so einfachﬁ manche Autoren verwenden dabei sogar ei-
ne Variante der Chu-Vandermonde-Identitat als Hilfsmittel (z. B. Loehr in
[Loehr1l, proof of Theorem 7.71]), wodurch das Argument etwas zyklisch
wird...

¢ Die “umgedrehte Chu-Vandermonde-Identitit” 1463t sich kombinato-
risch beweisen ([19fco, §2.6.5, Second proof of Proposition 2.6.13]).]

O

3.2. zu Aufgabe 2

Losungsskizze zu Aufgabe[2] (a) (Siehe [18f-hw2s, Exercise 4, second solution] fiir
Details.) Seien n € C und m € IN. Fiir jedes k € Z gilt

ot () e (G5 08)
LEECY

(laut @))

Summieren wir diese Gleichheit fiir alle k € {0,1,...,m} auf, so erhalten wir

m m
k(1Y _kn—l__k_ln—l
Lo (@) =g () - (5)
Doch die rechte Seite hier ist eine Teleskopsumme, die sich zu
_mn—l T n—1 __mn—l
o ("L et ("5 = e (")
——

=0
(nach (T),
denn —1¢IN)

®Siehe https://math.stackexchange.com/a/2918387/ fiir eine Diskussion der Moglichkei-
ten, dies zu tun.
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: L k(1 m(n—1 : .

vereinfacht. Somit ist )}~ (—1) (k) = (—1) < - ) Dadurch ist (H) bewie-
k=0

sen.

(b) (Siehe [18t-hw2s, Exercise 4, third solution] fiir Details.) Sei n eine positive
ganze Zahl, und sei m € IN. Sei [n] := {1,2,...,n}. Definiere eine akzeptable
Menge als eine Teilmenge von [n] mit hochstens m Elementen. Das Vorzeichen
einer endlichen Menge I definieren wir als (—1) I,

Die akzeptablen Mengen sind genau die k-elementigen Teilmengen von [n]

mit k € {0,1,...,m}. Daher ist

m
(die Anzahl aller akzeptablen Mengen) = Z (Z)
k=0

(denn laut der kombinatorischen Interpretation der Binomialkoeffizienten ist

die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen von [n] gleich (Z) ). Aus dem glei-
chen Grund gilt

(die Summe der Vorzeichen aller akzeptablen Mengen)
m
-y () (15)
k=0

(denn eine k-elementige akzeptable Menge hat Vorzeichen (—l)k).

Die Summe der Vorzeichen aller akzeptablen Mengen ist eine Summe von
len und —len. Wenn wir es schaffen, die “meisten” dieser len und —1len ge-
geneinander zu kiirzen, dann kénnen wir hoffen, dass sich der Wert der Summe
offenbart. (Wir werden dies nachher formalisieren.) Zum Kiirzen miissen wir
akzeptable Mengen gegensétzlicher Vorzeichen gegeneinander aufstellen.

Wie ordnen wir einer endlichen Menge I eine andere endliche Menge mit
gegensatzlichem Vorzeichen zu? Wir kdnnen versuchen, das Element 1 aus der
Menge I zu entfernen oder in sie einzufiigen, je nachdem ob es in ihr enthalten
ist oder nicht. Dadurch verandert sich die Méachtigkeit der Menge um genau
1 (in die eine oder andere Richtung), und somit wechselt das Vorzeichen zum
gegensdtzlichen. Das Resultat der Prozedur nennen wir den Partner von I und
bezeichnen wir mit p (I). Was auch gut ist: Wenn I eine Teilmenge von [#] ist,
dann ist auch ihr Partner p (I) eine solche. Und wenn I eine akzeptable Men-
ge ist, dann ist meistens auch p (I) eine solche (wir werden bald sehen, wann
genau dies passiert). Man kann also die zu I und zu p (I) gehorigen Sum-
manden in der Summe der Vorzeichen aller akzeptablen Mengen kiirzen (diese
zwei Summanden sind tatsdchlich verschieden, da sie ja unterschiedliche Vor-
zeichen haben). Diese Prozedur wiederholt man dann immer weiter, bis keine
Summanden mehr da sind, die Partner in der Summe haben. Das Endresultat
héngt davon ab, welche akzeptablen Mengen keine akzeptablen Partner haben.




Aufgabenblatt Alternierende Summen Seite 25

Welche akzeptablen Mengen haben keine Partner in der Summe? Wenn eine
akzeptable Menge I in unserer Summe keinen Partner findet, dann liegt dies
entweder daran, dass ihr Partner bereits gekiirzt wurde, oder daran, dass ihr
Partner keine akzeptable Menge ist. Der erste Fall kann aber nicht eintreten,
denn der Partner des Partners einer Menge I ist immer I selber (wie man sich
leicht iiberlegt) — d.h., wenn der Partner einer Menge gekiirzt wurde, dann
wurde auch die Menge selber mit ihm gekiirzt. Wir wollen also sehen, wann
der zweite Fall eintritt. Laut Definition von “akzeptablen Mengen” ist der Part-
ner p (I) einer akzeptablen Menge I nur dann nicht akzeptabel, wenn er m + 1
Elemente hat — was wiederum genau dann der Fall ist, wenn I selber m Ele-
mente hat und 1 nicht in I enthalten ist (denn nur dann wird |p (I)| grofSer
als |I| und tiberschreitet den kritischen Wert m). Solche akzeptablen Mengen
I lassen sich leicht charakterisieren: Sie sind einfach die m-elementigen Teil-
mengen von {1,2,...,n}, die 1 nicht enthalten; mit anderen Worten: Sie sind
die m-elementigen Teilmengen der (n — 1)-elementigen Menge {2,3,...,n}. Es

n
gibt also genau ( - viele von ihnen (laut der kombinatorischen Interpreta-

tion der Binomialkoeffizienten), und sie haben also alle das Vorzeichen (—1)"

(da sie m-elementig sind). Ihr Gesamtbeitrag zur Summe der Vorzeichen aller
-1 -1

akzeptablen Mengen ist also <nm ) (=DM = (=)™ " . ) Da sich (wie

schon gesagt) die Beitrdge aller anderen akzeptablen Mengen in der Summe

-1
wegkiirzen, ist die Summe insgesamt also auch gleich (—1)" (n ) Mit an-

deren Worten:

—1
(die Summe der Vorzeichen aller akzeptablen Mengen) = (—1)" (n . )

Gleichen wir dies mit ab, so erhalten wir

() = o (M),

k=0

Damit ist (9) wieder bewiesen im Falle, wenn 7 eine positive ganze Zahl ist.

Noch ein paar Worte dazu, wie man obigen Beweis formalisiert. So ein “Kiir-
zungsprozess” ist kein besonders wohldefinierter Begriff, aber was er im We-
sentlichen konstruiert, ist eine Bijektion p : X — X auf der Menge

X := {akzeptable Mengen, deren Partner ebenfalls akzeptable Mengen sind }
={I C[n] | |I| < mabernicht (|I|]=mund1¢&1I)}.

Diese Bijektion p ist formal definiert durch

I\{1}, wennle€

furalle I € X.
IU{1}, wennl¢]I Hrate

p (I) = (Partner von I) = {
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Diese Bijektion p hat die Figenschaft, vorzeichenumkehrend zu sein (d.h., es
gilt (—1)“’(1)| = — (—1)“| fir alle I € X). Die Behauptung ist nun, dass die
Existenz einer solchen Bijektion automatisch dazu fiihrt, dass

(die Summe der Vorzeichen aller akzeptablen Mengen)
= (die Summe der Vorzeichen aller akzeptablen Mengen, die nicht in X’ liegen)

gilt — d.h., dafi die Beitrdge der akzeptablen Mengen in X zur Summe der
Vorzeichen aller akzeptablen Mengen insgesamt verschwinden. Das zugrunde-
liegende Prinzip wollen wir allgemein formulieren

Lemma 3.2. Sei S eine endliche Menge. Sei A eine Teilmenge der Potenz-
menge von S (also eine Menge, deren Elemente wiederum Teilmengen von
S sind). Sei X eine Teilmenge von A. Sei f : X — X eine Bijektion, die die
Eigenschaft hat, dass

(—)FDl = — (—pl firalle I € X (16)

gilt. (Eine solche Bijektion heifst vorzeichenumkehrend.) Dann ist

Y= (.

IeA Ie A\X

(Das heifdt, die Beitrdge aller I € X zur Summe } (—1)'1‘ verschwinden
IeA

insgesamt.)

Beweisskizze zu Lemma[3.21 Die Abbildung f : X — X ist eine Bijektion; somit
hat sie eine Umkehrabbildung f~1 : ¥ — X. Diese Umkehrabbildung ist eben-
falls vorzeichenumkehrend — d.h., sie erfiillt

S p——— firalle I € X. (17)

(Dies folgt einfach, indem man auf f~1 (I) statt I anwendet.)
Nun definieren wir zwei Abbildungen

f+:{IeX | (—1)'1‘:1}—>{I€X | (—1)“':—1},
I— f(I)

"Unsere Behauptung erhalten wir aus diesem Lemma, indem wir es auf

§=[n],
A = {akzeptable Mengen},
X = {akzeptable Mengen, deren Partner ebenfalls akzeptable Mengen sind},

f=pr

anwenden.
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und

f_:{IeX | (—1)'”:—1}—>{1€X | (—1)'”:1},
I fH(I).

(Dass diese Abbildungen wohldefiniert sind, verdanken wir und (17).)
Es ist klar, dass diese Abbildungen f. und f_ zueinander invers sind. Also
sind sie Bijektionen. Damit haben wir eine Bijektion zwischen den Mengen

{I cX | (—1)“| = 1} und {I ex | (—1)“| = —1} gefunden (ndmlich f).
Daher sind diese Mengen gleichméchtig. Mit anderen Worten:

HIEX | (—1)“|=1H:HI€X | (—1)'”:—1}]. (18)

Nun ist aber (—1)/! fiir jede Menge I € X entweder gleich 1 oder gleich —1.
Somit kénnen wir die Summe ) (—1)'1| folgendermafien aufspalten:

= it _pl
Y, (D= (V7+ ) (D

IeX ex; ~—~— [€X;
(1)\1\ 1 =1 (_1)\”:_1 -1
R VL P DR
€ €
(-plf=1 (-)lf=-1

‘ lex | (-)=1
=0 (nach (18)) .

Aber X ist eine Teilmenge von A; somit konnen wir die Summe Y (—1)“|

IeA
folgendermafsen aufspalten:
YEnt=y s poenf= 3=l
IeA lex IeA\X IeA\X
=0
Damit ist Lemma [3.2] gezeigt. O

Lemma ist eine Abstraktion unserer Strategie, Summen durch Kiirzung
gegensitzlicher Summanden zu vereinfachen. Wie so oft haben wir dabei durch
das Abstrahieren ein kleines Geschenk erhalten: In Lemma [3.2) wird nicht vor-
ausgesetzt, dafs f o f = id ist, sondern nur, dass f eine Bijektion ist. Das heift,




Aufgabenblatt Alternierende Summen Seite 28

beim Anwenden von Lemma ist es nicht notwendig, dass der Partner des
Partners einer Menge I € X wieder I selber ist; es reicht aus, dass jede Men-
ge I € X genau einen Partner hat (d.h., die Funktion f ist wohldefiniert) und
dass jede Menge I € X genau einen “Ur-Partner” (also genau ein | € X mit
f (J) = I) hat (d.h., die Funktion f ist bijektiv). Aus der Sicht des schrittweisen
Kiirzungsparadigmas ist dies etwas iiberraschend, da dies dazu fiithren kann,
dass eine noch ungekiirzte Menge einen bereits gekiirzten Partner hat; aber
unser obiger Beweis von Lemma argumentiert nicht durch schrittweises
Wegkiirzen, sondern durch simultanes systematisches Kiirzen aller len gegen
alle —len, und dabei entsteht das Problem nicht. Wir haben also ein wenig All-
gemeinheit gewonnen. In der Praxis wird diese Allgemeinheit selten benutzt
(die meisten vorzeichenumkehrenden Bijektionen f in der Kombinatorik haben
die Eigenschaft f o f = id - sie sind, wie man es nennt, Involutionen).

(c) Dies folgt aus dem Polynomidentitatstrick (Lemma [3.I). Und zwar: Fixiere
m € IN. Definiere zwei Polynomfunktionen p,q : C — C durch

p(n) = f (—1) (Z) und  q(n) = (~1)" (”; 1) fiir alle 7 € C.

Aus Aufgabe 2| (b) folgt dann, dass p (n) = g(n) fur alle positiven ganzen
n gilt. Mit anderen Worten: Es gilt p (z) = g (z) fur alle positiven ganzen z.
Insbesondere gilt also p (z) = q(z) fiir unendlich viele z € C (denn es gibt
unendlich viele positive ganze Zahlen). Laut Lemma ist also p = g. Mit
anderen Worten: p (n) = g (n) fir alle n € C. Aber dies bedeutet genau, dass
() fir alle n € C gilt. Damit ist (9) wieder allgemein bewiesen.

(d) Seien n € C und m € IN. Anwendung der Chu-Vandermonde-Identitat
(?) auf n, —1 und m statt x, y und n ergibt

() =50 o) =5 () ey = pen' ()

Tk =(-1)"(-1)*

(nach (@)
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit (—1)", dann erhalten wir
schnell (9). Damit ist (9) zum dritten Mal bewiesen. O

3.3. zu Aufgabe 3

Fiir Aufgabe |3 bendtigen wir die [versonklammer-Notation:

Definition 3.3. Sei A eine beliebige logische Aussage. Dann definieren wir
eine ganze Zahl [A] € {0,1} durch

Al = 1, wenn A wahr ist;
0, wenn A falsch ist.
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Beispielsweise ist [2+2=4] = 1 und [2+2 = 5] = 0. Die Zahl [A] heif}t
Wahrheitswert von A.

Die folgende Tatsache ist fast trivial ([19fco|, Proposition 1.6.3]); sie hat aber
eine grofie Bedeutung, weil sie Zdhlprobleme auf Summenumformungen zu-
riickfiihren kann:

Proposition 3.4 (“Hdnde zdhlen”). Sei S eine endliche Menge.

(@) Ist T eine Teilmenge von S, so ist

T =Y lseT].

seS

(b) Fiir jedes s € S sei A (s) eine logische Aussage (die, je nach s, entwe-
der wahr oder falsch ist; beispielsweise kann A (s) die Aussage “s ist
gerade”, wenn S eine Menge ganzer Zahlen sein, oder die Aussage “s
ist leer”, wenn S eine Menge von Mengen ist). Dann gilt

(Anzahl aller s € S, die A (s) erfiillen) = ) _ [A(s)].

seS

Beweisskizze. (a) In der Summe Y [s € T] sind genau |T| viele Summanden
seS
gleich 1 (ndmlich die Summanden mit s € T); alle tibrigen |S \ T| Summanden

sind 0. Somit ist diese Summe gleich |T| -1+ |S\ T|-0 = |T]|.

(b) Wende Proposition[3.4(a) auf die Teilmenge T := {s € S | A(s) ist wahr}
an. Fur diese Teilmenge gilt ndmlich, dass [s € T| = [A(s)] fiir jedes s € S
gilt. O

Wir erinnern uns ferner an folgenden fundamentalen Satz (eine der Formen
des Schubfachprinzips):

Proposition 3.5. Seien X und Y zwei endliche Mengen mit |X| < |Y|. Dann
ist jede surjektive Abbildung von X nach Y automatisch bijektiv.

Beweisskizze zu Proposition[3.5] Sei f : X — Y eine surjektive Abbildung. Wir
miissen zeigen, dass f bijektiv ist. Dazu reicht es aus, zu beweisen, dass f
injektiv ist (denn surjektiv ist f bereits).

Nehmen wir das Gegenteil an. Dann ist f nicht injektiv; d.h., es gibt zwei
verschiedene Elemente x,x’ € X mit f (x) = f (x').

Seien x1,x3,...,x; alle Elemente von X (aufgelistet ohne Wiederholungen);
dann ist k = | X| und X = {x9,xp,...,x¢}. Da f surjektiv ist, gilt

Y=F(X)=f({x1,x2,...,%}) (denn X = {x1,x2,...,xx})
={f(x1), f(x2), .., f(x)} (19)
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Doch, wie wir wissen, gibt es zwei verschiedene Elemente x,x’ € X mit
f (x) = f (x). Diese zwei Elemente x, x’ miissen unter den Elementen x1, x, . . ., X
sein (denn x1, x3, ..., x; sind alle Elemente von X). Das heifst, es gibt zwei ver-
schiedene Elemente x;, xj € X mit f (x;) = f (x;). Mit anderen Worten: unter
den k Elementen f (x1), f (x2),...,f (xx) sind mindestens zwei gleiche. Daher
ist die Méchtigkeit der Menge {f (x1), f (x2), ..., f (xx)} hochstens k — 1. Mit
anderen Worten: |{f (x1),f (x2),...,f (x¢)}| < k—1. Wegen vereinfacht
sich dies zu |Y| < k — 1. Also haben wir k = |X| < |Y| < k — 1, was absurd ist.
Dieser Widerspruch vollendet den Beweis von Proposition O

Folgerung 3.6. Seien X und Y zwei endliche Mengen mit |X| < |Y|. Dann
gibt es keine surjektiven Abbildungen von X nach Y.

Beweisskizze. Gabe es eine surjektive Abbildung von X nach Y, dann wiére diese
Abbildung (laut Proposition 3.5) bijektiv, was zu | X| = |Y| fiihren wiirde. Aber
dies wiirde | X| < |Y| widersprechen. O

Losungsskizze zu Aufgabe |3l (a) Sei S eine endliche Menge. Wir miissen die Gleich-
heit beweisen. Im Falle von S = & ist dies trivial (auf der linken Seite steht
eine Summe mit dem einzigen Summanden (—1) ol = (=1)" = 1; auf der rech-
ten steht [S = @] = 1). Also nehmen wir o. B. d. A. an, dass S # @ ist. Dann hat
die Menge S mindestens ein Element. Es gibt also ein s € S. Fixiere ein solches
.
Da S # @ ist, haben wir [S = @] = 0. Die zu beweisende Gleichheit

vereinfacht sich also zu (—1)'” =0.
ICS
Wir wollen jetzt Lemma anwenden — etwa so wie in unserer Losung von
Aufgabe 2| (b), aber einfacher, weil diesmal jede Teilmenge von S einen Partner
finden soll (denn die Summe soll sich zu 0 vereinfachen).
Dazu setzen wir A = {alle Teilmengen von S} und X = A. Wir definieren
jetzt eine Bijektion f : X — X folgendermaflen: Fiir jedes I € X setzen wir

£I) = {I\{s}, wenn s € [;

IU{s}, wenns ¢ I.

Dass dieses f tatsdachlich wohldefiniert und eine Bijektion ist, ist ziemlich klar
(wieder einmal ist f nicht nur eine Bijektion, sondern erfiillt f o f = id). AufSer-
dem gilt
(~)F O = — (—1)l" furalle I € X,
denn |f (I)| unterscheidet sich von |I| immer um +1. Lemma (3.2| liefert also
) (—1)'1‘ = ) (—1)”| = (leere Summe)
IeA Te A\X

(denn wegen X = A ist A\ X eine leere Menge)
= 0.
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Doch das Summenzeichen ) auf der linken Seite ist dquivalent zu ) (da
Ie A ICS

A = {alle Teilmengen von S} ist). Damit haben wir gezeigt, dass ), (—1)

ICS
0 gilt. Damit ist bewiesen. Aufgabe [3] (a) ist also geldst.
(Ein dhnlicher Beweis von findet sich ausgefiihrt in [19fco} §2.9.2, Second
proof of Proposition 2.9.10]. Man kann auch auf die Binomialkoeffizienten-

Identitat ¥ (—1)k (n)
k=0

1 —

= 0 reduzieren.)

k

(b) (Details in [19fco, §2.9.3, proof of Theorem 2.9.9].) Der Ansatz ist folgen-
der: Wir halten ein Element s € U fest und schauen uns an, wie oft in der

Summe
Y (- A

IC[n] iel

dieses Element s “gezdhlt” wird. Das heifst, statt direkt auszurechnen, be-

(20)

rechnen wir die Summe Y (—1)'1| [S €N Al} fiir ein einzelnes s € U. Dann
IC[n] iel
summieren wir die Ergebnisse iiber alle s € U, und erhalten (wegen Proposition

(a)) genau die Summe (20).

Hier sind die Details: Fixiere s € U. Definiere eine Teilmenge S von [n] durch
S={ien] | seA}.

Nun sind die zwei Aussagen “S = @” und “s € U\ (AjUAU---UA,)”
dquivalent (dies folgt leicht aus der Definition von S). Da dquivalente Aussagen
gleiche Wahrheitswerte haben, gilt also

S=o]=[selU\ (A UAU---UA,)|. (21)
sagen “s € (| A;” und “I C §” dquivalent (warum?°). Folglich sind ihre Wahr-

iel
heitswerte gleich, d.h., wir haben

Andererseits sei I eine beliebige Teilmenge von [:IZ%P Dann sind die zwei Aus-

—[1C§9. 22)

Feﬂ&

icl

Vergessen wir wieder, dass wir I fixiert haben. Wir haben also fiir jede
Teilmenge I von [n] bewiesen.

8Man erkennt hier, warum wir den “leeren” Durchschnitt () A; als U definiert haben: Dies
i€eg
hat ndmlich zur Folge, dass (| A; immer (also auch fiir I = @) gleich der Menge aller t € U
icl
ist, die t € A; fur alle i € [ erfiillen. (Im Fall von [ = @ ist “t € A; fir alle i € I” eine leere
Aussage, und gilt also fiir alle ¢ € U.) Dies wird hier ausgenutzt.
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Nun ist
Z (=) [s €A
iel
:[Igs
(nach (22))
Z DI c g
IC[n
_ y -l pcs) + ¥ -y pcs
1T Il i
ICS (denn ICS) IS (denn IZ5)

71 [
(denn jede Teilmenge I von S
ist eine Teilmenge von [n])

— Y (- D+ Z o = Z;(—l)“| =[S = 2] (nach (10))

ICS ICS
Ig;s
T/
—[seU\ (A UAU---UA,) (23)
(nach (21)).

Vergessen wir nun, dass wir s fixiert haben. Wir haben also fiir jedes
s € U bewiesen. Nun gilt

Y (=

I1C[n]

M A

i€l

=) {SG N Az}
sel i€l
(laut Proposition[3.4] (a),

angewandt auf S=U und T= 4;)

=Y -y [se N A

IC[n] sel il

Yoy [ N4

i€l

sel IC[n]
(da zwei voneinander unabhéngige

Summenzeichen immer vertauscht
werden konnen)

=Y [seU\(AUAU---UA,).
sel

:S;[ QZ 'I[SGHA

iel

J/

—[s€U\ (AjUAsU--UAy)]

(nach (23))
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Andererseits ist

IU\(AlUAzLJ---UAnH = Z [SEU\(A1UA2U"'UA”)]
selU

(laut Proposition3.4(a), angewandtauf S = Uund T = U\ (A U A U--- U Ay)).
Abgleich dieser zwei Gleichheiten ergibt

(Al

U\ (A UAU---UA,) = Y (-]
IC[n] icl

Somit ist Aufgabe 3| (b) gelost.

[Bemerkung: Die Sylvestersche Siebformel ist wohl eine der bekanntesten
Aussagen auf diesem Aufgabenblatt, und kommt in der Literatur in vielen For-
men vor. So kann man z. B. die Menge U \ (A1 UAyU---U A,) umschreiben
als A{NA5N---NAS, wobei AS := U\ A; fiir jedes i € [n] gesetzt wird. So
umgeschrieben kommt in [Whitel0, Theorem 1] vor, wo eine kombinatori-
sche Version von unserer obigen Losung gegeben wird. In [Smid09] wird
in der dquivalenten Form

ATUAU---UA, = Y (D)l
IC[n];
I[#2

(A

iel

formuliert (und durch Induktion nach n bewiesen); die Aquivalenz zwischen
dieser Gleichung und sieht man ein, indem man eine dieser Gleichungen
von |U| = |U| subtrahiert.]

(c) (Siehe [19fco, §2.9.5] fiir Details.) Sei U die Menge aller Permutationen
von [n]. Fiir jedes i € [n] setzen wir

Ai={cel | o(i)=1i}. (24)

Somit haben wir n Teilmengen Aj, A, ..., A, von U definiert. Die Definition
von Derangements ldfst sich nun folgendermafien umschreiben:

{Derangements von [n]} = U\ (AfUAyU---UA,).
Also ist

(Anzahl aller Derangements von [n])

(25)

A

iel

= U\ (A UAU---UA,)|= ) (_1)UI
IC[n]

laut Aufgabe [3| (b).
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N A

auf der rechten Seite von be-
iel

stimmen. Dazu fixieren wir eine Teilmenge I von [n]. Dann ist (| A; die Menge
icl
aller Permutationen ¢ von [n], die ¢ (i) = i fur alle i € I erfiillen’} Wir be-
haupten, es gibt genau (n — |I])! solche Permutationen. In der Tat konnen wir
so eine Permutation ¢ ja dadurch aufbauen, dass wir zundchst ihre Werte auf
allen Elementen von I festlegen (hier haben wir keine Wahl, denn die Bedin-
gung “o (i) = i fur alle i € I” legt diese Werte eindeutig fest), und dann die
restlichen n — |I| Elemente von [n] unter den restlichen n — |I| Werten von ¢
verteilen (hier haben wir (n — |I])! viele Moglichkeiten, denn wir legen hier im
Wesentlichen eine Permutation der (n — |I|)-elementigen Menge [n] \ I fest). Es
gibt also genau (n — |I|)! Permutationen o von [n], die ¢ (i) = i fur alle i € I er-

filllen. Da N A; die Menge all dieser Permutationen ist, haben wir also gezeigt,
i€l

Wir wollen nun die Machtigkeiten

dass

N4

i€l

= (n— 1))t 6)

ist.
Vergessen wir nun, dass wir I fixiert haben. Fiir jede Teilmenge I von [n]

9Priife nach, dass dies auch fiir I = & gilt! (Wir haben ja N A; fiir [ = & separat definiert.)
icl
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haben wir also bewiesen. Damit wird zu

(Anzahl aller Derangements von [n])

= Y 0" Nal = 2 oo -

1C[n] iel IC[n]
=(n—|I))!
(laut (26))
n
=Y Y 0 m-
k=0 IC[n]; N
1=k  =(=1)"(n=k)!
(denn |I|=k)

hier haben wir die Summe nach dem Wert von |I| aufgespalten,
denn fiir jede Teilmenge I von [n] ist |I| € {0,1,...,n}

= 2 Y (-1 (n—k)!
R

B
o

J/

-

=(=1)¥(n—k)!-(Anzahl aller Teilmengen I von [n] mit |I|=k)

I
1=

(—1)k (n—k)!'- (Anzahl aller Teilmengen I von [n] mit |I| = k)

-

=(Anzahl aller k-elementigen Teilmengen von [n])
n

k

(laut der kombinatorischen Interpretation der Binomialkoeffizienten)

:é(—l)km—k)!- @ Z (n =k m

o~
I
o

n!
Tkl (n—k)!

(laut der Fakultatenformel fiir
Binomialkoeffizienten)

SPIE
Damit ist Aufgabe [3| (c) gelost.

(d) (Details finden sich in [19fco, §2.9.4].) Sei U die Menge aller Abbildungen
von [m] nach [n]. (Kurzgefasst: Sei U = [n][m].)
Fiir jedes i € [n] sei
A;j={f:[m] — [n] | iistkein Wert von f}
={f:[m] = [n] | f(x)#ifirallex € [m]}.
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Damit haben wir n Teilmengen A, Ap,..., A, von U definiert. Es ist leicht
einzusehen, dass

{surjektive Abbildungen [m] — [n]} = U\ (A UAU---UA,)

ist (denn eine Abbildung von [m] nach [n] ist genau dann surjektiv, wenn jedes
Element von [n] zu ihren Werten gehort, also genau dann, wenn sie in keiner
der Mengen A1, Ay, ..., Ay enthalten ist). Also ist

(Anzahl aller surjektiven Abbildungen von [m] nach [n])

A

i€l

= U\ (A UAU---UA,) = Y (- (27)

I1C[n]

laut Aufgabe [3| (b).

Wir wollen wieder die Machtigkeiten auf der rechten Seite bestimmen. Dazu
fixieren wir eine Teilmenge I von [n]. Dann ist (| A; die Menge aller Abbildun-

i€l

gen von [m] nach [n], die keins der Elemente von I als Wert annehmen (d.h., de-
ren Wertemenge zu I disjunkt ist). Diese Abbildungen konnen wir gleichsetzen
mit den Abbildungen von [m] nach [n] \ I (pedantisch gesehen unterscheiden
sie sich in der Zielmenge, aber dies ist auch der einzige Unterschied). Somit ist

ihre Anzahl gleich |[n] \ I |Hm”. Da () A; die Menge all dieser Abbildungen ist,
icl

haben wir hiermit gezeigt, dass

= [[n] \ 1]/l (28)

A

icl

gilt.
Vergessen wir, dass wir [ fixiert haben. Wir haben also fiir jede Teilmenge
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I von [n] bewiesen. Damit wird zu

(Anzahl aller surjektiven Abbildungen von [m] nach [n])

_ _ 1/ |1 — _1)1I n |[m]]
=L ) Na] = T ol o

ICn] icl IC[n]

|[m] (d :I(FT\|{I|)H1 I
— |itm enn ||n =n—
(l‘gﬁt\) und |[m]|=m)
=Y X e
k=0 IC[n]; ~ d
1=k =(=1)(n—k)"
(denn |I|=k)

hier haben wir, wie schon in der Lésung von Teil (c), die
Summe nach dem Wert von |I| aufgespalten

=) Y (-1 k)"
- (i

s

~~

:(fl)k(nfk)m-(Anzahl aller Teilmengen I von [n] mit |I|=k)

n
=Y (=1)*(n = k)™ (Anzahl aller Teilmengen I von [n] mit |I| = k)

(. i

=(Anzahl aller k-elementigen Teilmengen von [n])
n

k

(laut der kombinatorischen Interpretation der Binomialkoeffizienten)

k_ogf (n—k)"- @ =ké(—1>”‘<”"" (n—k)m.<nfk)

[ n
\n—k
(laut @))
=) (=)™ (7) (hier haben wir i fiir n — k substituiert)
i=0
— Y (1 (”)im
i=0 i

Damit ist Aufgabe [B|(d) gelost.

(e) Seien n,m € IN. Sei S die Menge aller surjektiven Abbildungen von [m]
nach [n]. Laut Aufgabe [3|(d) ist dann

S| = f (—1)" (’;>zm (29)

i=0
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Wir miissen aber zeigen, dass i (- <7Il) i" durch n! teilbar ist. Wegen
i=0
reicht es hierfiir aus, zu zeigen, dass |S| durch n! teilbar ist.

Wie zeigen wir dies? Die Idee ist, dass wir eine Aquivalenzrelation auf der
Menge S einfithren, von der jede Aquivalenzklasse genau 1! viele Elemente hat.
Daraus wird dann folgen, dass |S| gleich n! mal der Anzahl dieser Aquivalenz-
klassen ist, und somit wird |S| durch n! teilbar sein.

Die richtige Aquivalenzrelation 14t sich folgendermafien definieren:

Sei P die Menge aller Permutationen von [n]. Da die Permutationen von [n]
nichts anderes sind als die bijektiven Abbildungen von [n] nach [n], sehen wir,
dass

¢ die Verkettung ¢ o T von zwei Permutationen ¢, T € P wieder eine Per-
mutation in P ist;

e die Identitdtsabbildung id : [n] — [n] eine Permutation in P ist;

¢ die Umkehrung 0! einer jeden Permutation ¢ € P wieder eine Permuta-
tion in P ist (und insbesondere wohldefiniert ist, da bijektive Abbildungen
immer Umkehrungen haben).

(Algebraiker fassen diese Fakten gerne in einem Satz zusammen: “Die Menge
P ist eine Gruppe beziiglich Verkettung, mit neutralem Element id.”)

AuBlerdem wissen wir, dafl die Menge [n1] genau n! Permutationen hat; das
heif3t, |P| = n!.

Fir alle f € Sund ¢ € P ist ferner 0o f € S. (Denn wenn f surjektiv und o
bijektiv ist, dann ist auch ¢ o f surjektiv.)

Jetzt definieren wir eine bindre Relation ~ auf der Menge S, indem wir

(f~g) < (esgibteinc € Pmitg=o0cof)

fur je zwei surjektive Abbildungen f, g € S setzen. Mit anderen Worten: Zwei
Abbildungen f und g in S sind genau dann dquivalent (beztiglich ~), wenn eine
aus der anderen durch Verkettung mit einer Permutation von [n] hervorgehtm

Diese Relation ~ ist tatsdchlich eine Aquivalenzrelation, wie man unschwer
mithilfe der obengenannten Fakten iiber P beweist. (So folgt z. B. die Transi-
tivitdit von ~ daraus, dass die die Verkettung o o T von zwei Permutationen
0, T € P wieder eine Permutation in P ist.)

Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, unterteilt sie die Menge S in (disjunkte und
nichtleere) Aquivalenzklassen. Wir miissen nur noch zeigen, dass jede dieser
Aquivalenzklassen genau 7! viele Elemente hat.

1OBeispz'el: Seien m = 5 und n = 3. Sei f : [m| — [n] die Abbildung, die 1,2,3,4,5 auf 2,1,3,2,1
(in dieser Reihenfolge) abbildet. Sei g : [m]| — [n] die Abbildung, die 1,2,3,4,5 auf 3,2,1,3,2
(in dieser Reihenfolge) abbildet. Beide diese Abbildungen f und g sind surjektiv und liegen
daher in S. Ferner gibt es ein ¢ € P (also eine Permutation o von [n] = [3]) mit g = oo f; und
zwar ist dieses o diejenige Permutation von [3], die 1,2,3 auf 2,3,1 (in diesr Reihenfolge)
abbildet. Daher ist f ~ g.
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Sei also K eine Aquivalenzklasse von ~. Wir miissen zeigen, dass |K| = n! ist.
Wir wihlen ein beliebiges Element f von K. Dann ist K die Aquivalenzklasse
von f (beziiglich der Relation ~). Wegen der Definition von ~ bedeutet dies
folgendes:

K={ocof | c€P}. (30)

Hieraus wiirde schnell |K| = n! folgen, wenn wir wiissten, dass die Abbildun-
gen o o f fiir alle o € P verschieden sind (denn |P| = n!). Sind sie es denn?

Ja, sind sie. Denn sind ¢ und 7 zwei verschiedene Permutationen in P, dann
gibtes eini € [n| mit o (i) # 7 (i); und da f surjektiv ist (denn f € K C S), gibt
es zu diesem i € [n] auch ein j € [m] mit i = f (j). Fur dieses j gilt dann

(0o f) (]')=0'(f\(’j)) =) #1 (%) =t(f() =(tof)(),
=f(j

=i

woraus natiirlich oo f # T o f folgt. Wir haben also gezeigt, dass oo f # To f
fiir je zwei verschiedene Permutationen ¢ und 7 in P gilt. Das heifdt, die Abbil-
dungen o o f fiir ¢ € P sind alle verschieden. Folglich ist |[{c o f | o € P}| =
|P| = n!. Wegen laBt sich dies umschreiben als |K| = n!, was uns gerade
zum Beweis gefehlt hat. Die Losung von Aufgabe 3| (e) ist damit fertig.

(f) Sei n € IN. Laut Proposition (angewandt auf X = [n] und Y = [n])
ist jede surjektive Abbildung von [n] nach [n] automatisch bijektiv. Da die Um-
kehrung selbstverstindlich gilt, sind also die surjektiven Abbildungen von [n]

nach [n] dasselbe wie die bijektiven Abbildungen von [#] nach [n]. Wir haben
daher

{surjektive Abbildungen von [n| nach [n]}
= {bijektive Abbildungen von [n] nach [n]}
= {Permutationen von [n]}

und folglich

(Anzahl aller surjektiven Abbildungen von [n] nach [n])
= (Anzahl aller Permutationen von [n]) = n!.

Doch laut Aufgabe 3| (d) (angewendet auf m = n) gilt

(Anzahl aller surjektiven Abbildungen von [n] nach [n])
— Yy (1 <”> i".
i=0 !

n .
Abgleich der letzten zwei Gleichungen ergibt Y (—1)""" (?) i" = n!. Damit ist
i=0
Aufgabe 3] (f) gelost.
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(g) Seien n,m € IN mit m < n. Dann st |[m]|| = m < n = |[n]|. Laut Folgerung
gibt es also keine surjektiven Abbildungen von [m] nach [n]. Die Anzahl aller
surjektiven Abbildungen von [m] nach [n] ist also 0. Doch laut Aufgabe 3| (d) ist

n .
diese Anzahl gleich }~ (—1)"" (:Z) i". Abgleich dieser beiden Fakten ergibt
i=0

i;(—l)”i (?)zm = 0.

Aufgabe [ (g) ist damit gelost. O

3.4. zu Aufgabe

Wir stellen die Losung von Aufgabe [7] als néchstes, weil sie direkt an Aufgabe
(a) anschlief3t (und weil wir sie bald wieder brauchen).

Losungsskizze zu Aufgabe[7} Aufgabe[/]ist zwar eine Verallgemeinerung der Iden-
titat (10); sie lafst sich aber leicht auf letztere zuriickfiihren:

Wenn wir eine Teilmenge I von S wahlen wollen, die T C [ erfiillt, dann miis-
sen wir nur entscheiden, welche Elemente von S\ T in diese Menge kommen;
samtliche Elemente von T miissen es ja ohnehin tun. Das heifit, wir miissen
nur eine Teilmenge von S \ T wéhlen. Formaliseren wir das als Bijektion, dann
erhalten wir folgendes: Es gibt eine Bijektion

{Teilmengen von S\ T} — {Teilmengen I von S, die T C [ erfiillen},
J— JUT.

(Die Umkehrabbildung dieser Bijektion sendet jedes I auf I\ T.) Diese Bijektion

erlaubt es uns, in der Summe Y (—1)“| den Summationsindex I durch JUT
ICS;
TCI

zu substituieren; wir erhalten also

Y (_1)\I| =) (=Tl

=
Doch
y (=) = Y (—pivT = Y (_1)\1|+|T|
JCS\T cs\r T~~~ ICS\T >

:(_1)\1|+\T|

(denn aus ICS\T
folgt |[IUT|=|I|+|T])

=0Ty ) =TS\ T=a).
ICS\T
———
=[5\T=2]
(nach (10,
angewandt auf S\T statt S)

(-1
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Doch da T C S gilt, ist die Aussage “S \ T = @” dquivalent zu “S = T”. Somit
ist [S\ T = @] = [S = T]. Insgesamt erhalten wir also

Y nl= 3 ()= ()T s\ T = o) = (-1) T [s = T).
ICS; JCS\T —
TCI =[5=T]
Damit ist Aufgabe [7] gelost.
[Eine andere Losung von Aufgabe [7]ist in [18f-hw3s| proof of Proposition 6.4]
zu finden; statt zu verwenden, imitiert diese den Beweis von (10).] O

3.5. zu Aufgabe {4

Losungsskizze zu Aufgabe[d Sei g die Anzahl aller 1-geraden n-Tupel in [d]".
Sei u die Anzahl aller 1-ungeraden n-Tupel in [d]", wobei wir das Wort “1-
ungerade” als Abkiirzung fiir “nicht 1-gerade” definieren. Dann ist ¢ + u die
Anzahl aller n-Tupel in [d]" (denn jedes n-Tupel in [d]" ist entweder 1-gerade
oder 1-ungerade aber nicht beides gleichzeitig). Wir haben also

+u = (Anzahl aller n-Tupel in [d]") = d". (31)
8 P

Wenn wir jetzt noch eine dhnliche Gleichheit finden, auf deren linken Seite
g — u statt ¢ + u steht, dann konnen wir diese Gleichheit zu (31) addieren, und
erhalten 2¢ auf der linken Seite. Daraus konnen wir dann g (unsere gesuchte
Anzahl) bestimmen.
Wir stellen zunéchst folgendes fest: Sind x1, x2,...,x; € C beliebige Zahlen,
so gilt
(x1+x2+-+x5)" = Y. XayXay ** " Xa,- (32)
(ay,a2,....an)€[d)"

(Dies sieht man am einfachsten folgendermafien ein: Wenn man

(x1+x2+ - +x3)"
= (x1+xa+ - 4xg) (xrF x4+ xg) (v Hxa e+ xg)

(. i

N
n Faktoren

ausmultipliziert, erhélt man 4" Produkte, die jeweils aus jedem der n Faktoren
genau einen Summanden auswdhlen. Dies ist aber genau die rechte Seite von
(32). Formal beweisen kann man durch Induktion nach n.)

Was fiir Zahlen x1,x3,...,x; konnen wir in einsetzen, damit auf der
rechten Seite ¢ — u entsteht? Die Summe auf der rechten Seite von hat
einen Summanden X4, X, - - - X,, fiir jedes n-Tupel (ay,4az,...,a,) € [d]". Wenn
wir x1,xp,...,x; so wahlen konnen, dass dieser Summand gleich 1 fiir jedes
1-gerade n-Tupel (ay,4a,...,a,) € [d]" ist und gleich —1 fiir jedes 1-ungerade
n-Tupel (ay,ay,...,a,) € [d]" ist, dann vereinfacht sich diese Summe zu ¢ -1+
u-(—1) = ¢ — u, und wir haben unser Zwischenziel erreicht.
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Konnen wir x1, xp, . .., x4 auch tatsdchlich so wahlen? Ja, wie man leicht sieht:
Und zwar setze man x; = —1 und x; = x3 = --- = x; = 1. Fiir jedes n-Tupel
(ay,a2,...,a,) € [d]" ist dann

Anzahl aller i€[n] mit a;,=1
Yoy Xay - Xa, = (—1)' it =)

denn jedes i € [n] mit a; = 1 tragt einen (—1)-Faktor
zum Produkt x4, x4, - - - x4, bei, wihrend jedes andere i
nur einen 1-Faktor beitragt

_J1,  wenn die Anzahl aller i € [n] mit a; = 1 gerade ist;
~ | =1, wenn die Anzahl aller i € [n] mit a; = 1 ungerade ist

1, wenn (ai,4ay,...,a,) ein 1-gerades n-Tupel ist;
—1, wenn (a1,4ay,...,a,) ein 1-ungerades n-Tupel ist.

Die Summe Yy Xa,Xa, - - - Xg, hat also fiir jedes 1-gerade n-Tupel
(aq,a2,...,an)€[d]"

(a,a2,...,a,) € [d]" einen Summanden, der gleich 1 ist, und fiir jedes 1-

ungerade n-Tupel (ay,ay,...,a,) € [d]" einen Summanden, der gleich —1 ist.

Da es g viele 1-gerade n-Tupel (a1,ay,...,a,) € [d]" und u viele 1-ungerade

n-Tupel (ay,ay,...,a,) € [d]" gibt, vereinfacht sich diese Summe also zu ¢ - 1+

u-(—1) = g — u. Die Gleichheit vereinfacht sich damit zu

(x1+x2+---+xd)”:g—u.
Also ist

g—u=@m+x+t-+x)' =|-1+1+14---+1
‘ d—1 Su;nrmanden
—d-—2
(dennx; = —lundxp =x3=---=x;=1)
=(d-2)".

Addieren wir diese Gleichung zu , so erhalten wir 2¢ = d" + (d — 2)". Daher
ist ¢ = % (d" 4 (d —2)"). Dies lost Aufgabe

(Eine andere Losung, die aber ebenfalls auf Kiirzungen in vorzeichenbehaf-
teten Summen beruht, findet sich in [18s-hw3s, solution to Exercise 5].) O

3.6. zu Aufgabe
Losungsskizze zu Aufgabe 5| (a) Schreibe das Polynom P as

P - Z /\ilriZI--vinx?_ll x122 T x;’;ﬂ’ (33)

(1'1,1'2,‘..,1.;1 ) eN”"
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wobei A; ;i die Koeffizienten von P sind. (Die unendliche Summe auf der
rechten Seite von ist unproblematisch, da nur endlich viele der Koeffizien-
ten A; ;, . i, und damit auch nur endlich viele der Summanden von 0 verschie-
den sind.)

Sei nun T eine Teilmenge von [n]. Unter den Nicht-T-Variablen verstehen wir
im Folgenden die Variablen x; miti ¢ T. Dann ist P (x |r) also das Resultat, das
man erhélt, wenn man im Polynom P alle Nicht-T-Variablen durch 0 ersetzt.

Wir wollen erst einmal sehen, was mit einem Monom xll1 xzz2 coexp passiert,
wenn man im n-Tupel (x1,xp,...,x,) alle Nicht-T-Variablen durch 0 ersetzt.
Und zwar passiert folgendes:

¢ Wenn in dem Monom xil xéz e x;” keine Nicht-T-Variable vorkommt, dann
bleibt dieses Monom bei der Einsetzung unverdndert (denn die Variablen,
die im Monom vorkommen, bleiben alle bei der Einsetzung unverandert).

e Wenn in dem Monom x? xéz cee xf{’ eine Nicht-T-Variable Vorkomm dann
wird dieses Monom bei der Einsetzung zu 0 (weil im resultienden Pro-
dukt mindestens ein Faktor gleich 0 ist).

Insgesamt kdnnen wir also sagen, dass das Monom x{'x7 - - - x;" bei der Erset-
zung zu

i1 .02

x{xZ---x;, wennim Monom x| x7 - - - x;i keine Nicht-T-Variable vorkommt;
0, wenn im Monom x; x5 - - - x;" eine Nicht-T-Variable vorkommt

_ {x?x? ... xlr, wenn i, = 0 fiir alle k € [n] \ T gilt;

0, wenn nicht

denn genau dann kommt im Monom xlf xéz .- 1 keine
Nicht-T-Variable vor, wenn i, = 0 fiir alle k € [n] \ T gilt

wird. Somit wird das Polynom P bei dieser Ersetzung zu

Y A {12 e, wenn i =0 fiiralle k € [n] \ T gilt
(vigdment 0, wenn nicht
(wegen (33))
= L Mipead o
(i1,izeosin) EN;

ir=0 fiir alle ke[n]\T

1Dag wort “eine” bedeutet hier “mindestens eine”, und das Wort “vorkommt” bedeutet hier

“mit positivem Exponenten vorkommt”. So kommen im Monom xJx}x} die Variablen x,

und x3 vor, nicht aber die Variable x;.
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(hier haben wir alle Summanden, die nicht “iy = 0 fiir alle k € [n] \ T” erfiillen,

aus der Summe geworfen, da sie alle gleich 0 sind). Mit anderen Worten: Wir
haben

P(x[r) = X Nivige i 1 - X1 (34)
(il,iz,...,in)ENn;
iy=0 fur alle ke[n]\T
(denn P (x |r) ist ja genau das Resultat, das man erhilt, wenn man im Polynom
P alle Nicht-T-Variablen durch 0 ersetzt).
Vergessen wir nun, dass wir T fixiert haben. Fiir jede Teilmenge T von [#]
haben wir also bewiesen.

Nun ist
T
Y, (- P(xr)
TCn] iy By in
= Z /\il,fz,...,inxl x2 “.le
(il,iz,...,in)e]N”;
ix=0 fiir alle ke [n]\T
(nach (34))
T i1 .1 i
= Z (_1)| | Z /\illiz,--.,inxllxzz T Xy
Tg[?’l] (il,iz,...,in)EN’1;

iy=0 fur alle ke[n]\T

= )T Ay, X2 - i
1425001 2 n

Tg[i’l} (il,iz,...,in)ENn}
ir=0 fiir alle ke[n]\T
= L )y
(ll,lz,,ln)ENn Tg [n];

iy=0 fur alle ke[n]\T
(hier haben wir die zwei Summenzeichen
vertauscht; dabei springt die Bedingung
nattirlich unter das innere Summenzeichen)

_ ITI y . . a2 i
— Z Z (_1) AllIZZI-"/lﬂxl x2 T x;{l
(il,iz,...,in)GN” Tg[i’l],
ix=0 fiir alle ke[n]\T

= Y ). (D) Mgy iy Xix2 - xln. (35)
(1,42, )in ) ENT TC[n];
ir=0 fiir alle ke[n]\T
Jetzt ist es an der Zeit, die innere Summe in zu vereinfachen. Dazu fi-
xieren wir ein n-Tupel (i1,i,...,i,) € IN". Sei S die Menge aller k € [n], die
ix # 0 erfiillen. Eine Teilmenge T von [n] erfiillt genau dann “iy = 0 fir al-
le k € [n]\ T”, wenn sie S C T erfiillt. Somit 148t sich das Summenzeichen

Yy auch als )}, umschreiben. Das heifst, wir haben
TC[n]; TC[n);
ix=0 fiir alle ke[n]\T SCT

TC[n]; E TC[n];
ir=0 fiir alle ke[n]\T SCT
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(dies ist eine Gleichheit von SummenzeichenEb. Also ist

y )M=Y (=Y ()= (-1)fl[n =3

TC(n]; TCn); IC[n);
i =0 fur alle ke[n]\T SCT SCI

wegen Aufgabe [7] (angewendet auf [n] und S statt S und T). Doch wir haben

(=) [n) = 8] = (=1)"[[n] = 8]

(denn im Falle von [n] = S gilt |S| = |[n]| = n, wahrend im anderen Fall der
verschwindende Faktor [[n] = S] = 0 den Vorfaktor sowieso irrelevant macht);
wir erhalten also

Yy (=) = (=1)F/[[n) = §] = (-1)"[[n] = 8].
ix=0 fﬁrTagl{Z]lie [n\T

Doch [n] = S gilt genau dann, wenn iy, # 0 fiir alle k € [n] gilt (laut Definition
von S), und dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn i, > 1 fiir alle k € [#]
gilt (denn jede Zahl iy ist eine nichtnegative ganze Zahl, und ist daher genau
dann # 0, wenn sie > 1 ist). Die Aussagen “[n] = S” und “iy > 1 fiir alle
k € [n]” sind also dquivalent. Somit ist [[n] = S| = [iy > 1 fuir alle k € [n]] (denn
dquivalente Aussagen haben den gleichen Wahrheitswert). Wir rechnen also
weiter:

)y D)= (1" [[n] =]

. —_—
ir=0 fﬁfagll[Z]I;e [n\T =[ix>1 fiir alle ke[n]]
= (=1)" [ix > 1 fur alle k € [n]]. (36)

Vergessen wir wieder, dass wir (iy,1y,...,i,) fixiert haben. Wir haben also

2Gleichheiten von Summenzeichen sind wie folgt zu verstehen: Zwei Summenzeichen sind
genau dann gleich, wenn sie die gleiche Wirkung haben — d.h., wenn man das eine durch das
andere in einem Term ersetzt, dann verdndert sich der Wert des Termes nicht. Zum Beispiel

3 3

gilt Y= = Y, denn fiir jedes 4-Tupel (ag, a1,az,a3) von Zahlen gilt Y a;,= ) a;.
ieN; =0 ieN; i=0
0<i<3 0<i<3
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fiir jedes n-Tupel (i, i, ...,iy) € N" gezeigt. Somit wird zu
Y (DM P(x )

TC[n]
T i i i
= ) Yo (DT Ay xRl
(il,iz,...,in)EN” Tg[i’l],
i,=0 fur alle k€T
=(=1)"[ix>1 fiir alle k€[n]]
(laut (36))

= ) (—1)" [ix > 1 furallek € [n]] A
(il,iz,...,in)eNn

— Y. (—=1)" [ix > 1 fur alle k € [n]] A

S S SR
i1,i2,00in X1 X2 Xn

i1 00 . ip
X1 X Xn

L 1 Vo, in
(il,iz,...,in)GNn} ;’1
ix=1 fur alle ken] (denn i >1 fiir alle ke [n])
+ Z (_1)71 iy > 1 fiir alle k € [n]] Aihiz,---,inxllllez o
(i1iyennyin) ENT; ~

es gilt nicht ST 0 5
& (denn es gilt nicht (i >1 fur alle k€ (n]))

(ix>1 fiir alle ke[n])

_ n i1 ,0o i

= Z (=1)" A, ig X1 X5 - X5
(il,iz,...,in)GNn;
iy>1 fur alle ke[n]

+ ) (—=1)" oA
(il,iz,...,in)ENn,'
es gilt nicht
(ix>1 fur alle ke[n])

N

g Z (_1)7’1 )\il,iz,...,
(i1, in) ENT;

i >1 fiir alle k€[n] =(x1x0+Xp) (x;171x12271~--x£,"71

(denn i, >1 fiir alle k€ [n])

— n i1—1_ir—1 i,—1
= X (D) Ay (k) (xR
(11,82, in ) EN";
ir>1 fiir alle ke[n]

_ n o ) ilfl iz—l i,—1
= Xx1Xp - Xy - (—1) 2 Aiyin, inX] X5 Xt
(il,iz,...,in)ENn;
ix>1 fiir alle ke [n]

L ST SR
i1,i2,0esin X1 X2 Xn

i1l g
X{ag -y

~.

n

Bezeichnen wir das Polynom

n o =1 -1 i—1
(_1) Z )\11/12/---/1nx1 X T Xy
(il,iz,...,in)eNn}
iy>1 fir alle ke[n]

(37)

. xi"

n
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mit Q; dann vereinfacht sich zu

) (~D)TP(x|p) =x120 - xp- Q=122 X - Q (X1,X2, .., Xp) -

TC|n|

Ferner ist laut Definition

o n o ih1—1_ir— 1 1,—1
Q=(-1) )3 Aivigin¥y X3 Xy
(i1,i2,-..in) EN";
ix>1 fur alle ke [n]

Vergleichen wir dies mit , so erkennen wir, dass jeder Koeffizient von Q
(bis auf Vorzeichen) ein Koeffizient von P ist, aber in P zu einem um n ho-
hergradigeren Monom gehort als in Q (genauer gesagt: der Koeffizient von
A2 in Q ist (—1)" mal der Koeffizient von xix2---x in P).
Hieraus folgt, dass der Grad von P mindestens um n hoher ist als der von Q.
Das heifst, deg P > deg Q + n. Mit anderen Worten: deg Q < deg P — n.

Wir haben also ein Polynom Q in den n Variablen x1, x3, . .., x, gefunden, fiir

das deg Q < deg P — n und

Z (_1)\T\ P(x|r) =x1x2 - xn-Q(x1,X0,...,%Xn)

TCn]

gilt. Damit ist Aufgabe [5| (a) gelost.
(Ein alternativer Beweis durch Induktion nach n findet sich in [Grinbe0S§,
Lemma 2].)

(b) (Siehe [Grinbe08, Lemma 3] fiir Details.) Nehmen wir an, dass deg P < n
ist (wobei P wie in Aufgabe P| (a) ist). Laut Aufgabe 5| (a) gibt es dann ein
Polynom Q in den Variablen x1, x3, ..., x,, fiir das deg Q < deg P — n und

) (_1)\T\ P(x|r)=2x1x2--xn-Q(x1,%2,...,%n)

TC|[n]

gilt. Betrachten wir dieses Q. Aus degQ < degP —n <n —n = 0 folgt Q = 0.
N——

<n
Also ist

Z DITP (x |1) = 122 n-Q (X1, X2, %) = 0. (38)
C
C e

(c) (Siehe [Grinbe(8| Problem 1] fiir Details.) Definiere ein Polynom P =
P(x1,x2,...,%,) in n Variablen x1, x, ..., x, Uiber dem Ring Z (also mit ganz-
zahligen Koeffizienten) folgendermafien:

le—(x1+x2+---—|—xn)p_1. (39)
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Dann istdegP < p—1< p < n (denn n > p). Laut gilt daher

Y ()P (x|r)=0. (40)

TC[n]

Doch fiir jede Teilmenge T von [n] gilt

ieT

p—1
P(x|r)=1- (Z xi> . (41)

(Dies folgt aus (39), wenn wir alle Variablen x; mit i ¢ T durch 0 ersetzen. Denn
durch diese Ersetzung wird P zu P (x |r), widhrend die Summe x1 +x + - - - +
Xy zu ihrer Teilsumme Y x; wird.)

ieT
Aus folgt nun

p—1
_ Tl _ T 1 , .
0 TCZM( 1) P(xIT)pl TCZ[:H]( 1) (1 (l;xl) )
=1-(5)

(laut {I))

Setzen wir ay, ay, . . ., a, fiir die Variablen xq, x5, . . ., x, in dieser Polynom-Identitat

ein, so erhalten wir
p—1
0o=Y (-n"|1- (Zai> . (42)
TC[n] ieT

Fiir jedes a € Z gilt aber

aP~1 = L, wennpfa; mod p (43)
0, wennyp |a

(laut dem Kleinen Satz von Fermat) und folglich

1o ap-1=1_ 1, wenn p{a;
0, wennp |a

dp. 44
1, wennyp|a moap (44)

B {0, wenn p 1 a;
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Damit konnen wir in modulo p weiterrechnen:

p—1
0=y (-n" (1 - (m) )
TC[n] ieT

N

-

0, wennpt Y a;
_ ieT
= mod p
1, wennp| ¥ a;
ieT
(laut (44), angewandt auf a= Y a;)
ieT
0, wenn pt L a;
= (—l™ <t - (1) mod p
TCZ[n] 1, wennp| } 4 TCZ[EI];
ieT pl L a;

(hier haben wir die Summanden, die 0 sind, aus der Summe geworfen). Das
heifst, die Zahl )’ (—1)|T‘ ist durch p teilbar. Benennen wir jetzt noch den

TC[n];
plL ai
i€T
Index i als t um, so sehen wir: Die Zahl ) (—1)|T| ist durch p teilbar. Damit
TC[n];
Pl L a

teT

ist Aufgabe 5] (c) gelost.

[Bemerkung: In der obigen Losung von Aufgabe |5 (c) hiatten wir das Poly-
nom P auch iiber dem endlichen Korper IF, statt tiber Z definieren konnen.
(So habe ich es in [Grinbe08] auch gemacht.) Dann hétten wir es mit Gleich-
heiten statt Kongruenzen zu tun, hitten aber wiederum mit den Restklassen
von aj, ay, . ..,a, modulo p statt mit diesen Zahlen selber rechnen miissen. Viel
Arbeit hidtten wir uns nicht gespart.] O

3.7. zu Aufgabe [0

Losungsskizze zu Aufgabe[6l Eine generelle Bemerkung vorneweg: Man sollte sich

Af als ein diskretes Analogon der Ableitung f' = % f vorstellen; die Teile (a)

und (d) dieser Aufgabe sind so gesehen analog zu wohlbekannten Eigenschaf-
ten von Ableitungen. Mehr iiber diese Analogie (und iiber erste und n-te Diffe-
renzen) findet man in Ciglers Skript [Cigler06] und [GrKnPa94, §2.6 sowie §5.3,
Trick 2].

(a) Wir zeigen zundchst einmal den Sonderfall n = 1 als separate Aussage:

Aussage 1: Sei k € N U {—oo}. Ist f : A — C eine Polynomfunktion
von Grad < k, dann ist Af eine Polynomfunktion von Grad < k — 1.
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[Beweis von Aussage 1: Sei f : A — C eine Polynomfunktion von Grad < k.
Es gibt also Konstanten ag, a1, .. .,a; € C mit der Eigenschaft, dafs jedes x € A
die Gleichheit

k .
= Z a;x' (45)
i=0
erfiillt. Betrachte diese Konstanten ag, a3, . . ., a¢. Laut Definition von Af ist nun
(Af)(x)= flx+1) - f(X)
W
= Z a; (x—|—1) = Z a;x!

(laut [45), angewandt (laut @5))
aut x—l—l statt x)

i (x+1) 2‘”‘_2”1 ((x~|—1)i—xi>

j=0
(denn laut dem Binomischen Satz

gilt (x+1)'= i (l) xf:ii1 (Z) x/ 4-xt)
=0 \J =0 \J
i

k -1 /-
l .
:ZaiZ(.)x] ZZal() (46)
i—0  j=o \J i=0 j=
k i—1
Doch das Summenzeichenpaar “ ), ) ” auf der rechten Seite dieser Gleichung
i=0 j=0
k-1 k
1463t sich durch das Summenzeichenpaar “ ) ) ” ersetzen, denn beide diese
j=0i=j+1
Summenzeichenpaare lduten eine Summation iiber alle Paare (i,j) € Z? mit
0 <j < i < kein (man priife dies nach!) und sind somit zueinander dquivalent.

Somit kann man (46) umschreiben als

Wir haben also

k—1 k i )
Yy a() _2(2 az-(,))x] @7)
=0 i=j+1 j=0 \i=j+1 \J
tiir alle x € A. An dieser Formel erkennt man, dass Af eine Polynomfunktion
von Grad < k — 1 ist. Damit ist Aussage 1 bewiesen.

(Wenn k > 0 ist, und wenn die Polynomfunktion f den Grad k hat, dann
kann man sogar sehen, dass Af eine Polynomfunktion von Grad exakt k — 1
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ist. Dies werden wir in Aussage 4 weiter unten beweisen. Wenn k = 0 ist, dann
ist Af = 0, weil auf der rechten Seite von eine leere Summe steht. Das
Nullpolynom 0 hat Grad —oo, nicht 0 — 1.)]

Wir konnen das Zeichen A als einen Operator auffassen — d. h., als eine Ab-
bildung C» — C? von der Menge C* = {alle Funktionen von A nach C} in
sich selbst. Dieser Operator sendet jede Funktion f € C# auf die Funktion
Af € CA. Da A eine Abbildung von der Menge C# in sich selbst ist, kann
man A beliebig oft hintereinander ausfiihren — d.h. die Verkettungspotenzen
A" = AoAo---oA fiir alle n € N sind alle wohldefiniert (mit A? = idca).

n mal A
Die n-te Verkettungspotenz A" iiberfiihrt natiirlich jede Funktion f € C# in die
in der Aufgabe definierte n-te Differenz A" f, denn genau so wurde letztere ja
definiert.

Nun haben wir aber vorhin Aussage 1 bewiesen. Kurzgefasst besagt diese
Aussage, dass der Operator A jede Polynomfunktion in eine Polynomfunktion
mit mindestens um 1 kleinerem Grad {iberfiihrt. Hieraus folgt, dass die n-fache
Hintereinanderausfithrung A" dieses Operators A (fiir jedes n € IN) jede Poly-
nomfunktion in eine Polynomfunktion mit mindestens um 7 kleinerem Grad
tiberfiihrt. Mit anderen Worten:

Aussage 2: Seien k € NU {—co} und n € N. Ist f : A — C eine
Polynomfunktion von Grad < k, dann ist A" f eine Polynomfunktion
von Grad < k — n.

(Strenggenommen muss man dies durch Induktion nach n zeigen. Aber dies
ist vollig straightforward.)
Aufgabe [f] (a) folgt sofort aus Aussage 2.

(b) Sei f : A — C eine beliebige Funktion. Wir behaupten nun:

Aussage 3: Es gilt

(A" f) (x) = i (—1)"* (Z)f (x +k) fir alle x € A und n € N.
k=0

[Beweis von Aussage 3: Wir zeigen Aussage 3 durch Induktion nach n:
Induktionsanfang: Fiir n = 0 behauptet Aussage 3, dass

(AO f) (x) = i (—1)0* (2) Flx+k) fiir alle x € A

k=0

gilt. Dies lauft aber auf f (x) = f (x) hinaus (denn A°f = f und (8) =1).

Somit ist Aussage 3 fiir n = 0 bewiesen.
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Induktionsschritt: Sei m € IN. Angenommen, dass Aussage 3 fiir n = m gilt.
Wir miissen zeigen, dass Aussage 3 auch fiir n = m + 1 gilt.

Wir haben angenommen, dass Aussage 3 fiir n = m gilt. Mit anderen Worten:
Es gilt

m

@) (x) = ¥ (1" () b 4s)

k=0
tir alle x € A.
Sei nun x € A. Dann ist A"*1f = A(A™f) (laut der rekursiven Definition

von A"f), alsoﬁ

<Am+1f> (x)
= (A (A"f)) (x)
= @HE+HY - @A)

A — —

3 (M paen =3 e () fen)
k=0 k k=0 k
(nach (8), (nach (48))

angewandt auf x+1 statt x)

(laut der Definition von A (A" f))

=3 o (B = X o () p e

k=0 k=0
Ny (o i ek (m
=) (=D e ) f G- =) (2D L)tk
=] ——~——" ~~ k=0 ——~——
:(_1)(m+1)—k =x+k :_(_1)(m+1)—k

(hier haben wir das k in der ersten Summe durch k — 1 substituiert)

=5 e () e - B (- o) (M)

k=1 k=0
m+1 m

_ _\(m+1)—k (M X _\(m+1)—k (T X '
T R L ) () e

Die zwei Summen auf der rechten Seite sehen so aus, als sollten wir sie zusam-
menfassen. Dies wird aber erst einmal durch die verschiedenen Summationsin-
tervalle behindert: Die erste Summe geht von 1 bis m 4 1, wahrend die zweite
von 0 bis m geht. Doch dies ist kein echtes Hindernis, lassen sich doch beide
Summen auf einfachste Weise zu Summen von 0 bis m + 1 ausdehnen. Fiir die

BWer den Induktionsbeweis des Binomischen Satzes noch im Gedéchtnis hat, wird ihn im Fol-
genden in abgewandelter Form wiedererkennen. Dies ist kein grofies Wunder, denn Aussa-
ge 2 lafit sich auch als Sonderfall des Binomischen Satzes im Operatorenring sehen — und
der Beweis, den wir hier fiihren, folgt einfach dem Beweis des Binomischen Satzes in diesem
Sonderfall. Diesen Blickwinkel will ich hier aber nicht genauer darstellen.
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erste Summe geschieht dies, indem wir ihre Untergrenze von 1 auf 0 reduzieren
und den neu dazugekommenen k = 0-Summanden wieder subtrahieren:

m+1 m
I TR
m+1
() = ) (0_1)/ fx+0)
(Lot (@),
denn 0—1¢IN)
=1§1<—1><’”*”k (k’fl)ﬂwk) D" 00f (x v 0)
=0 NV
=0
m+1
= _qmtn)—k (T x+k).
(L ) v

Fiir die zweite Summe erhohen wir die Obergrenze von m auf m + 1 und sub-
trahieren den neuen Term wieder:

- m+1 m
;) (k)f (x +k)

m—+1
_ _\(m+1)—k (T

¥ ()

B (_1)(m+1)*(m+l) (mrj— 1) fx+m+1)
h\/—/
(naglo@)

angewandt auf n=m und k=m+1)

:%1(_1)(m+1)k (m>f(x—|—k) (=) D=0 0 (3 4y 4 1)

-

=0

m+1
=% ) ()b,
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Unsere obige Formel fiir (A"!f) (x) wird nun zu

(Am+1f> (x)
m+1 m
=Yy LT Y el Y D™ (T f k)
k=1 k-1 k=0 k
:mil( 1)(7n+1)—k m )f(erk) :mil(il)(mﬂ)fk <T;:>f(x+k)
k=0

) i T WL
R () () e

k=0
(hier haben wir die zwei Summen endlich zusammengefasst) .

Vergleichen wir dies mit

m+1
y (_1)(m+1)*k (”121) Flx+k)

k=0
B m m
“\k—1)"\«k
(nach (),

angewandt auf n=m+1)

- nf (—1)tm+D -k <(k'111> + (;’:)) f(x+k),

k=0
so erhalten wir

(871F) () = ”g e (" f e,

m+1 _ 1
Wir haben also gezeigt, dass (A" +1f) (x) = ¥, (—1)"TD7* (ml—{l— )f (x +k)
k=0
fiir alle x € A gilt. Mit anderen Worten: Aussage 3 gilt fiir n = m + 1. Damit ist
der Induktionsschritt fertig, und Aussage 3 ist bewiesen.]
Mit dem Beweis von Aussage 3 ist Aufgabe |6 (b) gelost.

(c) Seien a,b,c € R und n € IN mit ¢ < n. Wir wollen zeigen, dass die
Identitat ;
Z (_1)k (n) (ak+b) _0
= k c

k+b
gilt. Wenn c ¢ IN ist, dann ist dies klar, da alle Binomialkoeffizienten 4 :
(und damit auch alle Summanden in der Summe) in diesem Fall 0 sind. Wir

nehmen also o. B. d. A. an, dass c € IN gilt.
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Sei A — Z.Sei f : A — C die Funktion, die jedes k € A in ¥ :r "“Vec

tiberfiihrt. Dies ist eine Polynomfunktion von Grad < ¢, denn fiir jedes k € A
ist

ro=(

ak+b> _ (ak+b)(ak+b—1)(ak+b—2)---(ak+b—c+1)
c c!

(nach (1))

aC
= —k° + (niedrigere Potenzen von k) .
c!

Laut der Aussage 2 (in der obigen Losung von Aufgabe [f] (a)) (angewandt auf
k = c) ist somit A" f eine Polynomfunktion von Grad < c—n.Da _c¢ ,—n <0

<n
gilt, folgt hieraus, dass A" f eine Polynomfunktion von Grad < 0 ist. Das heifst,
A" f ist die Nullfunktion. Somit gilt (A" f) (0) = 0.

Doch laut Aufgabe [] (b) (angewandt auf x = 0) ist

wpo=% o (}) forn =cr e () (")

— —
=(=1)"(=1)F - (ak + b) =0

c

Somit gilt

oy () () =@ oo

(o

Division beider Seiten durch (—1)" ergibt

L) () =0

Aufgabe [f] (c) ist somit geldst.
(d) Wir behaupten erst einmal:

Aussage 4: Sei k eine positive ganze Zahl. Sei f : A — C eine Poly-
nomfunktion von Grad k mit Leitkoeffizienten c. Dann ist Af eine
Polynomfunktion von Grad k — 1 mit Leitkoeffizienten kc.

[Beweis von Aussage 4: Wir wissen, dass f eine Polynomfunktion von Grad
k ist. Es gibt also Konstanten ag, a,...,a; € C mit der Eigenschaft, dass jedes
x € A die Gleichheit

k .
f(x)= ;)aixl
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erfiillt. Betrachte diese Konstanten ag, a1, . . ., ax. Da die Polynomfunktion f ge-
nau den Grad k hat, ist der Leitkoeffizient von f also a;. Aber wir wissen, dass
c der Leitkoeffizient von f ist. Also muss a; = ¢ sein. Ferner ist ¢ # 0 (denn
ein Leitkoeffizient ist nach Definition von 0 verschieden). Somit ist auch kc # 0
(denn k # 0).

Nun betrachten wir die Gleichheit (die wir im obigen Beweis von Aussa-
ge 1 bereits gezeigt haben). Auf der rechten Seite steht eine Polynomfunktion
von Grad < k —1 (in x). Der Koeffizient vor dem x*~1-Term in dieser Polynom-
funktion ist

Lol mell) e (D)
i =) 4 =
i——+1 -1 m k-1 i k-1

B k
k=)
(nach @)
k
_C<k—(k—1)> = ck = kc.
—_—

0

Dieser Koeffizient ist von 0 verschieden (da kc # 0). Da in der Polynomfunk-
tion auf der rechten Seite von (47) keine héheren Terme als x¥~! vorkommen,
ist somit dieser Koeffizient kc der Leitkoeffizient, und der Grad der Polynom-
funktion ist k — 1. Wir haben also gezeigt, dass die Polynomfunktion auf der
rechten Seite von eine Polynomfunktion von Grad k — 1 mit Leitkoeffizi-
enten kc ist. Doch wegen ist diese Polynomfunktion genau die Funktion
Af. Also ist Af eine Polynomfunktion von Grad k — 1 mit Leitkoeffizienten kc.
Aussage 4 ist damit bewiesen.]

Durch iterative Anwendung von Aussage 4 folgt ziemlich schnell folgendes:

Aussage 5: Sei n € IN. Sei k > n eine ganze Zahl. Sei f : A —
C eine Polynomfunktion von Grad k mit Leitkoeffizienten c. Dann

ist A" f eine Polynomfunktion von Grad k — n mit Leitkoeffizienten
k(k—1)(k—2)---(k—n+1)-c.

[Beweis von Aussage 5: Induktion nach n. Im Induktionsschritt verwendet man
Aussage 4.]

Aussage 5 beantwortet die in Aufgabe[6|(d) gestellte Frage im Fall von k > n.
Im Fall von k < # stellt sich diese Frage gar nicht, denn laut Aufgabe [f] (a) ist
A" f in diesem Fall eine Polynomfunktion von Grad < k —n < 0 und damit

<n
die Nullfunktion.
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(e) Seien 4,b € C und n € IN. Wir behaupten, dass
n
k(n\ (ak+Db\ o
() () = o @)

ist.
Zum Beweis nehmen wir o. B. d. A. an, dass a # 0 ist (der Fall a = 0 ist viel
einfacher und sei dem Leser iiberlassen).

Sei A = Z. Sei f : A — C die Funktion, die jedes k € A in (ak: b) € C

n
tiberfiihrt. Dies ist eine Polynomfunktion von Grad n mit Leitkoeffizienten

denn fiir jedes k € A ist
(ak+b) (ak+b) (ak+b—1) (ak+b—-2)---(ak+b—n+1)

n n!

(nach (1))

=Ty (niedrigere Potenzen von k) .
n!

n!’

f k) =

Laut der Aussage 5 (in der obigen Losung von Aufgabe |6 (d)) (angewandt auf
n

a . . . . .
n und p statt k und c) ist somit A" f eine Polynomfunktion von Grad n — n mit
’ n

Leitkoeffizienten n (n —1) (n —2)--- (n —n+1) - %. Aufgrund von
a" a
nn—1)(n-2)-- (n—n—i—l)—'

/

und n —n = 0 lafst sich dies folgendermafien umschreiben: A" f ist eine Poly-
nomfunktion von Grad 0 mit Leitkoeffizienten a". Das heifst, A" f ist konstant
a". Somit gilt (A" f) (0) = a™.

Doch laut Aufgabe [] (b) (angewandt auf x = 0) ist

wno-F o () o -cnger ()

g k=0

Somit gilt

vy o (1) (M) = @ -

Division beider Seiten durch (—1)" ergibt

( )(aHb) (—aZ)" - <_il) = (=a)".
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Damit ist bewiesen. Aufgabe [f] (e) ist somit gelost.

[Bemerkung: Zwei andere Beweise von finden sich in [18f-hw3s, Exercise
5] (man setze darin r = b und s = —a ein, um (49) zu erhalten). Beide Be-
weise lassen sich mit ein wenig Arbeit auch zu Losungen fiir Aufgabe [f] (c)
umfunktionieren. ]

(f) Es gibt sehr einfache Methoden, Aufgabe [f] (f) zu losen: Beispielsweise
kann man die Binet—Forme]@ einsetzen (und dann den Binomischen Satz an-
wenden). Alternativ kann man Aufgabe [6| (f) auch direkt durch vollstindige
Induktion nach 7 16sen.

Wir gehen aber anders vor. Die Summe in Aufgabe [f] (f) sieht ja wie ein
Sonderfall der Summe in Aufgabe [6] (b) aus; dies ist ein guter Anlass, nach
einer Anwendungsmaoglichkeit fiir Aufgabe [f] (b) zu suchen. Und diese findet
sich unschwer:

Wir setzen A = IN. Sei f : A — C die Funktion, die jedes k € IN auf f;
abbildet. Wir betrachten die in Aufgabe |6 definierten n-ten Differenzen A" f
dieser Funktion f. Wir behaupten nun, dass

(A"f)(p)=f(p—n) (50)

tiir alle n € IN und alle ganzen Zahlen p > n gilt.

[Beweis von (50): Wir beweisen (50) durch Induktion nach #:

Induktionsbasis: Fiir n = 0 gilt (50), weil A’f = f gilt.

Induktionsschritt: Sei m € IN. Nehmen wir an, dass fir n = m gilt. Wir
miissen zeigen, dass auch fiir n = m + 1 gilt.

Wir haben angenommen, dass fir n = m gilt. Das heif$t, fiir alle ganzen
Zahlen p > m gilt

(A"f)(p) = f(p—m). (51)
4Dies ist die Formel ,
=— (" —y" fiir alle n € IN,
wobei ¢ = ! _|_2\/§ ~ 1.618... und ¢ = L _2\/5 ~ —0.618... die beiden Nullstellen des

Polynoms x> — x — 1 sind. Mithilfe dieser Formel (die sich leicht durch starke Induktion
nach n beweisen 1df3t) lassen sich viele Rechnungen mit Fibonaccizahlen auf simple Rech-
nungen mit Potenzen zurtickfiihren. (In dieser Hinsicht ist die Binet-Formel den berithmten
e'? —e1? et +e'? . . o .
— und cos ¢ = — nicht undhnlich, die dieselbe Rolle in
der Trigonometrie spielen.)

Formeln sin¢ =
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Nun ist aber A™+1f = A (A™f). Fiir jede ganze Zahl p > m + 1 gilt also

(A1) () = (A ") () = @A"H(p+1)  —(A"f) (p)
Toaen €0, (roch 61)

angewandt auf p+1 statt p)
(nach der Definition von A (A™ f))

= flptl-m) —  flp—m)
—_— —_———
:fp+1fm :fp—m
(nach Definition von f)  (nach Definition von f)
- fp+1—m _fP m_fp—H m) 1+fp+1 m)—2 fp m
——
:f(erlfm)fl_'_f(pqufm)fZ ffpfm *fpfmfl
(nach der rekursiven =fp—(m+1)

Definition der Fibonaccifolge)
- fp—m + fp—(m+1) - fp—m = fp—(m+1)-

Mit anderen Worten: (50) gilt fiir n = m 4 1. Damit ist der Induktionsschritt
vollendet, und ist bewiesen.]

Seien nun 7, p € N. Wenden wir Aufgabe 6| (b) auf x = p an, so erhalten wir

; n n B n IPNTERY n
ENP=3 QU () Lol =R () g
=<—1>”<—1>" =fpk ~feip

(nach Definition von f)

= 3 1 0 (o = 1" 1 1 () feep

k=0

Gleichen wir dies mit

(8% f) (p) = f(p—n) (wegen (50))

= fp—n (nach der Definition von f)

ab, so erhalten wir
n . k(N
fron = (1" 2 (0 () e
k=0
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit (—1)", so erhalten wir
n n " k(N g k(1
1" fpw= (D" (D Y 0 (1) fern = 1 (<08 () o

) k=0 k=0
~(-1)*"=1

Damit ist Aufgabe [6] (f) gelost. O
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3.8. zu Aufgabe

Losungsskizze zu Aufgabe[8] (a) Dies ist eine Ubung im Vertauschen von Sum-
mationszeichen; an der entscheidenden Stelle muss man dann Aufgabe [7] an-
wenden.

Laut Annahme gilt

br=Y (-)/a; =Y (1) ag (52)

JCI KCI

fur alle I C [n]. Sei nun I C [n] beliebig. Dann ist

Y (_1)|ﬂ \bl./ =) (=)l y (_1)|K| ax
JEI 5 )R JEI NS
K<)

(nach (52), angewandt

auf | statt I)
=Y L) enfae @)

JEI KCT

Jetzt wollen wir die beiden Summationszeichen “ Y ” und “ }_ ” miteinander
JEI Kcj
vertauschen. Ganz maschinell geht dies nicht, da das innere Summenzeichen
von dem Index | des dufieren abhédngt. Doch wir konnen uns iiberlegen, wor-
tiber wir hier eigentlich summieren: Das Summenzeichenpaar ), ) sum-
JeI KC]
miert tiber alle Paare (J,K) mit ] C [ und K C ], also tiber alle Paare (], K)
mit K C | C I. Daher konnen wir dieses Summenzeichenpaar durch das Sum-

menzeichenpaar ), ), ersetzen, denn letzteres summiert ebenfalls iiber die
KCI JCr,
KCJ

gleichen Paare (], K). Dadurch ldfit sich die Gleichheit umschreiben als

Y 0= Y 3 (0 =)

JEI KCI JcrL,
Kej

=Y )R Y ()] ax. (54)

KCI JEL
ING)

Die innere Summe Y, (—1)"// auf der rechten Seite sollte uns aber bekannt
Cr;
K]
vorkommen. Fiir jede Teilmenge K von I ist

Y ()= ()M 1=K
K
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laut Aufgabe [7] (wobei wir die Variablen S, T und I in Aufgabe [7]in I, K bzw. |
umbenannt haben). Hierdurch vereinfacht sich zu

Y )y = 0 (-0 D 0 = 1 (DM ()1 = Kax

JCI KCI JCI, KCI ~
KCJ =(—1)2K=1
=(-1)M[1=K]
=) [I=K]ak. (55)
KCI

In der Summe auf der rechten Seite verschwinden siamtliche Summanden bis

auf den fiir K = I (denn der Faktor [I = K] verschwindet, wenn K # [ ist).

Daher vereinfacht sich die Summe zu [I = I|a; = a;. Somit 146t sich 1} um-
N’

=1
schreiben als

Y (1) =ap.

JeI

Das heifit, a; = ) (—1)'” by.
J€I

Wir haben also gezeigt, dass a; = }_ (—1)” | by fur alle I C [n] gilt. Somit ist
JCI
Aufgabe [§] (a) gelost.

(b) Ahnlich wie Aufgabe [8 (a) konnten wir dies durch eine Vertauschung
von Summenzeichen und nachfolgende Anwendung von Aufgabe [f] (Teile (c)
und (e)) beweisen. Diese Losung wurde (in einer etwas vereinfachten Form) in
[Grinbelb, Proposition 7.26] und in [17f-hw4s, Exercise 5] gegeben. Wir gehen
aber einfacher vor und fiithren Aufgabe [§ (b) auf die bereits geloste Aufgabe
(a) zuriick:

Fiir jede Teilmenge I von [n] setzen wir a; = aj; und by = bjy. (Dies ist
wohldefiniert, denn wegen [I| € {0,1,...,n} sind a5 und bj; wohldefiniert.)
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Fiirjedes m € {0,1,...,n} und jede m-elementige Teilmenge I von [n] gilt dann

Z (_1)Ul ay

JeI —
~—~ ~Al
m (laut Definition
=) )y von aj)
k=0 JCI,
|JI=k

(hier spalten wir die Summe
nach dem Wert von |]| auf,
denn |J|€{0,1,...,m} fiir alle JCI)

Z )ay = i Y (—1)fa

k=0 JCI %z—/ k=0 JCIL
JI=k =(=1)%a |J|=k
(denn |]|=k) ——

=(71)kak-(Anzahl aller Teilmengen ] von I mit |J|=k)

m
= Z (—1)k ax -  (Anzahl aller Teilmengen | von I mit |J| = k)
k=0 ~ ~~ g
m

k

(nach der Kombinatorischen Interpretation der Binomialkoeffizienten,
denn [ ist eine m-elementige Menge)

=% e () = L0 () )m
Y (- (’7>a (56)

und analog

Y (-5 = ¥ (-1’ <"7>bi. (57)

JCI i=0

Nun haben wir aber angenommen, dass

"= é(—l)i (’?)ai (58)

fur alle m € {0,1,...,n} gilt. Ist nun I eine Teilmenge von [n], dann ist |I| €
{0,1,...,n}; wenn man also m = |I| setzt, so erhélt man

b1:b|1| :bm (denn |I| :m)
Y v (P)a (e @)
i=0
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(laut (56), denn I ist eine m-elementige Teilmenge von [n]). Wir haben also
gezeigt, dass by = ) (—1)” | aj fir alle I C [n] gilt. Laut Aufgabe (8 (a) folgt
JCI

hieraus, dass
ar=Y (-1)p (59)
JCI
fur alle I C [n] gilt.
Seinunm € {0,1,...,n}. Dann gibt es eine m-elementige Teilmenge I von [n]
(beispielsweise I = [m]). Wahlen wir eine solche Teilmenge I, dann ist |I| = m
und somit a; = a5 = a. Abgleich dieser Gleichung mit ergibt

=0y =3 1 (T aut @),

JCI i=0

Wir haben damit gezeigt, dass a,, = f (—1)’ (T) b; furallem € {0,1,...,n}
i=
gilt. Damit ist Aufgabe (8] (b) gelost. '

[Bemerkung: Das (n + 1)-Tupel (bo, by, ...,by) in Aufgabe (8 (b) wird die Bi-
nomialtransformierte des (n + 1)-Tupels (ag, a1, ..., an) genannt. Laut Aufgabe
(b) ist also jedes (1 + 1)-Tupel die Binomialtransformierte seiner Binomialtrans-
formierten. Weitere Eigenschaften von Binomialtransformierten finden sich in
[Grinbel5, Exercise 3.18]. Anwendungen von Aufgabe [§ (b) finden sich z. B.
in [Spivey19, §2.4]; Anwendungen von (dquivalenten Varianten von) Aufgabe
(a) finden sich in [Stanle11] Kapitel 2].] O

3.9. zu Aufgabe [9

Zunichst 16sen wir die einfachen zwei Teile von Aufgabe [0} die Teile (a) und

(c).

Losungsskizze zu Aufgabe[9| (a). (a) (Siehe [18s-hw?2s| Exercise 6] fiir Details.) Wir
verfahren dhnlich zu der Losung von Aufgabe [3| (c).
Sei U die Menge aller Permutationen von [n]. Fiir jedes i € [n — 1] setzen wir

Ai={cel | oc(i)=i+1}.

Somit haben wir n — 1 Teilmengen Aj, Ay, ..., A,—1 von U definiert. Man sieht
leicht, dass

{Permutationen ¢ von [n], die o (i) # i+ 1 fur alle i € [n — 1] erfiillen}
=U\(AAUAU---UA,1)

gilt. Also ist
(Anzahl aller Permutationen ¢ von [n], die o (i) # i+ 1 fur alle i € [n — 1] erfiillen)

(4

i€l

= U\ (A UAU---UA, )= Y (-
I1C[n—1]

(60)




Aufgabenblatt Alternierende Summen Seite 64

laut Aufgabe 3| (b) (angewandt auf n — 1 statt n).
N A;| auf der rechten Seite von be-

icl
stimmen. Dazu fixieren wir eine Teilmenge I von [n — 1]. Dann ist (" A; die
iel
Menge aller Permutationen ¢ von [n], die ¢ (i) = i+ 1 fiir alle i € I erfiillen.
Wie schon in der Losung von Aufgabe 3 (c) sehen wir unschwer, dass es genau

(n — |I])! solche Permutationen ¢ von [n] gibt. Da | A; die Menge all dieser

Wir wollen nun die Machtigkeiten

i€l
Permutationen ist, haben wir also gezeigt, dass
N A = (= 1))t (61)
iel

ist.
Vergessen wir nun, dass wir I fixiert haben. Fiir jede Teilmenge I von [n — 1]
haben wir also bewiesen. Damit wird zu

(Anzahl aller Permutationen ¢ von [n], die 0 (i) # i+ 1 fiir alle i € [n — 1] erfiillen)

= Y "Nnal= Y @

IC[n—1] iel IC[n—1]
;\/—/
=(n—|I|)!
(laut (61))
n—1
= O CR GRLl))
k=0 IC[n-1]; M
I|=k =(=1)"(n—k)!
(denn |I|=k)

hier haben wir die Summe nach dem Wert von |I| aufgespalten,
denn fiir jede Teilmenge I von [n —1] ist |I| € {0,1,...,n —1}

n—1 ‘
= Y, (D) (n—k)
k=0 IC[n—1];
[I|=k
:(fl)k(nfk)!-(Anzahl aller Teilmengen I von [n—1] mit |I|=k)
n—1

= Y (=1)¥ (n —k)! - (Anzahl aller Teilmengen I von [n — 1] mit |I| = k)

. /

k=0 g
=(Anzahl aller k-elementigen Teilmengen von [n—1])
n—1
S\ k
(laut der kombinatorischen Interpretation der Binomialkoeffizienten)
n—1 n—1
n—1 n—1
=T 0k () =T o (M) ek

k=0 k=0

Damit ist Aufgabe 9] (a) gelost.
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[Bemerkung: Eine Verallgemeinerung von Aufgabe 9] (a) ist in [18f-mt1s| Exer-
cise 5] zu finden.] H

Losungsskizze zu Aufgabe[9] (c). (c) Der Beweis ist grofitenteils Rechnerei.

n !
Laut Aufgabe 3| (c) ist D, = ¥ (—1)* % (denn D,, ist genau die Anzahl aller

Derangements von [n]). Diese Formel gilt fiir alle n € IN; also konnen wir sie
auf n + 1 statt n anwenden, und erhalten

n+1
Dpy1=), (—D"W- (62)
k=0 :

Laut der “Fakultdatenformel” (siehe Abschnitt [1) (angewendet auf n — 1 statt

n) gilt
n—1\ (n—1)!
( k )_k!((n—l)—k)!
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fur alle k € {0,1,..., n —1}. Somit gilt
n—1
Y (=) n-1 —)!
SN K_ﬁl (=K
(n—1)!
Tk ((n—1) — k)t
= —1)! = n-(n—1)!
- kg (15 ((;(1”— 1))— (k)= k_g (D' ((n(fl) —)k)! (n —k)!
_n—l ok n! B ‘ o '
=LV Gy R (L(n"r)kl)-
denn nach der Rekursion fiir Fakultdten gilt n - (n — 1)! = n!
(und (n—k)!'=(mn—k)-(n—k—1)!fir jedes k € {0,1,..., n—1}>
_”_1 1 n! P 1 k|_”_1 1kn!~(n—k)
= L g o R (-0 0= D e
_n!-zz—k)
k!
¢ n!-(n—k) il (n—n)
LV T
(dan:fon*O)

k=0 : k=0
n n'-(n—k 1 n! n!
k=0 _ic,_/ k=0 k k
n!  n!
T




Aufgabenblatt Alternierende Summen Seite 67

Wegen
n ' n
k n: n!
Y (1) kg =005 Z
k=0 _\,_/ =
=0
n n! n ' n!
N w e
P JL =1 k- (k=1)!
n!
k- (k—1)!
(denn nach der Rekursion fiir
Fakultiten ist k!=k-(k—1)!)
1 n! n_l k1 1!
=Y (- =Y (—Df D
k_zl (k—1)! k‘;) k!
(hier haben wir in der Summe k + 1 fiir k substituiert)
v (_1)k+1z_'! (- 1)n+1 Tl' _ Z 1)k Tl' (—1)"+1
= —— K
Dy :“1

k=0 k=0 ’ k=0 ’
n - Tl! n \;’l'
=n kg@(—l)"y :‘,Eo(‘”kﬁ (-1
n | n !
kn n
—n Y (1) - (— Y (1) 1>"“)
k=0 k=0
|
= (n+1)- Y ()2 4~
k=0 k
Vergleichen wir dies mit
n+1
+ 1)!
Do =y (DD naen @)
k=0 :
4 +1)! 1 (n+1)!
=Y (-1)f (n P
;;o( ) K +=) (n+1)!
(n+1)-n! =1
=

(denn die Rekursion fiir
Fakultiten ergibt (n+1)!=(n+1)-n!)

= (1) 5 (1 g )
=0
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so erhalten wir
n—l k(n—1
Dy =n- L (-0 (" 1) tn =k
k=0

Aufgabe [J] (c) ist damit gelost. O

Es bleibt noch, Teil (b) von Aufgabe [9] zu 16sen. Man ist vielleicht geneigt,
dabei die gleiche Strategie wie in Teil (a) zu verwenden. Dies ist tatsdchlich
moglich, denn das Analogon von gilt hier genauso; allerdings ist dieses
Analogon deutlich schwieriger zu beweisen (und der Beweis noch schwieriger
aufzuschreiben). Auch bleibt nach dieser Losung die Frage offen, warum genau
die beiden Aufgabenteile die gleiche Antwort haben und ob es eine Bijektion
zwischen den Permutationen in Teil (a) und den Permutationen in Teil (b) gibt,
die die gleichen Antworten erklart.

Eine bessere Losung von Aufgabe [9] (b) kann mithilfe der sogenannten funda-
mentalen Bijektion von Foata ([Stanlel1, §1.3]) gegeben werden. Genauer gesagt
werden wir eine Variante dieser Bijektion einfiihren, bei der Maxima durch
Minima ersetzt wurden. Wir werden diese Variante ® nennen (siehe Satz [3.22]
weiter unten).

Zundchst nehmen wir Permutationen allgemein ein wenig unter die Lupe.
Wer die Zykelzerlegung (englisch “cycle decomposition”) von Permutationen
bereits gesehen hat (beispielsweise in einer guten Vorlesung iiber Algebra, wie
[Loehl18, §1.3.2] oder [Soerge20|, §6.1.5.11] oder [Stolll8, Satz 1.4], oder sehr
detailliert in [Stix16, §4.2], oder auch separat wie in [Setel(] oder [Huettel7,
§1]), wird sie in den nachfolgenden Betrachtungen wiedererkennen (auch wenn
wir hier aus einem kombinatorischeren Blickwinkel heraus und eher “zu Fufs”
arbeiten).

Proposition 3.7. Sei X eine endliche Menge. Sei ¢ eine Permutation von X.
Sei x € X. Dann ist die Folge x,0 (x),0? (x),0° (x),... (also die Folge der
Elemente, die man aus x durch wiederholte Anwendung von ¢ erhilt) pe-
riodisch. Genauer: Es gibt genau eine positive ganze Zahl p mit der Eigen-
schaft, dass die ersten p Folgenglieder x,0 (x),0? (x),...,07 1 (x) paarweise
verschieden sind, wéahrend alle spéteren Folgenglieder Wiederholungen von
diesen p Folgengliedern sind, und insbesondere o” (x) = x gilt.

Beispiel 3.8. Sei X = [7], und sei ¢ die Permutation von X,
die 1,2,3,4,5,6,7 auf 2,6,3,7,5,4,1 (in dieser Reihenfolge) abbildet.
Sei x = 2. Die Folge x,0(x),0%(x),0(x),... ist dann die Folge

2,6,4,7,1,2,6,4,7,1,2,6,4,7,1, .. .; diese wiederholt sich nach 5 Gliedern. Die
Zahl p in Proposition [3.7]ist in diesem Fall also 5.

Beweisskizze zu Proposition Nach dem Schubfachprinzip miissen unter den
|X| +1 Elementen x,0 (x),0?(x),...,0/%! (x) mindestens zwei gleiche sein.
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Das heifit, es gibt i,j € {0,1,...,|X|} miti < j und ¢’ (x) = ¢/ (x). Man wiah-
le solche i und j, fiir die j minimal ist. Aus ¢ (x) = ¢/ (x) folgt dann (durch
Anwendung von ¢~ %), dass x = ¢/~ (x) ist. Damit ist recht klar, dass alle Fol-
genglieder der Folge x,0 (x),0? (x),0° (x), ... Wiederholungen der ersten j — i
Folgenglieder sind. Jetzt miissen wir nur noch zeigen, dass diese ersten j — i
Folgenglieder paarweise verschieden sind. Dazu argumentiert man, dass die
Minimalitdt von j sonst verletzt ware (warum?). O]

Definition 3.9. Sei X eine endliche Menge. Sei ¢ eine Permutation von X.
Sei x € X. Sei p die positive ganze Zahl, deren Existenz in Proposition
gezeigt wurde. Dann nennen wir p die c-Ordnung von x, und wir nennen
das p-Tupel (x,0 (x),0%(x),..., 0771 (x)) die o-Spur von x.

| Beispiel 3.10. In Beispiel 3.8]ist also (2,6,4,7,1) die o-Spur von x.

Proposition 3.11. Sei X eine endliche Menge. Sei ¢ eine Permutation von X.
Seien x,y € X. Dann gilt folgendes:

* Entweder bestehen die o-Spur von x und die ¢-Spur von y aus den
gleichen Elementen (moglicherweise in anderer Reihenfolge),

* oder die o-Spur von x und die o-Spur von y haben kein einziges Ele-
ment gemeinsam.

Beispiel 3.12. Sei X = [9], und sei ¢ die Permutation von X, die
1,2,3,4,5,6,7,8,9 auf 4,6,1,3,5,2,9,8,7 (in dieser Reihenfolge) abbildet. Der
schnellste Weg, alle o-Spuren zu finden, ist wohl folgender: Wir zeichnen
einen gerichteten Graphen, dessen Knoten die Elemente 1,2,...,9 von X
sind, und der eine Kante von i nach o (i) fiir jedes i € X hat. (Es hat also
n Kanten; darunter konnen Schleifen vorkommen.) Fiir unsere Permutation
o sieht dieser Graph folgendermassen aus:

®
®

Jeder Knoten i dieses Graphen hat genau eine ausgehende Kante (ndmlich
die Kante i — ¢ (7)) und genau eine einkommende Kante (ndmlich die Kante
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o1 (i) — i). Hieraus folgt unschwer, dass jeder Knoten dieses Graphen auf
genau einem Zyklus liegt (ndmlich dem, den man erhilt, wenn man von
diesem Knoten aus losgeht und immer den Pfeilen folgt), und dass diese
Zyklen keinen Knoten und keine Kante gemeinsam haben. Grob gesprochen
sieht der Graph also immer aus wie im obigen Beispiel (bis auf Anzahl der
Zyklen, ihre Langen, und welcher Knoten auf welchem Zyklus liegt).

Wie findet man nun die o-Spur eines Elementes i € X anhand von diesem
Graphen? Man geht im Knoten i los und folgt den Pfeilen, bis man zum
Knoten i zuriickgekommen ist. Die bei diesem Rundgang verlassenen Knoten
(angefangen mit i selber) schreibt man nun in eine Liste (in der Reihenfolge,
in der sie verlassen wurden); diese Liste ist die o-Spur von i. Im obigen
Beispiel sind die o-Spuren die folgenden:

(0-Spur von 1) = (1,4,3);
(0-Spur von 2) = (2,6) ;
(0-Spur von 3) = (3,1,4);
(0-Spur von 4) = (4,3,1);
(0-Spur von 5) = (5);
(0-Spur von 6) = (6,2);
(0-Spur von 7) = (7,9) ;
(0-Spur von 8) = (8);
(0-Spur von 9) = (9,7).

Beweisskizze zu Proposition Dem Leser {iiberlassen (falls notig, nehme man
Beispiel zur Inspiration). O

Nun beschrinken wir uns auf Permutationen der Mengen [n] fiir n € IN (statt
von allgemeinen endlichen Mengen).

Definition 3.13. Sei n € IN. Die Werteliste einer Permutation ¢ von [n] ist de-
finiert als das n-Tupel mit Eintragen ¢ (1),0(2),...,0 (n) (in dieser Reihen-
folge). Wir werden (einer traditionellen Konvention folgend) dieses n-Tupel
durch eckige statt runde Klammern abschliefSen — d.h. wir bezeichnen es mit
c(1),0(2),...,0(n)] statt mit (o (1),0(2),...,0(n)).

(In der englischsprachigen Literatur wird fiir die Werteliste einer Permutati-
on der Begriff “one-line notation” verwendet.)

Es ist klar, dass die Werteliste einer Permutation von [n] immer ein n-Tupel
ist, das jede der n Zahlen 1,2,...,n genau einmal enth&lt. Umgekehrt gibt es
fiir jedes solche n-Tupel genau eine Permutation von [1], deren Werteliste dieses
n-Tupel ist.
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Eine andere Methode, eine Permutation von [n] als eine Art Zahlenliste zu
kodieren, ist die Zykelliste, die wir bald einfiihren werden. Zunichst definieren
wir den Datentyp, den diese Zykelliste haben wird:

(a)

(b)

(c)

Definition 3.14. Sei n € IN.

Eine n-Blockliste ist definiert als ein n-Tupel von ganzen Zahlen, in
dem je zwei aufeinanderfolgende Eintrdge entweder durch ein Kom-
ma oder durch einen vertikalen Balken ( | ) voneinander getrennt
sind. Beispielsweise sind (3,1]4]1,2,1) und (5|12,3,4,1) zwei 6-
Blocklisten. (Diesmal benutzen wir runde Klammern.)

Die Balken zerteilen eine n-Blockliste in Segmente, die wir Blicke nen-
nen; zum Beispiel hat die 6-Blockliste (3,1 |4 1,2,1) genau drei Blo-
cke, namlich (3,1), (4) und (1,2,1).

Eine n-Blockliste heifst normal, wenn sie die folgenden Eigenschaften
hat:

1. Thre n Eintrdge sind genau die Zahlen 1,2,...,n (in irgendeiner
Reihenfolge).

2. Jeder Block beginnt mit seinem kleinsten Element.

3. Das kleinste (und damit erste) Element eines jeden Blocks ist gro-
Ber als das kleinste Element des nédchsten Blocks.

Beispielsweise sind  (2,4,5|1,6,3) und (2,6,3,5|1,4) und
(1,4,2,6,5,3) und (6|5|4]3|2|1) vier normale 6-Blocklisten.
Die 6-Blockliste (6,24 |3,5]|1) ist nicht normal (da Eigenschaft
2 verletzt ist), und die 6-Blockliste (1,5,4,2]3,6) auch nicht (da
Eigenschaft 3 verletzt ist).

Nun definieren wir die Zykelliste einer Permutation o von [n]:

1.
2.

3.

Definition 3.15. Sei n € IN. Sei ¢ eine Permutation von [n]. Die Zykelliste
von ¢ ist die normale n-Blockliste C (¢), die durch folgenden Algorithmus
konstruiert wird:

Wir setzen S = [n].
Wir wihlen das kleinste Element x von S (also 1).

Der letzte Block von C (0) ist die o-Spur von x.

4. Jetzt entfernen wir die Elemente dieses Blocks aus S. (Damit wird S

kleiner.)
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2’. Wenn S nichtleer ist, wiahlen wir wieder das kleinste Element x von S
(dies ist nicht mehr 1).

3’. Der vorletzte Block von C (¢) ist die o-Spur von x.

4’. Jetzt entfernen wir die Elemente dieses Blocks aus S. (Damit wird S
noch kleiner.)

2”. Wenn S nichtleer ist, wiahlen wir wieder das kleinste Element x von S.
3”. Der vorvorletzte Block von C (¢) ist die o-Spur von x.

4”. Jetzt entfernen wir die Elemente dieses Blocks aus S. (Damit wird S
noch kleiner.)

5. Man fahrt (wie in Schritten 2”, 3” und 4”) so lange fort, bis S leer ist.

Wir schopfen also die Menge [n] aus durch o-Spuren, und schreiben diese
Spuren jeweils als Blocke in unsere Blockliste C (o).

Beispiel 3.16.

(@) Sei n = 9, und sei ¢ die Permutation von [n], die in Beispiel de-
finiert wurde. Die Werteliste von ¢ ist [4,6,1,3,5,2,9,8,7]. Wir wollen
C (o) berechnen. Dafiir folgen wir dem Algorithmus in Definition [3.15}

1. Zuniéchst setzen wir S = [n]. Also ist jetzt S = [n] = [9] =
{1,2,...,9}.
2. Wir wihlen das kleinste Element x von S. Also ist jetzt x = 1.

3. Der letzte Block von C (¢) ist die o-Spur von x, also das Tupel
(1,4,3).

4. Jetzt entfernen wir die Elemente dieses Blocks aus S. Jetzt ist also
S =1{2,5,6,7,8,9}.

2’. Da S nichtleer ist, wahlen wir wieder das kleinste Element x von
S. Also ist jetzt x = 2.

3’. Der vorletzte Block von C (¢) ist die o-Spur von x, also das Tupel
(2,6).

4’. Jetzt entfernen wir die Elemente dieses Blocks aus S. Jetzt ist also
S =1{5,7,8,9}.

2”. Da S nichtleer ist, wihlen wir wieder das kleinste Element x von
S. Also ist jetzt x = 5.

3”. Der vorvorletzte Block von C () ist die o-Spur von x, also das
Tupel (5).
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4”. Jetzt entfernen wir die Elemente dieses Blocks aus S. Jetzt ist also
S =1{7,8,9}.

2”’. Da S nichtleer ist, wiahlen wir wieder das kleinste Element x von
S. Also ist jetzt x = 7.

3”’. Der vorvorvorletzte Block von C (o) ist die o-Spur von x, also das
Tupel (7,9).

4", Jetzt entfernen wir die Elemente dieses Blocks aus S. Jetzt ist also
S = {8}.

2””. Da S nichtleer ist, wiahlen wir wieder das kleinste Element x von
S. Also ist jetzt x = 8.

3””. Der vorvorvorvorletzte Block von C (o) ist die o-Spur von x, also
das Tupel (8).

4””. Jetzt entfernen wir die Elemente dieses Blocks aus S. Jetzt ist also
S=0o.

5. Jetzt ist S leer, und wir sind damit fertig.
Somit ist
C(o)=(817,915|2,6]1,4,3).

(b) Sein =7, und sei o die Permutation von [n], die in Beispiel 3.8 definiert
wurde. Die Werteliste von ¢ ist [2,6,3,7,5,4,1]. Die Zykelliste von ¢ ist

C(o)=(5|31,2,6,4,7).

(c) Sei n € N, und sei id, die Permutation id : [n] — [n] von [n]. Die
Werteliste von id,, ist [1,2,...,n]. Die Zykelliste von id,, ist

Clidg)=(n|n—1]--|1).

(d) Sei n eine positive ganze Zahl, und sei { die zyklische Permutation von
[n],die1,2,...,n—1,nauf2,3,...,n,1 (in dieser Reihenfolge) abbildet.
Die Werteliste von { ist [2,3,...,n,1]. Die Zykelliste von ( ist

C)=(1,2,...,n).

(e) Sei n € N, und sei k € [n—1]. Sei ¢ die Permutation von
[n], die die zwei Zahlen k und k + 1 vertauscht und alle ande-
ren Elemente von [n] unverdndert lafit. Die Werteliste von o ist
1,2,...,k—1,k+1,k,k+2,...,n] (also die Liste [1,2,...,n] nach Ver-
tauschung der Eintrdge k und k + 1). Die Zykelliste von ¢ ist

(nn—1 - |k+2|kk+1|k—1[k=2]---]1).
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Folgendes wurde in Definition ohne Beweis impliziert:

Proposition 3.17. Sei n € IN, und sei ¢ eine Permutation von [n]. Dann ist
C (o) tatséchlich eine normale n-Blockliste.

Beweisskizze. Folgt unschwer aus Proposition 3.7 und Proposition 3.1} O

Es ist klar, dass jede Permutation ¢ von [n] eindeutig durch ihre Werteliste
bestimmt ist. Das gleiche gilt fiir die Zykelliste:

Proposition 3.18. Sei n € IN. Dann ist jede Permutation ¢ von [n] eindeutig
durch ihre Zykelliste C () bestimmt.

Beweisskizze. Sei o eine Permutation von [n]. Sei i € [n]. Dann muss die Zahl
i irgendwo in der Zykelliste C (¢) vorkommen (denn C () ist eine normale
n-Blockliste). Laut Konstruktion von C (¢) ist dann klar, wo o (i) in C (¢) vor-
kommt:

e Steht die Zahliin C () am Ende eines Blocks, dann steht ¢ (i) am Anfang
dieses Blocks.

e Steht die Zahl i in C () nicht am Ende eines Blocks, dann steht o (i) gleich
rechts von i in C (o).

Somit kénnen wir o (i) aus der Zykelliste C (¢) ablesen. Daher kénnen wir
die gesamte Permutation o aus ihrer Zykelliste C (¢0) rekonstruieren (denn
wenn wir die Werte o (i) fiir alle i € [n] kennen, dann kennen wir ganz o).
Proposition ist damit bewiesen. O

Proposition 3.19. Sei n € IN. Sei D eine normale n-Blockliste. Dann gibt es
genau eine Permutation ¢ von [n], deren Zykelliste D ist.

Beweisskizze. Im Beweis von Proposition haben wir gesehen, wie wir eine
Permutation ¢ aus ihrer Zykelliste C (¢) ablesen konnen. Wenden wir die glei-
che Methode auf D statt C (¢) an, dann finden wir eine Permutation ¢ von [n],
deren Zykelliste D ist. O

Wir kénnen jetzt die fundamentale Bijektion definieren:

Definition 3.20. Sei n € IN. Sei ¢ eine Permutation von [n]. Wenn wir in
der Zykelliste C (¢) von ¢ alle Balken durch Kommas ersetzen, erhalten wir
ein n-Tupel C’ (¢) von ganzen Zahlen, welches jede der n Zahlen 1,2,...,n
genau einmal enthélt. Wir ersetzen die runden Klammern um dieses n-Tupel
C’ (¢) durch eckige Klammern, und definieren ¢ als diejenige Permutation
von [n], deren Werteliste dieses n-Tupel C’ () ist.
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Beispiel 3.21. Sei n = 9, und sei ¢ die Permutation von [n], die in Beispiel
definiert wurde. Laut Beispiel istC(c) =(81]7,9]5(2,6]1,4,3).
Das n-Tupel C’ (¢) in Definition ist also

C'(0)=1[8,7,9,5,2,6,1,4,3].
Also ist ¢ die Permutation von [9], deren Werteliste [8,7,9,5,2,6,1,4, 3] ist.
Satz 3.22. Sei n € IN. Die Abbildung

® : {Permutationen von [n]} — {Permutationen von [n]},
o=

(also die Abbildung, die jede Permutation ¢ von [n] in T tiberfiihrt) ist bijek-
tiv.

Beweisskizze. Wir zeigen erst einmal, dass @ injektiv ist. Dazu miissen wir er-
kldren, wie wir eine Permutation ¢ aus ihrem Bild ® (¢) = 0 rekonstruieren
konnen.

Dazu fiihren wir folgende Notation ein: Ist u = (uy,uy, ..., uy) eine Liste von
n verschiedenen ganzen Zahlen, dann bezeichnen wir einen Eintrag u; dieser
Liste als Negativrekord von u, wenn er kleiner ist als alle vorherigen Eintra-
ge (d.h., wenn er u; < u; fiir alle j < i erfiillt). Beispielsweise hat die Liste
(5,3,4,2,6,7,1,8) genau 4 Negativrekorde, ndmlich die Eintrdge 5, 3, 2 und 1.
(Der erste Eintrag einer Liste ist immer ein Negativrekord, denn fiir ihn gibt es
keine vorherigen Eintrdge, und somit ist er trivialerweise kleiner als sie alle.)
Wir verwenden den Begriff von Negativrekorden auch fiir n-Blocklisten; da-
bei betrachten wir sie wie ganz gewohnliche Listen (d.h., wir interessieren uns
nicht dafiir, ob zwischen zwei Eintragen ein Komma oder ein Balken steht).

Nun sieht man folgendes sehr einfach: Wenn eine n-Blockliste normal ist,
dann sind ihre Negativrekorde genau diejenigen Eintrédge, die am Anfang ihrer
Blocke stehen Die Balken in einer normalen n-Blockliste stehen also genau
vor ihren Negativrekorden (abgesehen vom ersten Eintrag); an allen anderen
Stellen stehen Kommas. Somit sind in einer normalen n-Blockliste die Positio-
nen der Balken eindeutig bestimmt durch die Eintrdge. Das heifst, wenn man
in einer normalen n-Blockliste alle Balken durch Kommas ersetzt, dann ver-
liert man keine Information (d.h., man kann die Positionen der Balken wieder
rekonstruieren).

Was bedeutet dies fiir uns? Sei ¢ eine Permutation von [n]. Dann ist C (o)
eine normale n-Blockliste, und wir erhalten C’ (¢) aus C (¢) indem wir alle
Balken durch Kommas ersetzen. Laut dem vorherigen Absatz verlieren wir bei
dieser Ersetzung keine Information — d.h., wir konnen C (¢) aus C’ (¢) rekon-
struieren. Ferner konnen wir C’ (¢) aus ¢ rekonstruieren (denn @ ist definiert

>Denn das erste Element eines jeden Blocks ist kleiner als die ersten Elemente aller vorherigen
Blocke, und letztere sind wiederum kleiner als alle tibrigen Elemente dieser Blocke.
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als die Permutation von [n], deren Werteliste C’ (¢) ist), und schlieSlich kénnen
wir ¢ aus C (o) rekonstruieren (laut Proposition 3.18). Insgesamt kénnen wir
also o aus 0 rekonstruieren (indem wir zuerst C’ (¢), dann C (¢) und schlief3-
lich ¢ rekonstruieren). Damit ist ¢ durch ¢ eindeutig bestimmt; das heif3t, die
Abbildung @ ist injektiv (denn diese sendet ja jedes ¢ auf 7).

Warum ist @ nun bijektiv? Der einfachste Weg, dies einzusehen, ist folgender:
Bekanntlich ist jede injektive Abbildung zwischen zwei gleichméchtigen endli-
chen Mengen automatisch bijektivm Hieraus folgt, dass ® bijektiv ist, denn ®
ist ja eine injektive Abbildung zwischen zwei gleichméchtigen endlichen Men-
gen. Satz ist also bewiesen.

[Alternativ konnen wir die Bijektivitdt von ® auch dadurch beweisen, dass
wir von Hand eine Umkehrabbildung zu ® konstruieren. Dies geht folgender-
maflen: Sei T eine Permutation von [n]. Wir modifizieren die Werteliste von
T, indem wir jedes Komma, das direkt vor einem Negativrekord steht, durch
einen Balken ersetzen, und die eckigen Klammern durch runde Klammern er-
setzen. Das Resultat ist eine normale n-Blockliste'’; nennen wir es D (7). Laut
Proposition gibt es genau eine Permutation ¢ von [n], deren Zykelliste
D (7) ist. Unsere Umkehrabbildung soll nun 7 auf diese Permutation ¢ senden.
An dieser Definition sollte nichts verwundern; dies ist einfach eine Wiederho-
lung der obigen Methode, wie wir ¢ aus 0 rekonstruiert haben, bloff ohne mit
o anzufangen.] O

Beispiel 3.23. Zum obigen Beweis von Satz ist ein Beispiel angebracht.
Sei n = 9. Sei T die Permutation von [n] mit Werteliste [5,3,4,2,6,9,7,1,8].
Wir suchen eine Permutation ¢ von [n], deren Bild ® (¢) = 7 gleich 7 ist.

Wir fangen damit an, dass wir C’ (¢) rekonstruieren; namlich ist C’ (¢) die
Werteliste von 7. Das heifst,

C' (o) =5,3,4,2,6,9,7,1,8].

Um C (o) zu erhalten, fangen wir mit C’ (¢) an und ersetzen jedes Kom-
ma, das direkt vor einem Negativrekord steht, durch einen Balken (denn die
Balken in C (¢) stehen genau vor den Negativrekorden). Wir erhalten also

C(o)=(5|3,4]2,69,7]1,8)

(denn die Negativrekorde von C’ (¢) sind 5,3,2,1). Nun ist ¢ die Permuta-
tion mit Zykelliste C (¢). Man sieht daher leicht an, dass o die Werteliste
8,6,4,3,5,9,2,1,7] hat.

SchliefSlich konnen wir Aufgabe 9] (b) 16sen:

Losungsskizze zu Aufgabe[9] (b). (b) Eine Permutation ¢ von [n] heifSe

16Dies ist eine Form des Schubfachprinzips.
7Dass sie normal ist, kann man sich leicht {iberlegen (dies liegt daran, dass wir die Balken
genau vor die Negativrekorde gesetzt haben).
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e griin, wenn sie 0 (i) # i+ 1 fur alle i € [n — 1] erfiillt;
e rot, wenn sie 0 (i) +1 # o (i + 1) fir alle i € [n — 1] erfillt.

Wir miissen also zeigen, dass die Anzahl aller roten Permutationen von [n]
gleich nil (—1)k (n ; 1) (n —k)! ist. Wir haben aber in Aufgabe |9| (a) bereits
gezeigtli:c(l)ass die Anzahl aller griinen Permutationen von [n] gleich derselben
Summe :2; (—1)k (n ; 1) (n — k)! ist. Also bleibt es nur noch zu zeigen, dass

die Anzahl aller roten Permutationen von [n] gleich der der griinen ist. Dafiir
wird es ausreichen, eine Bijektion zwischen den griinen und den roten Permu-
tationen zu finden.

Betrachten wir die Abbildung ® aus Satz Laut Satz ist diese eine
Bijektion. Wir behaupten nun folgendes:

Behauptung 1: Sei o eine Permutation von [n]. Genau dann ist ¢ griin,
wenn P (o) rot ist.

[Beweis von Behauptung 1: Wir beweisen erst einmal die Implikation
(@ (o) istrot) = (o ist grin).

Dazu nehmen wir an, dass ® (o) rot ist. Wir wollen zeigen, dass ¢ griin ist.

Nehmen wir das Gegenteil an. Das heifst, o ist nicht griin. Mit anderen Wor-
ten: Nicht fir alle i € [n — 1] gilt o (i) # i + 1. Das heif3t, es gibt ein k € [n — 1]
mit o (k) = k + 1. Betrachten wir dieses k.

Wir betrachten die Zykelliste C (¢') von o, sowie das in der Definition [3.20]
definierte n-Tupel C’ (¢) und die dort ebenfalls definierte Permutation . Laut
Definition von @ ist dann ® (0) = 7. Ferner ist C' (¢) die Werteliste von ¢
(denn so wurde 0 definiert).

Die n-Blockliste C (¢) ist normal; sie enthélt also genau einmal die Zahl k.
Sei B der Block von C (0), der k enthilt. Da die n-Blockliste C (¢) normal ist,
beginnt jeder Block von C (¢) mit seinem kleinsten Element; insbesondere also
auch B. Das erste Element von B ist also das kleinste Element von B. Da der
Block B die Zahl k enthilt, kann k + 1 nicht das kleinste Element von B sein
(denn k ist kleiner); somit kann k + 1 nicht das erste Element von B sein (denn
das erste Element von B ist das kleinste Element von B).

Nun erinnern wir uns wieder daran, wie C (¢) konstruiert wurde. Jeder Block
von C (o) ist die o-Spur eines Elementes von [n]. Insbesondere ist also auch B
eine solche o-Spur. Eine o-Spur S ist stets unter der Wirkung von ¢ abgeschlos-
sen, im folgenden Sinne: Ist eine Zahl i in einer c-Spur S enthalten, dann ist
auch ihr Bild o (i) in S enthalten, und zwar folgt o (i) entweder direkt auf i
oder ist das erste Element von S. Wenden wir dies auf S = B und i = k an, so
erhalten wir folgendes: Das Bild o (k) ist in B enthalten, und zwar folgt o (k)
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entweder direkt auf k oder ist das erste Element von B. Wegen o (k) = k+1
1463t sich dies folgendermafien umschreiben: Die Zahl k + 1 ist in B enthalten,
und zwar folgt k + 1 entweder direkt auf k oder ist das erste Element von B.
Da k + 1 nicht das erste Element von B sein kann, folgt also k + 1 direkt auf
k in B. Also folgt k 4+ 1 direkt auf k in C (¢) (denn B ist ein Block von C (¢)).
Daher folgt k + 1 auch direkt auf k in C’ (0) (denn C’ (¢) unterscheidet sich von
C () nur dadurch, dass Balken durch Kommas ersetzt wurden). Mit anderen
Worten: k + 1 folgt direkt auf k in der Werteliste von ¢ (denn C’ () ist die Wer-
teliste von 7). Mit anderen Worten: Es gibt ein j € [n — 1] mit ¢ (j) = k und
0 (j+1) = k+ 1. Betrachte dieses j. Es gilt also i(/jl—kl =k+1=0(+1).
—k

Doch wir erinnern uns, dass ® (o) rot ist. Mit anderen Worten: 7 ist rot (denn
® (o) = 0). Das heif$t, es gilt 7 (i) +1 # 0 (i + 1) fur alle i € [n — 1]. Dies steht
im Widerspruch zu o (j) +1 = 0 (j + 1). Dieser Widerspruch vollendet unseren
Beweis, dass o griin ist.

Wir haben also die Implikation

(® (o) istrot) = (0 ist griin)
gezeigt. Die umgekehrte Implikation
(0 ist grin) = (P (o) ist rot)

1463t sich im Wesentlichen mit dem gleichen Argument (riickwérts gelesen) be-
weise Kombinieren wir diese beiden Implikationen, erhalten wir die Aqui-
valenz (c ist griin) <= (P (o) ist rot). Damit ist Behauptung 1 bewiesen.]

Wegen Behauptung 1 ist die Abbildung

{griine Permutationen in [n]} — {rote Permutationen in [n]},
oc— O (0)

wohldefiniert und bijektiv (denn ® ist bijektiv). Also folgt, dass
|{griine Permutationen in [n]}| = |{rote Permutationen in [n]}|

gilt. Mit anderen Worten: Die Anzahl aller roten Permutationen von [n] ist
gleich der der griinen. Wie gesagt, ist damit Aufgabe [9] (b) gelost. O

8Hier muss man sich {iberlegen, warum in C (¢) niemals ein Balken zwischen einer Zahl k
und der Zahl k + 1 stehen kann (mit k direkt links und k + 1 direkt rechts vom Balken). Dies
folgt aus der Tatsache, dass der Eintrag direkt rechts von einem Balken immer kleiner ist als
der Eintrag direkt links von ihm (und sogar kleiner als jeder Eintrag links von dem Balken).
Wir haben dies bereits im Beweis von Satz gesehen, als wir argumentiert haben, dass
die Balken in einer normalen n-Blockliste genau vor ihren Negativrekorden stehen.
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3.10. zu Aufgabe

Aufgabe [19)ist [Grinbel), Exercise 3.21], und lafst sich recht einfach durch Auf-
16sen der Klammern (mit dem Binomischen Satz) 16sen; diese Losung ist in
[Grinbel5] zu finden. Wir zeigen hier eine alternative (und fiir manchen Ge-
schmack befriedigendere) Losung mithilfe der Sylvesterschen Siebformel:

Losungsskizze zu Aufgabe Wir fixieren m,n € IN. Wir zeigen zundchst, dass
Zin (V) = Znm () furalley € N

gilt.
In der Tat sei y € IN.
Eine (m,n,y)-Matrix sei definiert als eine m x n-MatrixX'"} deren Eintrage al-

01 4
(2,3,5)-Matrix (und, allgemeiner, eine (2,3, y)-Matrix fiir jedes y > 5).

Eine Nullzeile in einer (m,n,y)-Matrix bedeute eine Zeile, in der samtliche
Eintrdge Nullen sind. Eine Nullspalte in einer (m, n, y)-Matrix bedeute eine Spal-
te, in der samtliche Eintrdge 0 sind.

Wieviele (m, n, y)-Matrizen haben weder Nullzeilen noch Nullspalten?

Zunidchst bestimmen wir ein paar einfachere Anzahlen. Die Anzahl aller
(m, n,y)-Matrizen ist y™", denn fiir jeden der mn Eintrédge einer (m, n, y)-Matrix
gibt es y viele Wahlmoglichkeiten. Die Anzahl aller (m,n,y)-Matrizen ohne
Nullzeilen ist (y"* — 1)", denn fiir jede Zeile einer solchen (m, n,y)-Matrix gibt
es genau y" — 1 viele Moglichkeiten (sie darf ja keine Nullzeile sein, kann
ansonsten aber beliebig sein). Analog kann man die Anzahl aller (m,n,y)-
Matrizen ohne Nullspalten berechnen; sie ist (y" — 1)".

Mit solchen Argumenten findet man aber nicht die Anzahl aller (m,n,y)-
Matrizen, die weder Nullzeilen noch Nullspalten haben; man kann hier ndm-
lich weder die Zeilen noch die Spalten unabhéngig voneinander wéhlen. Dafiir
kann man jetzt aber die Sylvestersche Siebformel einsetzen. Hierzu definiere
man U als die Menge aller (m, n, y)-Matrizen ohne Nullzeilen. Fiir jedes i € [n]
setzen wir

lesamt zur Menge {0,1,...,y — 1} gehoren. Beispielsweise ist ( 130 eine

A;j={M e U | die i-te Spalte von M ist eine Nullspalte} .

Somit haben wir n Teilmengen Aj, Ay,..., A, von U definiert. Die (m,n,y)-
Matrizen, die weder Nullzeilen noch Nullspalten haben, sind also die Elemente
von U\ (AfUAU---UA,). Daher ist

(Anzahl aller (m,n,y)-Matrizen, die weder Nullzeilen noch Nullspalten haben)

(4

iel

=|U\ (A UAU---UA,)|= ) (1)1

IC[n]

(63)

19d.h., eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten
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laut Aufgabe [3| (b).
N A

auf der rechten Seite von be-
iel

stimmen. Dazu fixieren wir eine Teilmenge I von [n]. Wenn wir im Folgenden

von den “I-ten Spalten” einer Matrix reden, meinen wir immer die i-ten Spal-

ten fiir alle i € I. (Wenn beispielsweise I = {2,3,5} ist, dann sind die “I-ten

Spalten” die zweite, dritte und fiinfte Spalte.) Nun ist (| A; die Menge aller
i€l

(m,n,y)-Matrizen M € U mit der Eigenschaft, dass die I-ten Spalten von M

Wir wollen nun die Machtigkeiten

allesamt Nullspalten sin Wir behaupten, es gibt genau <y”’|1 |- 1) " solche

Matrizen. Denn eine solche Matrix konnen wir konstruieren, indem wir ihre
m Zeilen unabhéngig voneinander fiillen; fiir jede Zeile gibt es dabei y" !/l —1
Wahlmoglichkeiten (denn die |I| viele Eintrage, die in den I-ten Spalten liegen,
miissen allesamt 0 sein; somit muss man nur die restlichen n — |I| Eintrége be-

stimmen, und dabei vermeiden, dass sie alle 0 werde . Da N A; die Menge
iel
all dieser Matrizen ist, haben wir also gezeigt, dass
N = (y-1)" (64)
iel

ist.
Vergessen wir nun, dass wir I fixiert haben. Fiir jede Teilmenge I von [n]

20Die anderen Spalten von M diirfen dabei ebenfalls Nullspalten sein (miissen aber nicht).
Zldenn eine Matrix M € U darf keine Nullzeilen enthalten
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haben wir also bewiesen. Damit wird zu

(Anzahl aller (m,n,y)-Matrizen, die weder Nullzeilen noch Nullspalten haben)

_2 |1\ ﬂAi _Z |1|<n\1|_1>m
iel
Ty

(nach (64))

( N <yn—|1| _ 1)’”

n J/

=E =) )"
(denn |I|=k)

M

N

I
|

~

hier haben wir die Summe nach dem Wert von |I| aufgespalten,
denn fiir jede Teilmenge I von [n] ist |I| € {0,1,...,n}

=) > (D) (1)
k=0 ICn];
|I|=k

-~

:(—1)k(y”*k—1)m-(Anzahl aller Teilmengen I von [n] mit |I|=k)

n
=) (—1)* (y”_k — 1>m - (Anzahl aller Teilmengen I von [n] mit |I| = k)

k=0 h N
=(Anzahl aller k-elementigen Teilmengen von [n])

n

k

(laut der kombinatorischen Interpretation der Binomialkoeffizienten)

-Eer ) ()£ ()6

k k=0
=Zmn (y) (65)

(denn die Definition von Z,, , ergibt Z,, , (y) = i (—1)k (Z) (y"* — 1)m).

Unser Abzdhlverfahren hat etwas asymmetrisches: Wir haben mit der Menge
U = {(m,n,y)-Matrizen ohne Nullzeilen}

angefangen, und dann mithilfe der Sylvesterschen Siebformel in dieser Menge
U die Matrizen mit Nullspalten “ausgesiebt”. Zeilen und Spalten haben also
recht unterschiedliche Rollen in unserem Argument gespielt. Wenn wir das
gleiche Argument anwenden, aber die Rollen von Zeilen und Spalten vertauscht
hétten, dann erhalten wir statt die analoge Formel

(Anzahl aller (m,n,y)-Matrizen, die weder Nullzeilen noch Nullspalten haben)
= Znm (Y) -
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Abgleich dieser Formel mit ergibt Zyn (Y) = Znm ().

Vergessen wir nun, dass wir y fixiert haben. Wir haben also gezeigt, dass
Zun (Y) = Znm (y) fur jedes y € IN gilt. Jetzt konnen wir wie im Beweis von
Lemma [3.1) argumentieren: Fiir jedes y € IN gilt Z,,, (y) = Zym (y) und da-
mit (Zyn — Znm) (y) = @,n (yl —Zum (y) = 0. Das heift, jedes y € N ist eine

=Znm(Y)
Nullstelle des Polynoms Z, , — Z,; . Das Polynom Z,, , — Z;, , hat also unend-

lich viele Nullstellen, und ist daher das Nullpolynom. Das heifst, Z,, , = Z; 1.
Damit ist Aufgabe [19| gelost. O

3.11. zu Aufgabe [20]

Losungsskizze zu Aufgabe[20] Wir gehen dhnlich wie bei Aufgabe [5| vor: Wir be-
weisen die Behauptung zuerst im Fall, wenn P ein Monom (von Grad < n) ist,
und folgern dann ihre Giiltigkeit im allgemeinen Fall (denn jedes Polynom ist
eine Summe von Monomen mit Koeffizienten).

Kommen wir zu den Details. Die Behauptung fiir ein einzelnes Monom sieht
folgendermafsen aus:

Behauptung 1: Seien ay, ay, . . ., a, nichtnegative ganze Zahlen mit a; +
ay+---+a, <n.SeiH={0,1,...,h—1}. Dann gilt

Y ()t o,
(dy,da...idy) EHN

[Beweis von Behauptung 1: Wire jede der n Zahlen ay,ay,...,a, grofler oder
gleich 1, dann ware ihre Summe a; +a + - - - + a, grofier oder gleich n, was im
Widerspruch zu a; +a + - - - +a, < n stiinde. Somit ist nicht jede der n Zahlen
ai,ay,...,a, grofer oder gleich 1. Es gibt also ein i € [n] mit a; < 1. Betrachte
dieses i. Da a; eine nichtnegative ganze Zahl ist, erhalten wir also a; = 0 (da
a; < 1).

Wir konnen das Summenzeichen ) durch das Summenzeichen-

(dq,dy,...,dn)€H"

)3 )

(dl,dz,...,di_l,di+1,di+2,...,dn)EH”71 diEH

paar

ersetzen (denn ein n-Tupel (di,dy,...,d,) € H" kann immer in ein (n —1)-
Tupel (dy,da,...,d;_1,di11,di12,...,dy) € H""1 und ein einzelnes Element d; €
H aufgespalten werden). Wir erhalten also

Z (_1)d1+d2+-..+dn dqleZ L. d?ln
(dl,dz,...,dn)GHn

- y ¥ (-1 g (6
(dl,dz,...,difl,d,url,dprz,...,dn)EHn_l dieH
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Fixieren wir nun ein (n — 1)-Tupel (dy,dy, ..., d;i_1,dis1,diso, ..., dy) € H' L.
Fiir jedes d; € H gilt dann

(_1)d1+d2+~--—|—dn dilldgz N
A\ 7 \

:(_1)d1+d2+'“+d171+d1‘+1+d1‘+2+“‘+dn(_1)d1~
(denn dy+do+--+dy=(d1+do+---+d;j_1+dj 1 +di o+ +dp)+d;)
_ dy+dy+-+di_1+di 1 +dig o+ +d d; (401 30
— (_1) i i+ i+ n (_1) i (dl dz X

(4" 4% . %1 %41 %2 gan )\ 4%
_(dl dyd; Dy ) d

CLA%-1 4%i41 g%i+2 g4 a;
dididig - dy)
~—

(denr? a;=0)

Bi-14%+14%+2 dﬁ”) )

_ (_1)d1+d2+'"+di71+di+1+di+2+"’+dn (_1)di (d?dgz oedi] o

Summieren wir diese Gleichung {iber alle d; € H auf, dann erhalten wir

Y (—1)f e g gy

d;eH
_ _\h+dottdi g tdi i+t dn o qNdi (g1 92 481 g1 g%i42 | qa
=) (-1 A (=D)% (dy'dy? -+ a5 A - dyyr)
d,’EH
_ di+do+-+di 1 +di 1 +dip++dy (701 02 a1 30i41 30i42 a d;
=(-1) o (di'dy - - A i i) Y (=)
diGH

(denn H = {0,1,...,h —1})
=1+ (-1 +1+(-1)+---+1+(-1) (denn h ist gerade)
=0

gilt, wird dies zu

¥ (- g g
diEH

_ dytdo+-Hdi_qHdip1Fdipo o Fdy (g0 382 g0i-1 30041 g2 qa dj
=(-1) o (di'dy’ - - di o dily ) Y (—1)°
dieH
N————
=0
=0.

Vergessen wir nun, dass wir (dq,dp,...,di_1,diy1,diy0,...,dyn) fixiert haben.
Wir haben also fiir jedes (d1,dy, ..., di—1,di11,di12,...,dn) € H1 gezeigt, dass

Z (_1)d1+d2+"'+dn dlildg2 .. dfln =0
dieH
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gilt. Somit wird zu

Y, (nmTETh g
(dl,dz,...,dn)eH”

_ di+dy+-+dy 301 302 a
= )3 Y (-1 tdyidy e dy
(d1, ;.. i1 i1, di 2, dn)EHT1 - di€H

s

~\~

=0
=0.
Behauptung 1 ist damit bewiesen.]
SeiH=1{0,1,...,h—1}.
Nun ist P ein Polynom in xq,x,...,x, von Grad deg P < n. Wir konnen es
also schreiben als

a a a
P = Z AalraZr---zanxllxzz e xnnl (67)
(a1,a2,...,an) EN";
a1+a2+"'+an<n

wobei Ay, 4,,... 4, die Koeffizienten von P sind. Damit erhalten wir

Z (_1)d1+d2+...+dn P (d1’ dZ,- . -,dn)J
(d1,da,....dn)€H" V

a a
= Z )\ul,uz,...,an dll d22"'d51n
(a1,a3,...,.an) EN";
a1t+ap+-+ap<n

(nach (67))

— Z (_1)d1+d2+...+dn Z Aﬂl,ﬁzf-«-,and;zldgz . d;lln

(dl,d2,...,dn)€Hn (al,az,...,an)EN”;
aytay+-+ay,<n

dy+dy+--+d a1 10
= 2 (_1) ! 2 ! Aalla2/~"/aﬂd11d22 e dan

(dl,dz,...,dn)GHn (ﬂl,ﬂz,...,an)GNW}
ay+ax+--+ap<n

= Z Z (_1)d1+d2+...+dn Aal,az,...,andqld? N

(al,ﬂz,...,lln)GN”,' (dl,dz,...,dn)GHn
a1t+ap+--+ap<n

= Z Aayan, Z (_1)d1+d2—|—...—|—dn d?ldgz g

(al,az,...,an)E]N"; (dl,dz,...,dn)EH”
a1+ax+---+ap<n -

~

(nach Be}zt?lptung 1)
=0.
Wegen H = {0,1,...,h — 1} 148t sich dies umschreiben als
Y (—1) Rt p (dy,dy, ... dy) = 0.
(dl,dz,...,dn)E{O,l,...,h—l}n

Damit ist Aufgabe 20| gelost.

[Bemerkung: Man sieht dieser Losung leicht an, dass die Menge {0,1,...,h — 1}
durch eine beliebige endliche Menge ganzer Zahlen ersetzt werden kann, in der
gleich viele gerade und ungerade Zahlen vorkommen.] O
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3.12. zu Aufgaben [21], 22] und [23]

Aufgaben und 23| lassen sich auf diverse Weisen 16sen, aber wir werden
sie alle aus folgendem Satz erhalten:

Satz 3.24. Sei n € IN. Sei p (x) ein Polynom (in einer Variablen x, mit kom-
plexen Koeffizienten) von Grad < n. Dann ist

n+1
Z(—l)k (nzl)p(x—i—k)zo fur alle x € C.
k=0

Satz ist eine Verallgemeinerung von Aufgabe [f] (¢) und folgt aus dem
gleichen Argument:

Beweisskizze zu Satz[3.24] Sei x € C. Sei A = C. Sei f : A — C die Funktion,
die jedes k € A in p (k) € C tberfiihrt. Dies ist eine Polynomfunktion von
Grad < n (denn p (x) ist ein Polynom von Grad < ). Laut der Aussage 2
in der obigen Losung von Aufgabe [| (a) (angewandt auf n und n + 1 statt
k und n) ist somit A"*!f eine Polynomfunktion von Grad < n — (n+1). Da
n—(n+1)=—1< 0 gilt, folgt hieraus, dass A" f eine Polynomfunktion von
Grad < 0 ist. Das heifit, A"*!f ist die Nullfunktion. Somit gilt (A"*!f) (x) = 0.
Doch nach Aufgabe [f] (b) (angewandt auf n + 1 statt 1) gilt

() w=5 cot (7)) g

=) (=) =p(x+k)
(nach der Definition von f)

n+1
=Y o (" ) p b,

k=0

Abgleich dieser Gleichheit mit (A"1f) (x) = 0 ergibt

n+1
0L () ek o

k=0

Dividieren wir beide Seiten dieser Identitdt durch (—1)”“, dann finden wir
n+1 1
Yy (-1 <”+ )p(x—l—k) =0.
k=0 k

Dies beweist Satz O
Folgende Folgerung aus Satz ist fiir uns besonders handlich:
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Folgerung 3.25. Sei n € IN. Sei p (x) ein Polynom (in einer Variablen x, mit
komplexen Koeffizienten) von Grad < n. Dann ist

CRTRES e (i I

k=0

Beweisskizze zu Folgerung Anwendung von Satz auf x = 0 ergibt

S o (") pw =o

k=0

_.I_
- =—(-1)" nl
(nac_h@)
n +1 "
=% 0 (") - 1
k=0

ergibt dies

L0t (" e -1 pen =0

k

Das heifst,
& n+1
(") e = ().
k=0
Damit ist Folgerung bewiesen. O

Mit Folgerung werden Aufgaben 21) und 22| zu leichten Rechnungen:
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Losungsskizze zu Aufgabe Laut Folgerung ist
n +1 - k(nt1
1) p(n+1) = —1"(” ) =Y (-1 ( )2’<
Cotpesn =Y 0T ety = R

k=0
—ok
(nach Annahme)
"o n+1 k " on+1 k
X () ez-n () e
k=0 ~

(—2)F

-~

=(1+(-2)"™! (nach @)
(nach dem Binomischen Satz)

n+1
= (1 + (—2)) — (=2)"
S———— N——

=—1 :(_1)Vl+12n+1
_ (_1)n+1 _ (_1)n+1 2n+1 _ (_1)n+1 (1 _2n+1> .

Dividieren wir beide Seiten nun durch (—1)", so erhalten wir p (n + 1)
_ (1 _ 2n+1) —ont+l _ 1.

Losungsskizze zu Aufgabe 22| Laut Folgerung ist

I

n _n_kn"i_1 _n_kn—i_l.;
(-1) P(”+1)—k§( 1) ( r ) Eﬂ;} _kg( 2 ( k ) <n+1)

k
T n+1\ h ~ s

k
(nach Annahme)
Y (D = (1) (1) (<1 (<) e (1)
k=0

1,  wenn n gerade ist;

T+ (=) +1+(=1)+--+ .
—1, wenn n ungerade ist

1, wenn n gerade ist;
0, wenn n ungerade ist.

Dividieren wir beide Seiten nun durch (—1)", so erhalten wir

1 1, wenn n gerade ist;
pn+1) = { ;

(=1)"
_ )1, wenn n gerade ist;
10, wennn ungerade ist

0, wenn n ungerade ist
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(denn wenn n gerade ist, dann ist (—1)" = 1). O

Fiir Aufgabe 23|benotigen wir zusatzlich eine Eigenschaft der Fibonaccizah-
len:

Proposition 3.26. Sei (fo, f1, f2,...) die Fibonaccifolge (mit fy = 0, f; = 1
und f, = f,—1 + fu—p flir alle n > 2). Dann gilt

L n
Y (1) (k)fzkﬂg = (=1)" fusp fiir alle n, p € IN.
k=0

Proposition ist der Behauptung von Aufgabe [f] (f) sehr dhnlich, und
auch bei dem Beweis geht es dhnlich zu: Es ist nicht schwer, Proposition [3.26]
entweder aus der Binet-Formel (und dem Binomischen Satz) herzuleiten, oder
durch Induktion nach n zu beweisen. Wir iiberlassen beides dem interesssierten
Leser. Hier zeigen wir stattdessen einen anderen Beweis von Proposition [3.26]
der (genauso wie unsere Losung von Aufgabe [f (f)) auf die Theorie der n-ten
Differenzen zurtickgreift (genauer gesagt auf das Resultat von Aufgabe [g] (b);
das Wort “Theorie” ist hier eine Ubertreibung):

Beweisskizze zu Proposition Wir setzen A = IN. Fiir jedes p € IN definieren
wir eine Funktion g, : A — C, indem wir

8p (X) = fpox fur jedes x € N

setzen. Wir betrachten die in Aufgabe 6| definierten n-ten Differenzen A"g), die-
ser Funktion g,. Wir behaupten nun, dass

A" (8;?) = &n+p (68)

tir alle n, p € IN gilt.

[Beweis von (68): Wir beweisen (68) durch Induktion nach n:

Induktionsbasis: Fiir n = 0 gilt (68), weil A? (g,) = gp = o+ ist.

Induktionsschritt: Sei m € IN. Nehmen wir an, dass fir n = m gilt. Wir
miissen zeigen, dass auch fiir n = m + 1 gilt.

Wir haben angenommen, dass fiir n = m gilt. Das heif$t, fiir alle p € IN
gilt

A™ (gp) = &m+p- (69)

Sei nun p € IN. Sei ferner x € IN. Dann gilt

A" (gp) = A (A" (8p)) = B (m+p)
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(denn ergibt A" (g,) = gm+p). Folglich ist

1
(Am+ (8?)) (x) = (A (gmrp)) (¥) = Gmip(x+1) —  Gmip (%)
~———— N——
:frr1+p+2(x+l) :fm+p+2x
(nach der Definition = (nach der Definition
vOon gpi+p) von gm+p)

(nach der Definition von A (gm+p))
= fm+p+2(x+1) - fm+p+2x- (70)
Doch die rekursive Definition der Fibonaccifolge ergibt f, = f,_1 + f,—» fiir
jedes n > 2. Wenden wir dies auf n = m + p+ 2 (x + 1) an, so erhalten wir

fm+p+2(x+1) - fm+p+2(x+1)—11+ fm+p+2(x+1)—% = f(m+1)+p+2x + fm+p+2xr

-~ -~

:fn1+p+2x+l :fm+p+2x

:f(m+1)+p+2x
also

fm+P+2(X+1) — fmiprox = f(m+1)+p+2x-
Somit wird (70) zu

(AmH (817)) (%) = fuspro(x+1) — fnrpr2e = fimg1)+p+2x = S(m+1)+p (X)

(denn die Definition von g(,41)+p €rgibt g(mi1)1p (X) = frms1)+p+ax)-

Vergessen wir, dass wir x fixiert haben. Wir haben also gezeigt, dass (A" (g,)) (x) =
(m+1)+p (¥) fiir alle x € N gilt. Das heift, es gilt A"*! (g) = g(ui1)4p (denn
A" (gp) und g(41)+p sind zwei Funktionen mit Definitionsmenge IN).

Vergessen wir, dass wir p fixiert haben. Wir haben also gezeigt, dass A+ ( gp) =
S(m+1)+p flr alle p € N gilt. Mit anderen Worten: Die Gleichheit (68) gilt fiir
n = m + 1. Damit ist der Induktionsschritt fertig. Somit ist bewiesen. ]

Seien nun 7, p € IN. Wenden wir Aufgabe [f| (b) auf f = ¢, und x = 0 an, so
erhalten wir

@ eNO=Y 07 (7)) 20 =X e (}) pe

k=0 — N . —— ——
=(-1)"(-1) :gp(k):fp+2k :f2k+p
(nach Definition von gp)

= 2 " 0 (e = 1 L 0 () fer

Gleichen wir dies mit

(A" (8p)) (0) = gntp (0) = furpr20 (nach Definition von g,+)
——

:gl’l+

(nach (68))
- fn+p
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ab, so erhalten wir

n g k(1

Fusy = (1" 12 (-0 () e
k=0 k
Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit (—1)", so erhalten wir
(1) forp = (" V" Y 1 () faep = 1 15 ()£
- n+p — \ 7T - - 2k+p = - 2k+p-
f k=0 k k=0 k
—(-1)¥'=1
Damit ist Proposition bewiesen. O
Jetzt konnen wir Aufgabe 23|16sen:

Losungsskizze zu Aufgabe[23] Definiere ein Polynom q (x) durch g (x) = p (2x +1).
Dann ist g (x) ein Polynom von Grad 1008 (denn p (x) ist ein solches). Fiir alle
ne€{0,1,...,1008} gilt ferner

q(n) =p2n+1) = fonn
(laut Annahme). Mit anderen Worten: Fiir alle k € {0,1,...,1008} gilt
q (k) = fars1- (71)
Sei n = 1008. Aus wissen wir also, dass g (k) = fy,q fiir alle k €

{0,1,...,n} gilt.
Laut Folgerung (angewandt auf g (x) statt p (x)) gilt nun

ooy =3 0 (T 0l = X 0 (M) e

k=0 k=0
=faks1
(nach (71))
n+1
k(n+1 nt1 (n+1

= (1) ( >f2k+1 - (-1 ( fan+1)+1
kg() k n+1 \(i;/
~ N o 1 =fon+3

=(-1)"* fin+1)+1 (nach (@)
(nach Proposition [3.26]

angewandt auf n+1 und 1 statt n und p)
+1 +1
= (D" fosn+1— (D" fanss

———
=fui2

= (=" fur2 — (1" oz = (1" (fus2 — fonss)
=—(-1"
= — (=" (fus2 — fons3) = (=1)" (fon43 — fus2) -
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Dividieren wir beide Seiten durch (—1)", so erhalten wir

q(n+1)= fours— fur2:

Wegen n = 1008 “vereinfacht” sich dies zu q(1009) = f019 — fi010- Nach
Definition von g ist aber ¢q (1009) = p (2019). Also ist p (2019) = g (1009)

f2019 — f1010- O

3.13. zu Aufgabe

Losungsskizze zu Aufgabe Wenn X und Y zwei Teilmengen von V sind, dann
schreiben wir “X < Y”, wenn es keine Kante von G gibt, die einen Endknoten
in X und ihren anderen Endknoten in Y hat. Die Relation “«” ist offensichtlich
symmetrisch; das heif3t, fiir je zwei Teilmengen X und Y von V gilt die logische
Aquivalenz

(X+Y) < (Y X). (72)

Folgendes ist ebenfalls leicht einzusehen: Fiir je zwei Teilmengen X und Y
von V gilt die logische Aquivalenz

(X Y) < (N(X)NY =2). (73)
A

22Der Vollstindigkeit halber sei hier ein Beweis von gegeben:

Seien X und Y zwei Teilmengen von V.

Wir nehmen an, dass X «» Y gilt. Seiv € N (X)NY.Dannistv € N (X) und v € Y. Wegen
v € N (X) ist v ein Knoten von G, der mit mindestens einem Knoten in X verbunden ist
(denn N (X) ist definiert als die Menge aller solchen Knoten). Also ist v mit mindestens
einem Knoten in X verbunden. Das heifst, es gibt einen Knoten in X, mit dem v verbunden
ist. Sei x dieser Knoten in X. Dann ist v mit x verbunden. Es gibt also eine Kante von G,
deren Endknoten v und x sind. Sei e diese Kante. Diese Kante hat also einen Endknoten in
X (ndmlich x) und ihren anderen Endknoten in Y (ndmlich v, denn v € Y).

Doch laut Annahme ist X «+» Y. Das heif$t, es gibt keine Kante von G, die einen Endknoten
in X und ihren anderen Endknoten in Y hat. Wir haben aber soeben eine solche Kante
gefunden (ndmlich ¢). Dies ist ein Widerspruch.

Vergessen wir, dass wir v gewédhlt haben. Wir haben also fiir jedes v € N (X) NY einen
Widerspruch erhalten. Also gibt es kein v € N (X) NY. Die Menge N (X) NY ist also leer.
Das heifit, N (X)NY = @.

Vergessen wir nun unsere Annahme, dass X « Y gilt. Wir haben also die Implikation

(X»Y) = (N(X)NY =2) (74)

bewiesen.

Nehmen wir nun an, dass N (X)NY = & ist. Sei nun f eine Kante von G, die einen
Endknoten in X und ihren anderen Endknoten in Y hat. Seien x und y die Endknoten
dieser Kante f, wobei x derjenige in X und y derjenige in Y ist. Dannist x € X und y € Y.
Ferner ist y mit x verbunden (denn x und y sind die Endknoten der Kante f). Somit ist y
mit mindestens einem Knoten in X verbunden (ndmlich mit x). Das heifit, y € N (X) (denn
N (X)) ist definiert als die Menge aller Knoten von G, die mit mindestens einem Knoten in X
verbunden sind). Aus y € N (X) und y € Y folgtjedochy € N (X) NY = @, was absurd ist
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Sei nun X eine Teilmenge von A. Da unser Graph G bipartit ist, gilt dann
N (X) € B PP Somit gilt N (X) = B genau dann, wenn B C N (X) ist. Wir
haben also folgende Kette von Aquivalenzen:

(N(X)=B) < (BS N(X)) < (B\N(X)=9).
Da dquivalente Aussagen den gleichen Wahrheitswert haben, erhalten wir also
[N(X) = B] = [BA\N(X) = 2]. (75)
Fiir jede Teilmenge Y von B gilt ferner folgende Kette von Aquivalenzen:

(X)NY = 9) (nach (73))

(X ¥) = (N
(kein Element von Y gehort zu N (X))

(jedesy € Yerfullty ¢ N (X))

G

edesy € Yerfiillt y € B\ N (X))

denn fiir jedes y € Y ist die Aussage “y ¢ N (X)”
dquivalent zu “y € B\ N (X)” (denny € Y C B)

« (Y CB\N(X)).

—
—
—

(denn die leere Menge & hat kein Element). Somit haben wir einen Widerspruch erhalten.
Vergessen wir, dass wir f gewdhlt haben. Wir haben also fiir jede Kante f von G, die einen
Endknoten in X und ihren anderen Endknoten in Y hat, einen Widerspruch erhalten. Also
gibt es keine solche Kante. Das heifst, wir haben X «+» Y (nach der Definition von “X < Y”).
Vergessen wir nun unsere Annahme, dass N (X) NY = @ gilt. Wir haben also die Impli-
kation
(N(X)NY=2) = (X+»Y)

bewiesen.

Vereinigt mit der bereits bewiesenen Implikation (74) fiihrt diese Implikation zu der Aqui-

valenz (X «» Y) <= (N (X)NY = ). Damit ist (73) bewiesen.

23Beweis: Sei v € N (X). Also ist v ein Knoten von G, der mit mindestens einem Knoten in X
verbunden ist (denn N (X) ist definiert als die Menge aller solchen Knoten). Folglich ist v
mit mindestens einem Knoten in X verbunden. Das heifst, es gibt einen Knoten in X, mit
dem v verbunden ist. Sei x dieser Knoten in X. Dann ist x € X C A und somit x ¢ B (denn
wegen AN B = & kann ein Element von A niemals ein Element von B sein).

Nun ist aber v mit x verbunden (nach Definition von x). Das heifit, es gibt eine Kante von
G, deren Endknoten v und x sind. Sei e eine solche Kante. Wir wissen, dass jede Kante von
G einen Knoten in A mit einem Knoten in B verbindet (laut der Aufgabenstellung). Jede
Kante von G hat also einen Endknoten in B. Dies gilt daher insbesondere fiir die Kante e.
Das heifst, die Kante e hat einen Endknoten in B. Somit ist v € B oder x € B (denn die
Endknoten von e sind v und x). Wegen x ¢ B muss somit v € B sein.

Vergessen wir, dass wir v fixiert haben. Wir haben also gezeigt, dass v € B fiir jedes
v € N (X) ist. Mit anderen Worten: Es gilt N (X) C B.
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Somit ist
Y (_1)\X\+\Y| — Y (_1)|X|+|Y\ = ¥ (_1)IX|(_1)|YI
Xy yclg%ﬁ;(x) =(-1)!XI(=n)"! YERNGY
—_—
7YQBUHX)

(denn B\N(X)CB)

=0 Y M=y -
YCB\N(X) ICB\N(X)

=[B\N(X)=2]

(nach (10,

angewandt auf S=B\N(X))

hier haben wir den Summationsindex Y
in [ umbenannt

/

= (DM BAN(X) = 2] = (-1)* [N (X) = B].

~[N(X)=B]
(laut (75))

Vergessen wir nun, dass wir X fixiert haben. Wir haben damit gezeigt, dass

Y ()M = ()N (x) = B]

YCB;

XY
fiir jede Teilmenge X von A gilt. Summieren wir diese Gleichung {iber alle
Teilmengen X von A auf, so erhalten wir

Y Y XM=y (¥ N (x) = B]. (76)
XCA }/{%@ XCA

Fiihren wir das gleiche Argument noch einmal durch, vertauschen dabei aber
die Rollen von A und B sowie die Rollen von X und Y, so erhalten wir genauso

Y Y M=y M N (y) = 4] (77)

YCB XCA; YCB
Y~ X
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Aus folgt aber
Y (~D)XN(X) = B]
XCA
— 2: z: (_1ﬂXHﬁﬂ:: z: 2: (_1ﬂYHﬁX
XCA YCB; ——— XCA YCB;
XenY =(—1)¥HX] Y X
N~ ——
= X =X r
YCB; YCB XCA;
Y X Yoo X

(denn laut koénnen wir
die Bedingung “X«»Y” unter dieser
Summe durch “Y« X" ersetzen)

=Y X )= Y YN = 4]

YCB XCA; YCB
Y+X
(laut (77)). Damit ist Aufgabe 27] gelst. O

Wir bemerken, dass wir die Behauptung von Aufgabe [27|auch folgenderma-
fen umschreiben kénnen:

Folgerung 3.27. Sei G = (V,E) ein bipartiter Graph, und seien A und B die
zwei Komponenten der Knotenmenge von G. (Das heifst, V = AU B und
ANB = &; und jede Kante von G verbindet einen Knoten in A mit einem
Knoten in B.) Fiir jede Teilmenge S von V sei N (S) die Menge aller Knoten
von G, die mit mindestens einem Knoten in S verbunden sind. Man zeige:

Y nf= ¥

XCA; YCB;

N(X)=B N(Y)=A

Beweisskizze. Fir jede Teilmenge X C A gilt entweder N (X) = B oder N (X) #

B (aber nicht beides). Somit konnen wir die Summe ) (—1)|X| [N (X) = B
XCA
folgendermafsen aufspalten:

Y. (-1)XN(X) = B

XCA
= Y (-)YNx) =B+ Y ()Y [N(X) =5

XCA: T’ XCA; \_;/0_/
N(X)=B (denn N(X)=B) N(X)#B (denn N(X)#B)
= ¥ ()M ¥ opfo= p Y. 78)
XCA; XCA; XCA;

N(X)=B N(X)#B N(X)=B

-~

=0
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Analog gilt

Y -)YMiNy)=4= ¥ (-p. (79)
YCB YCB;
N(Y)=A

Aus folgt nun

Y (¥ =Y (-1 Nx) =B

XCA; XCA

N(X)=B

=) (DM N (Y) = 4] (laut Aufgabe P27)
YCB

= Y, )" (laut @).

YCB;
N(Y)=A

Damit ist Folgerung bewiesen. O

3.14. Verweise fiir den Rest der Aufgaben

So schnell komme ich mit dem Schreiben nicht mit... also:

Aufgabe [10|ist [17f-hw4s| Exercise 3].
Aufgabe [11|ist [Grinbel5, Theorem 3.44].

Aufgabe [12] (a) ist [Grinbel5, Theorem 3.45]. Aufgabe [12] (b) folgt leicht
aus (a).

Aufgabe [13ist [Grinbel5, Theorem 3.46].

Aufgabe [14] (a) ist [18s-hw2s, Exercise 5]. Aufgabe [14] (b) ist [18f-mtIs,
Exercise 3].

Aufgabe (15| (a) ist [18f-hw4s| Exercise 7].

Aufgabe 15 (b) 1dfst sich folgendermafien auf (a) zuriickfithren: Wir far-
ben die Kanten des Graphen G mit den Farben 1,2,...,d; und zwar sei
die Farbe der Kante von (eq,ey,...,e4) nach (fi, f2,..., f;s) definiert als
die (einzige) Zahl j € [d] mit e; # f;. (Die Farbe einer Kante gibt also an,
zu welcher Koordinatenachse diese Kante parallel ist, d.h., welche Koor-
dinate des Punktes sich beim Durchlaufen der Kante verandert.) Jedem
Kantenzug k der Linge 7 in G kénnen wir somit ein n-Tupel f (k) € [d]"
zuordnen, und zwar durch folgende Regel: Der i-te Eintrag von f (k) soll
gleich der Farbe der i-ten Kante des Kantenzugs k sein. Hierdurch erhal-
ten wir eine Bijektion

{Kantenziige der Lange 1 von v nach v} — {all-gerade n-Tupel in [d]"},
ki f (k)
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(in der Tat ist ein Kantenzug k genau dann geschlossen, wenn das Tu-
pel f (k) all-gerade ist). Diese Bijektion fithrt Aufgabe (15| (b) auf Teil (a)
zuriick.

Aufgabe (15 (b) ist auch der Sonderfall von [Stanley-AC2, Corollary 2.5]
firk =0und u = v.

e Aufgabe [16ist [Grinbe08, Problem 2].

* Aufgabe 17| (a) ist ein Sonderfall von [Grinbel5| Exercise 6.51 (a)].
* Aufgabe|17| (b) ist ein Sonderfall von [Grinbel5| Exercise 6.51 (b)].
* Aufgabe (17| (c) ist ein Sonderfall von [Grinbel5, Exercise 6.51 (d)].

e Aufgabe([18(a) ist [19fco, Theorem 2.5.1] (zumindest im Sonderfall k € IN;
aber der allgemeine Fall folgt hieraus mit dem Polynomidentitats-Trick).

Aufgabe[18] (b) ist [19fco, Theorem 2.5.2].
Aufgabe[18] (c) ist [19fco-hw3s| Exercise 3].

* Die Antwort auf Aufgabe [24 (a) ist “ja”. Dies hat damit zu tun, dass 2000
durch 16 teilbar ist. Denn es gibt Koeffizienten ag, a1, ...,a15 € {1, -1},

welche
15

Y ap(x+k)°=0

k=0
tir beliebige 16 aufeinanderfolgende ganze Zahlen x,x +1,...,x + 15 er-
tullen. Solche Koeffizienten findet man folgendermafien: Man schreibt je-
desk € {0,1,...,15} im Bindrsystem als dy + 2d1 + 4d, + 8d3 mit dy, dq,d», ds €

15
{0,1}, und setzt ap = (—1)0 T8 Dags dann ¥ a; (x + k)% = 0 gilt,
k=0

folgt aus Aufgabe 20| wegen 3 < 4.

Die Antwort auf Aufgabe 24 (b) ist “nein”. Dies folgt schon aus Paritats-
griinden (die Summe ist stets ungerade).

¢ Aufgabe 25|ist [Grinbel5, Exercise 5.4].
 Fiir Aufgabe26|siehe https://artofproblemsolving.com/community/c6h2231398

* Aufgabe 28| (a) ist [HeiTit18, Theorem 10]; siehe [Grinbel7, Theorem 3.2.2]
fiir einen anderen Beweis. Aufgabe (b) ist [Grinbel?Z, Theorem 3.2.1]
(und auch [HeiTit1l8, Corollary 1]); andere Beweise (unabhidngig von dem
komplizierteren Teil (a)) finden sich in [Brouwe(09].

¢ Aufgabe ist im Wesentlichen [Elser84, Lemma 1]. Meine Lieblingslo-
sung ist natiirlich meine eigene ([Grinbe20], wo ich auch tiber Analoga
und Verallgemeinerungen schwadroniere). (Sdmtliche Quellen betrachten
nur den Fall E # @; aber der Fall E = & ist nattirlich trivial.)



https://artofproblemsolving.com/community/c6h2231398
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4. Weitere Lesevorschlage

4.1.

4.2.

Weiterfuhrende Literatur

Die kanonische Einfithrung in Binomialkoeffizienten-Identititen ist das Buch
[GrKnPa94, Chapter 5], das eine generelle Fundgrube fiir bemerkenswer-
te Phdanomene in der elementaren diskreten Mathematik ist. Mehr findet
man u.a. in [Spivey19].

Die Strategie der vorzeichenumkehrenden Involutionen, die wir beim Losen
von Aufgabe 2| (b) eingesetzt haben, wird in [BenQuiO8] und [Sagan19)
Chapter 2] deutlich weiter getrieben.

Aufgabe 5| (c) und Aufgabe |16 sind Beispiele fiir die Anwendung von
Polynomen in der “Nullsummentheorie” endlicher Koérper. Klassischere
Beispiele sind der Kombinatorische Nullstellensatz [Alon02] und der Satz
von Chevalley—Warning [Reiher07].

Die in der Aufgabe [f eingefiihrten n-ten Differenzen sind — als endliche
Differenzen oder “Differenzen hoherer Ordnung” — ein klassischer (allerdings
auch notationell altertiirmlicher) Text dazu ist [MilTho33].

Sowohl die Mobius-Inversion im Booleschen Verband (Aufgabe (8] (a)) als
auch die Binomialinversion (Aufgabe 8| (b)) als auch die klassische Mobius-
Inversion aus der Zahlentheorie sind Sonderfdlle der allgemeinen Mobiu-
sinversion; siehe dazu [Stanlel1, §3.7].

Die wohl bekannteste vorzeichenbehaftete Summe in der Mathematik ist
die Determinante einer Matrix. (Das Vorzeichen ist dabei die Signatur ei-
ner Permutation.) Determinanten sind Dauergdste an vielen Orten der
Mathematik und auch an universitiren Mathematikolympiaden wie Put-
nam. Eine elementar-kombinatorische Einfiihrung findet sich in [Strick13,
Notes, Section 12 und Appendix B]. Detaillierte Beweise vieler Eigen-
schaften finden sich in [Grinbel5, Chapter 6]; Aufgaben ohne Ende in
[FadSom72|] und [Prasol94]. Auch in der elementaren Wettbewerbsmathe-
matik hat man von Determinanten oft Nutzen — siehe [AndDos10, Chap-
ters 9 and 12], [AndDos12, Chapters 9 and 12] und [Grinbe09].

Zusiatzliche Aufgaben (ohne Lésungen)

Aufgabe 30. (Newtons Interpolationsformel) Sei die Notation wie in Aufga-
be 6l Sei f : A — C eine Polynomfunktion von Grad < m (fiir ein m € IN).
Man zeige:

f(x+a)= i (Akf> (a) - (;{C) fir alle x,a € A.

k=0
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k

: . m X
(Man vergleiche dies mit der Taylorformel f (x +4a) = kgo (9%f) (a) - T Wo-

bei 0 der Differentialoperator g — % g ist.)

Aufgabe 31. ([18f-hw4s, Exercise 6])

(a) Fir alle a,b € R und m,n € IN mit m < n beweise man

f (—1)F <Z> (a+ bk)"™ = 0.

k=0

(b) Fur alle n € N und r € [n — 1] beweise man

3 0 (3 w0

k=0

Aufgabe 32. ([Grinbel6b] oder auch [19fco, Exercise 2.10.7]) Seien n,k € IN.

Man zeige:
i n+u—1 n _ (n+k-1
= u k—2u) k '

Aufgabe 33. ([19fco-mtls| Exercise 4]) Sein € IN. Seien Ty, Ty, . . ., T, endliche
Mengen ganzer Zahlen. Fiir jedes i € [n] sei a; die Anzahl aller geraden
Elemente von T; und sei b; die Anzahl aller ungeraden Elemente von T;. Fiir
jedes i € [n] setze man ferner s; = a; +b; = |T;| und d; = a; — b;.

Ein n-Tupel (i1,ip,...,in) € Ty X T X - - - x Ty, heifle gerade, wenn i1 + iy +
-+ - +1, gerade ist. (Beispielsweise ist das 4-Tupel (1,0, 4, 1) gerade, nicht aber
das 4-Tupel (1,0,3,1).)

Zeige, dass die Anzahl aller geraden n-Tupel (iy,ip,...,in) € T1 X Tp X
- x T, gleich

§152 -+ Sy +didy - - dy
2

ist.

Aufgabe 34. (Putnam 2005 Aufgabe B6; siehe auch [AndDos12, Exercise
12.2]) Sei n € IN. Sei S, die Menge aller Permutationen von [n]. Fiir jedes
o€ Sy

e sei /(o) die Anzahl aller Inversionen von o (sieche Aufgabe 25| fiir die
Definition);
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* seisigno = (—1)6(0) (diese Zahl heif3t Signatur von 0);

e sei fixo die Anzahl aller Fixpunkte von o (das heifdt, aller i € [n] mit

o (i) =i).

Man beweise: )
y signe (1)1 n
fixo+1 n+1

res;,

Aufgabe 35. ([19fco-mt2s| Exercise 5]) Sei n € IN. Eine Permutation ¢ von [#]
heile dominofrei, wenn es keini € [n — 1] gilt, das o (i) =i+1lund o (i+1) =
i erfiillt. Man bestimme die Anzahl aller dominofreien Permutationen von

[].
Aufgabe 36. ([20f, Theorem 7.8.9])

(@) Sei n € IN. Sei U eine endliche Menge. Fiir jedes x € U sei w (x) eine
Zahl. Seien Ay, Ay, ..., A, Teilmengen von U. Man zeige:

Y w(x) =Y (- Y w (x).

xel; I1C[n] xel;
x¢ A; fur alle i€ [n] x€A; fur alle il

(b) Man leite die Sylvestersche Siebformel aus diesem Resultat her.

Aufgabe 37. ([21s, Solution of Exercise 6.1.0.1]) Seien n,k € IN. Sei ¢ =
1424 ---+k Wenn S eine endliche Menge ganzer Zahlen ist, dann be-
zeichne sum S die Summe aller Elemente von S. (Beispielsweise ist also
sum{2,4,5} =2+4+5 = 11.) Man zeige:

0, wenn 71 gerade und k ungerade ist;
DN C (ln/2))
. —1)¢ , sonst.
sg{‘az;k,n}, (=1) |k/2]

Hierbei bezeichnet |u | den Ganzteil einer reellen Zahl u (also die grofite gan-
ze Zahl, die < u ist).

Aufgabe 38. ([Sagan19, Theorem 2.3.3]) Sei n € IN. Unter einer Partition
von n verstehen wir ein Tupel (a1,4ay,...,a;) positiver ganzer Zahlen mit
ay > ap > -+ > agund a; +ay + - - - + a; = n. (Beispielsweise ist (4,2,2,1)
eine Partition von 9.)

Sei poqq (n) die Anzahl aller Partitionen (ay,ay,...,ax) von n, deren Ein-
trage ay,ay, . .., a; alle ungerade sind.
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Sei pgist (1) die Anzahl aller Partitionen (a1, 4y, ...,ax) von n, deren Ein-
trage a1, ay, ..., a; paarweise verschieden sind.

Man beweise Eulers Identitit poqq (1) = Paist (1)-

(Beispielsweise ist

Poad 7) = {(7), (5,1,1), (3,3,1), (3,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,1,1)}| = 5;
paist (7) = {(7), (6,1), (52), (43), (421)}[=5;

damit gilt die Identitét fiir n = 7.)

Aufgabe 39. ([Whitne32, (12)]) Sei G ein ungerichteter Graph mit Eckenmen-
ge V.Sein € IN.

Unter einer n-Firbung von G verstehen wir eine Abbildung ¢ : V —
{1,2,...,n}. Wenn c eine n-Farbung ist, dann stellen wir uns die Werte c (v)
von c als die “Farben” der entsprechenden Ecken v vor.

Eine n-Farbung c von G heifle giiltig, wenn es keine Kante von G gibt,
deren zwei Endpunkte v und w die Gleichung c (v) = c(w) erfiillen. (Mit
anderen Worten: Eine n-Farbung von G heifst giiltig, wenn es keine Kante
gibt, deren zwei Endpunkte die gleiche Farbe haben.)

Sei x¢ (n) die Anzahl aller giiltigen n-Farbungen von G.

(a) Man zeige, dass
X6 (n) = 3 (=)l peomn(vt)

FCE

gilt, wobei conn (V, F) die Anzahl aller Zusammenhangskomponenten
des Graphen mit Eckenmenge V und Kantenmenge F bedeutet.

Hieraus folgt insbesondere, dass x () eine Polynomfunktion in 7 ist.
(Das entsprechende Polynom heifst das chromatische Polynom von G.)

(b) Man  bestimme  explizit xg(n), wenn G ein Pfad
@ 2)—38) m ) mit m Ecken ist.

(c) Allgemeiner bestimme man ¢ (n), wenn G ein Baum mit m Ecken ist.

(d) Man bestimme explizit x (1), wenn G ein Zykel mit m Ecken ist.

Aufgabe 40. Fiir jedes n € IN beweise man

n+1= i (—1)F (" . k)z“".

k=0

[Hinweis zu einer kombinatorischen Losung: Wie viele n-Tupel
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(ay,a2,...,a,) € {0,1}" gibt es, die fiir kein k € {1,2,...,n—1} der Be-
dingung “a; = 1 und a5 = 0” geniigen?]
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