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Karl Wilhelm Feuerbach, sein Kreis und die Dreiecksgeometrie
Darij Grinberg

Version 2, 2003 (letzte Anderung: 4. Oktober 2007)

81. Dreiecksgeometrie

Zu den anspruchsvolleren Kapiteln des Lehrplans fir das gymnasiale 8. Schéljdthdie
sogenannt®reiecksgeometrieDie Satze, dal sich die Winkelhalbierenden bzw. Mittelsenkrechten
bzw. Seitenhalbierenden bzw. Hohen eines Dreiecks in einem Punkt schneidenesnstein
mathematischen Satze in der Schule, deren Beweise nicht trivial (gelatfur einen Mathematiker)
sind. Danach ist fur die Schiler die Dreiecksgeometrie zu Ende; und in derifé¢ wan kaum mehr
erwarten in einem Lehrplan, wo der Umfangswinkelsatz bereits zum &kah Stoff zahlt.

Naturlich ist damit die Dreiecksgeometrie nicht zu Ende. Vielen Thitmern von
Mathematikolympiaden sind wahrscheinlich Aufgaben mit dreiecksgeaulém Inhalt begegnet;
einige wissen beispielsweise, dald die Héhen eines Dreiecks die Winkebtiestd3punktdreiecks
halbieren. In der Tat ist die Mathematikolympiade einer der wenigen ®@a@&reiecke noch heimisch
sind. Ansonsten ist dieser von Ceva, Euler und anderen begrtindete und im 19. Jahrhuhdsghnoc
populare Zweig der Mathematik heute fast ins Vergessen geraten.

Ein Grund dafur ist vielleicht der folgende: Mit der Ausnahme einiger ganz fusdgater Satze
und z. B. des Lemoinepunktes haben die meisten Ergebnisse der Dreiecksgekaietri
Anwendungen in der Mathematik und in der sonstigen Wissenschaft. Diesd&f&iber genauso von
der ganzen Unterhaltungsmathematik behaupten. Der tiefere Grund deks\tfaseometrie ist viel
eher der Mangel von geometrischer Erfahrung sogar bei professionellen Msitkexm. Dazu hat der
Bourbakismus einiges und die Bildungsmisere den Rest beigetragen.

Dreiecksgeometrie ist ein Teil einer allgemeineren Theorie, déh#rfen Euklidischen Geometrie”
("Advanced Euclidean Geometry”). Dies ist eine Fortsetzung der Schulgieiendie jedoch
ausschlief3lich von elementarer Mathematik Verwendung macht.

Wer sich fur Hohere Euklidische Geometrie interessiert, kann z. B. in ljsehlagen. Die
unlangst erschienenen "Wege zu geometrischen Satzen” von Haag [13] b=irdnath eine Menge von
Geometrie; das altere Blchlein [5] geht tief in die Dreiecksgeomieitniein, ist aber wegen der
chaotischen und teils schwer verstandlichen Darstellung mit Vorsichezie@en. Als Gegenbeispiel
erwahne ich schliel3lich das neue Buch [14]; hier wird die Dreiecksgeanigichstens gestreift (und
zwar an zwei Minimalproblemen), und Feuerbach wird genauso wie z. Ba @éwkeinem Wort
erwéahnt (und Darboux wird nur in einer Aufzahlung genannt).

Ich habe selber versucht, einige Beispiele fur dreiecksgeometrischehbagsin [15]
zusammenzutragen. Es gibt keinen Sinn, diese hier zu wiederholen; wiemvens hier mit den
Eigenschaften des Dreiecks auseinandersetzen, die mit der Forschung vivilKelin Feuerbach
verbunden sind.

§2. Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834)

Wir beginnen mit einem Abriss der Biographie des Geomd€ars Wilhelm Feuerbach
(1800-1834), eines Mitbegriinders der Dreiecksgeometrie. Genaueres dazu @hde{2] oder [12],
oder weniger ausfuhrlich in [19] und [20].

Geboren wurde Feuerbach in Jena am 30. Mai 1800 als Sohn des bekannten Strafiieabtler
Johann Anselm Feuerbach (1775-1833), Bruder des Philosophs Ludwig Feuerbach (1804-1872) und
Onkel des Malers Anselm Feuerbach (1829-1880). 1817 beginnt Karl Feuerbach das Studarm an
Universitat Erlangen, versucht sich an Mathematik, Physik und Ressnschaft. 1819 geht er nach
Ansbach, wo er Privatunterricht vom Gymnasiallehrer Karl H. |. Buzegyegg1771-1835) bekommit;
danach studiert er in Freiburg. Er promoviert im Februar 1822 mit einer Soharnfens Eigenschaften
einiger merkwurdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks, und mehrerer durchssimbgen Linien
und Figuren. Eine analytisch-trigonometrische Abhandluigir werden gleich auf diese Schrift
zuriickkommen.
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Ab 1823 unterrichtet Feuerbach am Gymnasium Fridericianum in Erlangerircejedoch 1824
aufgrund seiner friiheren politischen Aktivitat verhaftet. Er wird depvesinternimmt zwei
Selbstmordversuche, beschaftigt sich aber weiterhin leidenschatftiidiathematik; 1825 wird er
freigelassen und ab 1826 unterrichtet er am Gymnasium in der KleinstadEHodéginnt ein
Manuskript Uber Tetraedergeometrie, in dem er die unabhangig von Mobius das 8gstem
baryzentrischen Koordinaten entwickelt, ein Koordinatensystem, dal3itér s ungeheuer hilfreich
erweist, und zwar in der Tetraedergeometrie genauso wie in deren el@egenstick, der
Dreiecksgeometrie.

Die Geisteskrankheit setzt jedoch zu. 1830 muf3 er den Schuldienst verldssena einer
Schulklasse mit einem Schwert erscheint und droht, jedem den Kopf abzuschlageined@eleichung
nicht I6sen kann. Auch fir die Vollendung des Manuskripts Uber Tetraedergeomtiesesne Kraft
nicht mehr aus. Am 12. Marz 1834 stirbt Karl Wilhelm Feuerbach in Erlangen.

83. "Eigenschaften einiger merkwurdigen Punkte...”
Kommen wir jetzt zurtick zu Feuerbachs Schrift
"Eigenschaften einiger merkwirdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks, und evatuwech
sie bestimmten Linien und Figuren. Eine analytisch-trigonometrische Abharidlung

Da das Original schwer zugénglich war, wurde dieses Buch schon 1908 nachgedjicktganzt
um ein 6 Seiten langes Literaturverzeichnis. Offensichtlich muR3fBachs Blchlein ein gewaltiges
Echo in der Mathematikerwelt hervorgerufen haben. In der Tat war es eimesien umfassenden
Arbeiten aus der Dreiecksgeometrie.

Das Buch beginnt mit einer 14seitigen Vorrede von Karl Buzengeiger, inrddrez die Rolle der
Geometrie und der Mathematik allgemein philosophiert. Die Abhandlung setheisischs Abschnitte
unterteilt, jeder einzelne davon in mehrere (durchgehend numeriertey&arag.

Die Methode, mit der Feuerbach Geometrie treibt, ist "analytisgfomometrisch”. Das bedeutet,
dafR - im Unterschied zur synthetischen Methode - die Satze vor allem digohdmetrische Rechnung
bewiesen werden und nicht durch geometrische Uberlegungen a la Euklidliagegibt Feuerbach im
letzten der sechs Abschnitte die synthetischen (d. h. rein geometridggéber)se von 9 Ergebnissen,
die er vorher analytisch gezeigt hat.

Die meisten Ergebnisse von Feuerbach sind algebraische Relatiorssewverschiedenen
GroRRen und Langen eines Dreiecks. Es finden sich gelegentlich aberenmieigische Sachverhalte,
unter anderem die Satze von Feuerbach, die ich im folgenden vorstellen werde.

84. Der "kleine Satz von Feuerbach”

Wir kommen jetzt zu der Dreiecksgeometrie und damit zu den Ergebnissdreuambach, die
seiner Abhandlung tber das Dreieck am meisten zu ihrem Ruhm verholfen haben.

SeiABCein beliebiges Dreieck. Wir bezeichnen rit B' undC' die Mittelpunkte der SeiteBC,
CAbzw.AB, und mitH,, Hp undH. die FuBpunkte der voA, B bzw. C ausgehenden Hohen dieses
Dreiecks. In 856 seiner Abhandlung [1] zeigt Karl Feuerbach (Fig. 1):

Satz 1:Die PunkteA’, B', C', Ha, Hp undH¢ liegen auf einem Kreis.

In Worten: Die Seitenmitten und die HohenfulRpunkte eines Dreiecks liegeimauf &reis.
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A

Fig. 1

Zum Beweis dieses Satzes benutzt Feuerbach komplizierte Formeln findesé@ischen
gewissen merkwurdigen Dreieckspunkten. Wie wir heute wissen, geh¢lesiniacher: Mit
Umfangswinkelsatz, Stufenwinkelsatz und etwas Geschick ist man semn&liel; Beweise dieser Art
findet man in [2], S. 8-9, [4], Kapitel 1 §8, [5], Abschnitt IV.2, [8], Abschnitt 46 ode[15], §13. Alle
solchen Beweise sind im Grunde genommen identisch oder zueinander &hnlicblgerele
Herleitung von Satz st moglicherweise neu und hat den Vorteil, iberhaupt keine Rechnungen zu
bendtigen (nicht einmal Winkelrechnungen), und ist damit leicht zu merken.

Betrachten wir (Fig. 2) nur die Punkée B, C, A', B' undC'. Das DreieckdA’'B'C' heil3t
Mittendreieckdes Dreieck#\BC, die vier DreieckeAB'C’, BC'A', CA'B' undA'B'C’ sind alle

zueinander kongruent, ahnlich zum DreigdBC und haben jeweils die Seitenléng%n % und %

wobeia, b undc die Seitenlangen des DreieckBCsind. Ferner haben wi'C’ | BC, C'A' || CA
undA'B’ | ABnach dem Satz von der Mittelparallelen.
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A

A c Fig. 2

(Siehe Fig. 3.) Der Abstand von dem Purkzu der GeradeB’'C' ist halb so groR3 wie der Abstand
von A zu der GeradeBC. Betrachten wir aber den FuBpurtks der vonA ausgehenden Hohe des
DreiecksABC, dann ist die Gerad&H, orthogonal zu der GeraddtC, also auch orthogonal zu der
GeraderB'C’ (dennB'C' | BC); ferner ist der AbstanéH, gleich dem Abstand von dem Punkizur
GeraderBC, also doppelt so gro3 wie der Abstand vdaur Geradem8'C' (denn der Abstand von dem
PunktA zu der GeradeB'C' ist ja halb so groR wie der Abstand vérzu der GeradeBC).

Wir fassen zusammen: Die Gera#lil, ist orthogonal zu der Gerad®iC', und der Abstand\H,
ist doppelt so groRR wie der Abstand vArzur Gerade'C’. Somit ist der Punki, das Spiegelbild des
PunktesA an der GeradeB'C'.

Daraus folgt4A B'H,C' = AB'AC'. Doch ausC'A’ || CAundA'B' | ABwird C'A’ || AB' und
A'B' | C'A; also ist das ViereclB'A'C’ ein Parallelogramm. Dies liefet BPAC' = A B'A'C'. Somit
wird AB'H,C' = AB'AC' zu AB'H,C' = AB'A'C'. Nach dem Umfangswinkelsatz liegen also die
PunkteB’, C', Ha undA’ auf einem Kreis. Das heif3t, der Purkg liegt auf dem Umkreis des Dreiecks
A'B'C'. Analog liegen die Punktel, undH. auf dem Umkreis des DreieckeéB'C’; folglich liegen die
PunkteA’, B', C', Ha, Hp undH. auf einem Kreis, womit Satz 1 bewiesen ist.

Dieser Kreis durch die sechs Punike B, C', Ha, Hp undH. wird alsFeuerbachkreisles
DreiecksABCbezeichnet.
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Fig. 3
85. Der Feuerbachkreis als Neunpunktekreis

Karl Feuerbach war aber nicht der erste, der diesen Kreis fand. Bereitsdl8@ &jn Jahr vor der
Veroffentlichung von Feuerbachs Schrift [1], zeigten Charles-Juliear8hion und Jean Victor
Poncelet ein Resultat, in dem Satz 1 enthalten ist:

Satz 2:SeiH der Hohenschnittpunkt des DreieckBC, und seierD, E undF die Mittelpunkte der
StreckenmAH, BH bzw.CH. Dann liegen die neun Punkfe, B’, C', Ha, Hy, H¢, D, E undF auf
einem Kreis.

In Worten: Die Seitenmitten und die HohenfulRpunkte eines Dreiecks und diepditiee zwischen
den Dreiecksecken und dem Hohenschnittpunkt liegen auf einem Kreis. (SieHde)Fig.
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Fig. 4

Die PunkteD, E undF sind also drei neue Punkte auf dem Feuerbachkreis des Dréi&ksDies
ist der Grund, weshalb der Feuerbachkreis oftmaldlalsnpunktekreibezeichnet wird. Poncelet
interessiert sich fir den Feuerbachkreis als geometrischer Ort detpdinkte aller rechtwinkligen
Hyperbeln, die durch die Ecken des Dreie&&C gehen. Wir dagegen werden weiterhin
elementargeometrische Eigenschaften des Feuerbachkreises untersuchen.

Kommen wir aber zuerst zuBeweis von Satz Es sei angemerkt, dal3 Satz 2 ja eine Erweiterung
von Satz 1 darstellt; bei den meisten modernen Beweisen von Satz $at@@ mitbewiesen. Bei der
Herleitung von Satz 1, die ich in 84 gegeben habe, ist das aber nicht der keitlidgs ist dies kein
Problem, denn Satz 2 Iaf3t sich unschwer aus Satz 1 ableiten:

Betrachten wir die Punktd,, H, undHc. Diese Punkte hatten wir als HohenfuRpunkte des
DreiecksABCdefiniert; aber sie sind gleichzeitig die Hohenful3punkte des DreiBEKS denn die
Hohen dieses Dreiecks sifdH;, HH, undCH,. Nach Satz 1 liegen die Seitenmitten und die
Hohenful3punkte eines Dreiecks auf einem Kreis, d. h. die Seitenmitten einesk3rkegen auf dem
Kreis durch die drei HohenfulZpunkte. Wenden wir dies auf das Dréi&kan, dann erhalten wir, daf?
die MittelpunkteA’, B’ undC' der SeiterBC, CAbzw. AB auf dem Kreis durch die Punkt¢,, H, und
H. liegen. Wenden wir dies aber auf das Drei@&#C an, dann folgt, daR die Mittelpunkig F und A’
der SeiterBH, CH bzw.BC auf dem Kreis durch die Punki¢,, H, undH. liegen. Da ein Kreis durch
drei Punkte eindeutig festgelegt ist, fallen diese zwei Kreise zugsamumd wir erhalten, daf3 die
PunkteE undF auf dem Kreis durch die sechs Punie B, C', H,, Hp undH, liegen. Analog kénnen
wir zeigen, daR die PunkféeundD auf diesem Kreis liegen. Somit liegen alle neun PukteB’, C',

Ha, Hp, He, D, E undF auf einem Kreis, was zu beweisen war.

Ubrigens sind die SehneXiD, B'E und C'F Durchmesser des Feuerbachkreises, weil

AAHLD = 90°, AB'HpE = 90° undA C'HcF = 90° gilt.
86. Die Eulergerade

Die PunkteD, E undF werden gelegentlich alBulerpunktedes Dreieck®ABCbezeichnet. Die
DreieckeA'B'C’, HaHpH: und DEF heiRenMittendreieck HohenfuRpunktdreiedizw. Eulerdreieck
des DreieckABC. Der Feuerbachkreis dafABCgeht durch die Punktd’, B, C', Ha, Hy, H¢, D, E
undF und ist damit der Umkreis des Mittendreiecks, des Hohenful3punktdreiecks und des dieddsr
gleichzeitig.

Wo liegt eigentlich der Mittelpunkt des Feuerbachkreises und wie groflimsRselius? Um diese
Fragen zu beantworten, betrachten wir die SeitenhalbieredderBB’ und CC' des Dreieck#A\BCund
deren Schnittpunkt, den SchwerpuiBdes Dreiecks. Da der Schwerpunkt eines Dreiecks jede
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Seitenhalbierende im Verhaltnis 2 : 1 teilt, gN§: SA = BS: SB = CS: SC = 2. Das heil3t,

SA : AS=SB : BS= SC : CS= +. Also ist das Dreiecla’'B'C’ das Bild des Dreieck8BChbei der
zentrischen Streckung mit dem Zentr@und dem Fakto#%. (Wir verwenden hier und im folgenden
keine orientierten Strecken.)

Die Mittelsenkrechte der Strecl&C geht durch den Mittelpunkd’ von BC und ist orthogonal zu
BC, also auch ziB'C' (wegenB'C’ || BC). Also ist sie eine Hohe des Dreieck®B'C’. Analog sind die
beiden anderen Mittelsenkrechten des Dreie®dRE Hohen des Dreieck&'B'C'. Der Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten des DreieckBC, also der Umkreismittelpunki desAABC, ist also der
Hohenschnittpunkt des DreiecR&B'C’. Der Hohenschnittpunkt des DreieckBCist aberH. Die
zentrische Streckung mit dem Zentr@uond dem Fakto#% Uberfuhrt das DreiecRBCin das Dreieck
A'B'C’; also geht auch der Hohenschnittpukktles DreieckABCin den Hohenschnittpunkd des
DreiecksA'B'C’ tiber. Das heilt, die Punk®& H undU liegen auf einer Geraden, und es gilt
SU: HS= % alsoHS : SU = 2. Wir halten dies fest:

Satz 3:Der Hohenschnittpunkt, der Schwerpunk® und der Umkreismittelpunkil eines
DreiecksABCliegen auf einer Geraden, und es ¢i6 : SU = 2.

Die Gerade durch die Punkké SundU heil3tEulergeradedes Dreieck#\BC.

Auf etwas andere Weise wurde Satz 3 in [15], 812 nachgewiesen. Die Ealdegeurde 1765 von
Leonhard Euler (1707-1783) entdeckt; sie ist wohl eines der ersten Resultate dekBgeometrie, die
in der Neuzeit gefunden wurden. Feuerbach beweist Satz 3 in [1], 860.

Fig. 5

Sei jetztN der Mittelpunkt des Feuerbachkreises des Dreidd§, also der Umkreismittelpunkt
der DreieckeA'B'C’, HaHpH: undDEF. Bei der zentrischen Streckung mit dem Zentr@omd dem
Faktor-Z, die das DreieclBCin das DreieckA’'B'C’ uiberfiihrt, wird auch der Umkreismittelpunit
des DreieckABC auf den Umkreismittelpunktl des Dreieck#\'B'C' abgebildet. Das heilt, die Punkte
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S U undN liegen auf einer Geraden, und es §Nl: US = % alsoUS: SN= 2.

Da die Punkte&SundU auf der Eulergeraden des DreiedBCliegen, und die Punkt8, U undN
auf einer Geraden liegen, liegt also auch der Piwiuf der Eulergeraden des DreiedkBC. Aus
HS: SU=2undUS: SN= 2 folgtHS = 2. SUundUS = 2 - SN also
HS=2.SU=2.US=2-(2-SN) = 4.SN und damit

HN = HS—SN=4.SN-SN= 3. SN
NU = SN+ US= SN+2.SN=3.SN

Damit istHN = NU; folglich ist N der Mittelpunkt der StreckelU. Wir fassen zusammen:

Satz 4:Der MittelpunktN des Feuerbachkreises des Dreie8BC liegt auf der Eulergeraden des
AABCund ist der Mittelpunkt der StreckdU, wobeiH der Hohenschnittpunkt urid der
Umkreismittelpunkt deaABCsind. Ferner giluS : SN= 2.

Diesen Satz zeigt auch Feuerbach in [1], 854-55. Damit haben wir die Ladéitilelpunktes des
Feuerbachkreises bestimmt. Fur den Radius gilt:

Satz 5:Der Radius des Feuerbachkreises—%stwobeir der Umkreisradius des DreiecRBCist.

In Worten: Der Radius des Feuerbachkreises eines Dreiecks ist halb seigrd@ér Radius des
Umkreises.

Dies zeigt Feuerbach in 826 von [1] mithilfe von Trigonometrie. Viel eshiar geht es
folgendermaRen: Bei der zentrischen Streckung mit dem ZerSund dem Faktor L, die das
DreieckABCin das Dreieckd’'B'C' Uiberfiihrt, geht auch der Umkreis d@ABCin den Umkreis des
AA'B'C', also in den Feuerbachkreis de&BCiber. Der Radius wird dabei ufr 3 | = < gestreckt.
Da der Radius des Umkreises desBCgleichr ist, ist also der Radius des Feuerbachkreises gleich

1.r= % Damit ist Satz 5 bewiesen.

Fig. 6
Der Feuerbachkreis und seine elementaren Eigenschaften waren, wie eshgh gor Feuerbach,
namlich 1821, den franzdsischen Geometern Charles-Julien Brianchon undidearP@gncelet
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bekannt. Nachher wurden sie wiederentdeckt von Jakob Steiner (1833) und Olry Terquem (1842)
87. Der "groRe Satz von Feuerbach”

Wie wir eingesehen haben, war also Karl Wilhelm Feuerbach weder demEtstker des
Feuerbachkreises, noch wul3te er, daf’ die EulerpihkEeund F auf jenem liegen. Der Grund, warum
der Kreis trotzdem seinen Namen erhielt (in der deutschen Literatderienglischen wird meist vom
"nine-point circle”, also vom Neunpunktekreis gesprochen), ist ein eleg8ater den er in 857 seiner
Abhandlung [1] fast beilaufig erwahnt:

Satz 6:Der Feuerbachkreis eines DreiedBCberihrt stets den Inkreis und die drei Ankreise, und
zwar den Inkreis innerlich und die drei Ankreise auf3erlich. (Siehe Fig. 7.)

A

m
Y
A

B Ha Al

Fig. 7

Dieser Satz machte sowohl Feuerbach als auch seinen Kreis berihmt. Bgetzird oft Satz 6
Satz von Feuerbaaenannt, wobei gelegentlich auch Satz 1 oder sogar Satz 2 diesen Nam&merha
Um solche Zweideutigkeiten zu vermeiden, kdnnte man Satz Kleilsen Satz von Feuerbacimd Satz
6 alsgrof3en Satz von Feuerbabkzeichnen; in der Tat ist der Beweis von Satz 6 sehr kompliziert, was
den Titel "grol3” rechtfertigt.

Eine kleine Bemerkung noch. Die Zeichnung Fig. 7 wurde mithilfe des dynamischen
Geometrieprogramms "Euklid” hergestellt; solche Geometrieprograartaaben, sehr prazise
geometrische Figuren zu zeichnen und sie gegebenenfalls durch "Ziehemiigen Punkten zu
deformieren. Friiher hatte man diese Mdglichkeit nicht: geometrische Rigeaeen immer recht
ungenau. Wahrend man eine solche Ungenauigkeit bei einfachen Figuren kaum nmt BloGe
erkennen konnte, warf sie sich bei der Zeichnung zum grof3en Satz von Feuerbmehn@in [2], S.

11 oder [5], S. 38) oft sofort ins Auge: Entweder meidete der Feuerbachkreis ders loétezier schnitt
ihn! Einige Autoren muf3ten offenbar "mogeln”, um diese flagrante Unstgkeit von Theorie und
Zeichenpraxis zu vermeiden. Der Satz war einfach "too beautiful tdrdtes’, wie Paul Yiu in [10]
feststellt. Wie schon gesagt, haben wir heute dank Geometriesoftves@sdProblem nicht mehr.
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88. Beweis des Satzes
Zu sagen, der Beweis von Satz 6 lie3e sich nicht auf Anhieb finden, wéedJgitertreibung. Es ist
zwar eine Menge von Beweisen bekannt, jedoch ist unter ihnen keiner, den neamfaté bezeichnen
konnte. Feuerbach selber zeigte Satz 6 rechnerisch: Er bewies auf trigosohean Wege die
Gleichungen

wobeiO der InkreismittelpunktQ,, O, und O, die Ankreismittelpunktep der Inkreisradius unga, pp
und p. die Ankreisradien des DreieckdBCsind. Aus diesen Gleichungen folgt natirlich, daf der
Feuerbachkreis (mit Mittelpunid und Radius%) den Inkreis und die Ankreise (mit Mittelpunkté€d

Oa, Op undO¢ und Radierp, pa, pp bzw. pc) berlihrt. Dieser Beweis ist geradlinig, aber miihsam; wer
sich interessiert, findet eine seiner Varianten in [5], S. 39-43.

Heute zieht man meist die Inversion am Kreis zum Beweis von Satz 6;eetie z. B. [4], Kapitel
5 86, [7], Abschnitt 6.2 oder [8], Abschnitt 61.

Ganz elementare Beweise sind eher die Seltenheit; einen sehr gaistréndet man in [3]. Der
Standardbeweis wurde in [5], S. 37-39 vorgestellt; dort ist allerdings dist€lamg recht verworren.

Ich gebe hier den Beweis wieder:

Wir beginnen mit zwei elementaren Hilfssatzen. Der erste wind &imkehrung des Sekantensatzes
sein, die in der Hoheren Euklidischen Geometrie oft verwendet wird. Wirdbemen diese Umkehrung
mitsamt dem Sekantensatz selber:

Satz 7, der Sekantensatz mit UmkehrungSeienAB undCD zwei Geraden, die sich in einem
PunktP schneiden, und zwar sei angenommen, dal3 der FRuaut den Verlangerungen der Strecken
ABundCD liegt. Genau dann liegen die Puni&eB, C undD auf einem Kreis, wenn
PA.PB = PC- PD gilt. (Siehe Fig. 8.)

Fig. 8

Beweis:Wir orientieren uns im folgenden an Fig. 9; fir andere Punkteanordnungen verlauft der
Beweis analog.

Teil 1: Liegen die Punktd, B, C undD auf einem Kreis, dann ist BCD = A BAD, also
A BCP = A DAP. Ferner ist offensichtliclk BPC = A DPA. Also sind die DreieckBCPundDAP
ahnlich, und es gilPB : PC = PD : PA, alsoPA-PB = PC.PD.

Teil 2: Gilt PA- PB = PC- PD, dannistPB : PC = PD : PA. Ferner ist offensichtlich
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A BPC= ADPA. Also sind die DreieckBCP undDAP &hnlich, und es folgk. BCP = A DAP, d. h.
A BCD = ABAD. Somit liegen die Punkta, B, C undD auf einem Kreis.

Also liegen die Punkté, B, C undD genau dann auf einem Kreis, weRA - PB = PC - PD gilt.
Hiermit ist Satz 7 bewiesen.

Fig. 9

Der nachste Hilfssatz wird sein:

Satz 8:SeiP ein gemeinsamer Punkt zweier Krelsandk'. Eine beliebige GeradgdurchP
schneide die Kreisk undk’ auBer im PunkP noch in den Punkte® bzw.Q'. Sind die Tangenten an
die Kreisek undk’ in den Punkter® bzw. Q' parallel, dann berihren sich die Kreisandk’ in P.
(Siehe Fig. 10.)

Beweis:Im folgenden orientieren wir uns an Fig. 10. Sef@bzw. O’ die Mittelpunkte und bzw.r’
die Radien der Kreisk undk’. Dann istOP = OQ = r undO'P = O'Q’ = r’; die DreieckePOQund
PO'Q’ sind somit gleichschenklig, und es gltOPQ = A OQPund A O'PQ = AO'Q'P. Die
Tangenten an die Kreideundk’ in den Punkter® bzw. Q' sind orthogonal zu den Beriihrradi®®
bzw.O'Q’; da die zwei Tangenten zueinander parallel sind, sind also auch die Berliihi@@iend
O'Q’ zueinander parallel, und nach dem Stufenwinkelsatzgl Q'P = A OQP. Mit
AOPQ= AOQPund AO'PQ = AO'Q'Pwird dies zuA O'PQ = AOPQ also
AO'PQ= AOPQ Also liegen die Punkt®’, O undP auf einer Geraden, d. h. der Purikliegt auf
der Zentralen der Kreideundk'; da abeiP ein gemeinsamer Punkt der Kreisandk’ ist, miissen sich
folglich die zwei Kreise berlhren, und zwar berihren sie sidh iDamit ist Satz 8 bewiesen.
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Fig. 10

Jetzt konnen wir mit dem eigentlich&@eweis von Satz &fangen: Neben den Seitenmiti&n B’
undC' und den HohenfuRpunktét,, Hp, undH. zeichnen wir im DreieclABCnoch den Punkx, in
dem der Inkreis des Dreiecks die Se&€ beruhrt. Die Winkelhalbierende des Wink€#B schneide
die SeiteBCin X' und den Umkreis des DreiecR8CauferA noch in einem Punkd”. Der
Inkreismittelpunkt deaABCseiO (Fig. 11).

Da der PunkA” auf der Winkelhalbierenden des Winké&#Bliegt, gilt A CAA’ = A BAA'.
Gleiche Umfangswinkel in einem Kreis gehéren zu gleichen Sehnen;salSdi = BA". Folglich liegt
der PunktA” auf der Mittelsenkrechten der StrecR€. (Der PunktA” ist also der Mittelpunkt des
BogensBC auf dem Umkreis.) Nun haben wit A"BC = A A" AC (Umfangswinkel), also

AA'"BO= AA'BC+ ACBO= AA'AC+ ACBO= %+g, und
AA'"OB= AOAB+ AOBA (AuRenwinkelsatz im DreieckOB)
_a, B
“2t7

Also ist AA"BO = A A"OB, und das DreiecBA’Q ist gleichschenklig, d. h. wir bekommen
A'B=A"0O.
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Fig. 11
Wegen

AA'BX = AA'BC= AA'AC (Umfangswinkel)
= AA'"AB (Winkelhalbierende)

und ABA'X' = A AA'B sind die Dreiecké\"BX undA”AB zueinander ahnlich, und es folgt
A'X  A'B=A'B: A’A alsoA’X' - A"A = A’B2. Mit A"B = A"O ergibt sich daraufhin
A//x/ . A//A — A”OZ.

Die GeraderAH,, OXundA"A’ stehen alle senkrecht aBC (die GeradeA”A’ steht senkrecht auf
BC, weil A" auf der Mittelsenkrechten der StredR€ liegt); also sind sie zueinander parallel, und nach
dem Strahlensatz gilt

AX _ AHa _ AX

A//X/ - AHA - A//O :
DaheristA'’X' = k- A"X', AHy = k- A’AundA'X = k - A"O fiir ein gewisses reellds Aber aus
A'X « A'A = A"O2 folgt k2 - (A"X' « A'A) = k2 - A"02, also(k - A"X') « (k- A"A) = (k+ A"0)?, und
A'X « A'H, = A'X2,

(Siehe Fig. 12.) Bekanntlich sind die zwei von einem Punkt an einen Kreistgal&égngenten
zueinander symmetrisch beziiglich des Kreisdurchmessers durch diesenAamkind die Tangenten
von X' an den Inkreis des Dreiecké8C zueinander symmetrisch beziiglich der Geradén Eine von
diesen zwei Tangenten ist die Gerd&I€, die andere ist somit das Spiegelbild der GeraB€ran der
GeraderX'O. Diese zweite Tangente bertihre den InkreiQirDie GeradeA'Q schneide den Inkreis
auBerQ noch in einem zweiten Punkt Dann giltA'Q - A'L = A’X? nach dem Sekantentangentensatz.
Andererseits haben wiX'X' « A'Hy = A'X?, alsoA'Q - A'L = A'X' - A'H,. Nach Satz 7 liegen also die
PunkteQ, L, X' undH, auf einem Kreis; im SehnenvieredHaX' ist somit
A QLH, = 180°— A QX'Ha, d. h. AA'LH, = 180°— A QX'Ha.
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Da die Gerad&'Q (also die zweite Tangente vofi an den Inkreis) das Spiegelbild der Geraden
BC an der GeradeK O ist, haben wirA OX'Q = A OX'X, und damit

AALHa = 180°— A QX'Ha = 180°— (A 0XQ+ A OXX) = 180°— 2 - A OX'X
— 180°~ 2. (AX'AC+ A X'CA) (AuRenwinkelsatz imAAX C)
— 180°-2- (%w) = 180°~a—2y = (a+B+y)—a-2y = f—7.

Die Tangente an den Feuerbachkreifischneide die GeradeAin R. Als
Sehnentangentenwinkel ist danrB'A’'R gleich dem Umfangswinkeh B'C'A’, also gleich
A BCA= y, weil die Dreiecke]ABCundA'B'C’ ahnlich sind. Andererseits istB' | ABund damit
nach dem Stufenwinkelsatz B'A'C = A ABC = B. Daraus folgt
ARAC = AB'AC- AB'AR= B-y = AALH,. DochARAC st der Sehnentangentenwinkel der
SehneA’'H, im Feuerbachkreis des DreieckBC, also istA RAC = A A'C'H,. Und damit wird
AAC'H, = AA'LH,. Folglich liegt der Punkt auf dem Kreis durch die Punkg, C' undH,, d. h.
auf dem Feuerbachkreis des Dreie&&C.

Wir hatten gezeigt, daR 186°A QX'H, = B—yist. D. h., es istA QX'C = B —y. Andererseits
haben wirA RAC = 8 —y. SomitistA QX' C = ARAC, also nach dem Stufenwinkels&@X' | RA.

Nun haben wir den Punkt, der auf dem Inkreis und auf dem Feuerbachkreis des DrefBks
liegt; die PunkteQ undA'’ liegen auf einer Geraden niit wobeiQ auf dem Inkreis und\' auf dem
Feuerbachkreis liegt. Ferner sind die Tangenten an den Inkreis und an debdeblegis in den
PunktenQ bzw. A’ parallel (denrfQX || RA). Nach Satz 8 bertihren sich also der Inkreis und der
Feuerbachkreis in dem Purlkt und zwar berthren sie sich innerlich, was aus der Anordnung der
Punkte folgt.
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Fig. 12

Es bleibt uns noch zu zeigen, dal sich jeder Ankreis und der Feuerbachkreisciufianilihren;
doch dies bedeutet im Wesentlichen nur eine Wiederholung der obigen Uberlegungenh dedke,
auf eine solche Wiederholung verzichten zu kdnnen. Somit ist Satz 6 bewiesen.

89. Merkwiirdige Punkte

Dreiecksgeometrie war schon immer verbunden mit merkwuirdigen PunkterDeigiesks. Die
Anzahl solcher Punkte nahm in den letzten Jahren so rasch zu, dal3 es nétig veuadé&disten. Die
bekannteste Liste von merkwirdigen Punkten ist die 1999 entstandene und seitdert abén2000
Punkte angewachsene "Enzyklopadie der Dreieckszentren” von Clark Kimbd@ingXabei werden
dort nur "Dreieckszentren” aufgefuhrt, d. h. die Punkte, die invariant sind untéadsahung der
Ecken; eine strenge Definition eines "Dreieckszentrums” wird in [@jedeen. Die ersten vier von
Kimberlings Dreieckszentren sind die aus der Schule bekannten (Inkreiponitké, Schwerpunkt,
Umkreismittelpunkt und Hohenschnittpunkt); das flinfte ist - der Mittelpunkt des Fe Uniegses!
Daran laf3t sich erkennen, welche Bedeutung dem Feuerbachkreis in dekBgemetrie zukommit.
Hier sind einige Dreieckszentren mit ihren Nummern in [6]:

Nr. | Bedeutung Nr. | Bedeutung

X1 | Inkreismittelpunkt X22 | Exeterpunkt

X2 | Schwerpunkt X0 | Umkreismittelpunkt des Dreiecks
X3 | Umkreismittelpunkt aus den Ankreismittelpunkten
X4 | H6henschnittpunkt Xs4 | Kosnitapunkt

Xs | Mittelpunkt des Feuerbachkreises Xes | Prasolovpunkt

Xs | Lemoinepunkt X110 | Eulerspiegelpunkt

X7 | Gergonnepunkt X256 | erster Sharyginpunkt

Xs | Nagelpunkt X355 | Mittelpunkt des Fuhrmannkreises
Xo | Mittenpunkt Xage | Mittelpunkt des Taylorkreises
Xi10 | Spiekerpunkt X399 | Parryspiegelpunkt

X11 | Feuerbach(berthr)punkt Xags | (erster) Vectenpunkt

Xi3 | (erster) Fermatpunkt Xi1127 | erster de-Villierspunkt

Xis | (erster) isodynamischer Punkt X1153 | Mittelpunkt des Lamoenkreises
Xi17 | (erster) Napoleonpunkt Xi1s5 | Schréderpunkt

X21 | Schifflerpunkt X337 | (erster) Wernaupunkt

Uber die Bedeutungen dieser Punkte kann man in [6] nachlesen. Ansonsten habenteie meis
Dreieckszentren in [6] keine geometrische Bedeutung und werden nur durchlineatgn
Koordinaten definiert.

Wie schon gesagt, gibt auch der Feuerbachkreis neue Méglichkeiten, merksvBrdigte zu
definieren. Einerseits haben wir den Mittelpuiktles Feuerbachkreises, andererseits den BerlUhrpunkt
L des Feuerbachkreises mit dem Inkreis; auch die Berthrpluakie, undL. des Feuerbachkreises mit
den Ankreisen sind von Interesse. Die PuriktendL streiten sich um den Namen "Feuerbachpunkt”:
Wahrend in Deutschland 6fteksals "Feuerbachpunkt” desABCbezeichnet wird, heil3t in [d]
"Feuerbach point” desABC. Um Verwechslungen zu vermeiden, bezeichne ich den MittelpNmds
Feuerbachkreises dfeuerbachmittelpunkind den Berthrpunkdt des Feuerbachkreises mit dem
Inkreis alsFeuerbachberiihrpunkies Dreieck#ABC. Die PunkteN undL sind Xs bzw. X;; in Clark
Kimberlings Liste [6]. Die Bertihrpunkte,, L, undL. des Feuerbachkreises mit den Ankreisen kénnen
auRere Feuerbachberihrpunides Dreieck#ABCgenannt werden.

810. Weitere Eigenschaften des Feuerbachberihrpunktes
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Mit Satz 6 endet die Theorie des Feuerbachkreises nicht, vielmehr beginnirsteedst. Im
folgenden werde ich meist ohne Beweis mehrere Eigenschaften des Feuerbaehpardtellen.

Fur den Bertuhrpunkt des Feuerbachkreises des DreieSBC mit dem Inkreis und fur die
MittelpunkteA’, B’ undC' der SeiterBC, CAbzw. AB gilt:

Satz 9:Eine der StreckehA’, LB’ undLC' ist stets gleich der Summe der beiden anderen.

Das heilt: Es gilt immer eine der drei Gleichungexi = LB' + LC', LB’ = LC' + LA’ oder
LC' = LA' + LB'. (Siehe Fig. 13, wo derjenige Fall dargestellt ist, in deth = LB’ + LC' gilt.)

A

B

Ha A C
Fig. 13
Dieser Satz ist anscheinend schon Uiber langere Zeit bekannt; ich kenne sapemynicht.

Einen anderen bemerkenswerten Sachverhalt zeigte schon FeuerbacB%8{1],

Satz 10:Sind O der Inkreismittelpunkt un@®,, Op und O, die Ankreismittelpunkte eines Dreiecks
ABC, undN der Mittelpunkt des Feuerbachkreises, dann gilt

NO + NO; + NOp + NO, = ér,

wobeir der Umkreisradius des DreiecR8Cist. (Siehe Fig. 14.)

Zum Beweiddieses Satzes betrachten wir die Purkté,, Lp undLc, in denen der Feuerbachkreis
den Inkreis und die drei Ankreise da&BCberuhrt. Seiem der Inkreisradius ung,, pp undp. die
Ankreisradien des Dreiec¥sBC, der Radius des Feuerbachkreises—%st Damit gilt

NO=NL-OL= L —p:

2
NO, = NLg + O,L, = % + pa;
NOy = NLp, + OpLp = % + pb;

NOC = NLC + OcLC = % +pc
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Addition ergibt

- (X _ xr r r
NO+ NO; + NOp + NO; = (2 p>+<2 +pa>+(2 +pb>+<2 +pc>
= 2r+(pa+t po+pc—p).
Nach dem Satp, + p» + pc — p = 4r (siehe [1], 85 oder [5], S. 33, Aufgabe 16¢) wird daraus
NO+ NOz + NOp + NO¢ = 2r + 4r = 6r,

was zu beweisen war.

20,

\
\
'

0,
Fig. 14

Der Feuerbachberthrpunktiegt auf vielen interessanten Geraden und Kreisen; im folgenden
werden wir einige von ihnen erwahnen. Die ersten drei Geraden duwedmalten wir aus dem folgenden
Satz:

Satz 11:Der Inkreis des Dreieck&BCberuhre die SeiteBC, CAundABin den PunkterX, Y
bzw.Z. SindO der Inkreismittelpunkt untl der Umkreismittelpunkt des Dreieck&BC, dann gehen
die Spiegelbilder der Gerad@l an den Gerade¥Z ZXbzw. XY durch den Punkt. (Siehe Fig. 15.)

Dieses Resultat wurde von Wolfgang Kroll in [3], S. 254 ohne Beweis mitigetei



Darij Grinberg:Karl Wilhelm Feuerbach, sein Kreis... Seite 18 von 28

Fig. 15

Ein Satz von Michel Garitte zeigt uns drei Kreise, die durtaiehen:

Satz 12:SeienAn, B undCr, die Mittelpunkte der StreckeAO, BO bzw.CO. Der
Feuerbachberthrpunktdes Dreieck#ABCliegt auf den Thaleskreisen tber den StrecKég, YBn
undZC,. (Siehe Fig. 16.)

BemerkungDie PunkteAn,, Bn, undCp, sind gleichzeitig die Umkreismittelpunkte der Dreiecke
OYZ OZXbzw.OXY.
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)\)

Und damit gleich zu drei weiteren Kreisen dulchdie bereits 1886 Johann Dottl bekannt waren
(allerdings nur in der entsprechenden Variante mit den Ankreisen statt deemslnkiehe [17],
Abschnitt 68):

Satz 13:Fir den InkreismittelpunkD des Dreieck®\BCgilt: Die Feuerbachkreise der Dreiecke
BOC, COAundAOBgehen durch den Feuerbachberihrpunéies Dreieck®\BC. (Siehe Fig. 17.)

Das heil3t, der Feuerbachberihrpubnkiegt auf den Feuerbachkreisen der DreieflgC, BOC,
COAundAOB. Dies kann teilweise verallgemeinert werden: Fir vier beliebige RukB, C undD
haben die Feuerbachkreise der DreiedB£, BCD, CDA undDAB einen gemeinsamen Punkt. (Siehe
[13], Satz 4.1.6.)

A
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A

Fig. 17

Zwei ganzlich Uberraschende Kreise dutcéntdeckten Lev Emelyanov und Tatiana Emelyanova
([11]):

Satz 14:Der Kreis durch die Punkte, in denen die Winkelhalbierenden des Drefdt€slie
jeweils gegenuberliegenden Seiten schneiden, geht durch den Feuerbachberithr(fiekte Fig. 18.)

Satz 15:Der Kreis durch die Punkte, in denen die Ankreise des Dreigd8Sdie entsprechenden
Seiten berthren, geht durch den Feuerbachberihrpur{iehe Fig. 19.)

Es sei angemerkt, dal diese zwei Kreise zwar durgbhen, aber im Allgemeinen weder den
Inkreis noch den Feuerbachkreis berthren.
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Fig. 18
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Fig. 19

Zu allen diesen Satzen tber den Punkiehéren analoge Resultate Uber jeden der drei Puinkte
Lp undL.. Wirklich neue Ergebnisse kénnen wir aber finden, wenn wir die vier Punkte, L, und
L. gemeinsanbetrachten.

811. Das DreieckszentrunXi»

Wir zeigen erstmals:

Satz 16:Die GeraderL,, BL, undCL. schneiden sich in einem Purlkt, und zwar liegt dieser
Punkt auf der Gerade@N, wobeiO der Inkreismittelpunkt undl der Mittelpunkt des Feuerbachkreises
desAABCist. Die Punktel undL' teilen die Streck®©N harmonisch. (Siehe Fig. 20.)
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La

Fig. 20

Der PunktL' ist ein merkwirdiger Punkt des DreieckBC, der keinen eingebtirgerten Namen hat.
In Clark Kimberlings Liste [6] ist er das Dreieckszentriip.

Zum Beweisvon Satz 16 werden wir den Zweiten Satz von Monge verwenden. Die Séatze von
Monge (siehe etwa [8], Abschnitt 42, Aufgabe 17a) lauten: Sgiepundr drei Kreise. Seien fernd?
undP' das innere bzw. 4uRere Ahnlichkeitszentrum der Krgisedr; seienQ undQ’ das innere bzw.
das auRere Ahnlichkeitszentrum der Kraisedp; seienRundR’ das innere bzw. das 4uRere
Ahnlichkeitszentrum der Kreiseundg.

Der Erste Satz von Mongebesagt dann: Die Punki, Q' undR' liegen auf einer Geraden. Das
heifRt, die paarweisen auBeren Ahnlichkeitszentren dreier Kreismliggts auf einer Geraden.

Der Zweite Satz von Mongebesagt: Die PunktB’, Q undR liegen auf einer Geraden; die Punkte
P, Q" undRliegen auf einer Geraden; die PunkeQ undR' liegen auf einer Geraden. Das heil3t, zwei
paarweise innere Ahnlichkeitszentren dreier Kreise und das daulRere Ahriszekeium des
verbliebenen Paars liegen auf einer Geraden. (Siehe Fig. 21.)
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Fig. 21

Betrachten wir nun Satz 16. Es ist zu beweisen, daf3 sich die GefddeBL, undCL. in einem
PunktL’' schneiden, der auf der Gerad®hl liegt und zusammen mit die StreckeON harmonisch teilt.
Es wird uns viel einfacher fallen, wenn wir diesen Satz "rlickwarts”disgn, indem wir erstmals einen
PunktL' als inneres Ahnlichkeitszentrum des Inkreises und des Feuerbachkreises elefiniet dann
versuchen nachzuweisen, daR dieser Puh&uf der Gerade®N liegt und zusammen mit die
StreckeON harmonisch teilt, und daf schlieRlich die Geradég, BL, undCL. durchL’ gehen.

Der PunktL ist das AuRRere Ahnlichkeitszentrum des Inkreises und des Feuerbachkreiksighwei
die zwei Kreise dort innerlich bertihren. Der Pubkist aber deren inneres Ahnlichkeitszentrum. Da
die zwei Ahnlichkeitszentren zweier Kreise die Strecke zwischen deiskittelpunkten harmonisch
teilen, teilen also die PunkteundL’ die StreckéODN harmonisch, womit bereits ein Teil des
Geforderten bewiesen ist.

Jetzt sehen wir uns die Konfiguration an, in der die Ankreis€ Aund AB weggelassen sind, und
nur der Inkreis, der Ankreis aBC und der Feuerbachkreis zu sehen sind.

Das innere Ahnlichkeitszentrum des Inkreises und des Feuerbachkreises ist

Das innere Ahnlichkeitszentrum des AnkreiseB&hund des Feuerbachkreiseslist weil sich die
zwei Kreise dort au3erlich beriihren.

Das auRRere Ahnlichkeitszentrum des Inkreises und des Ankrei®S mhA, weil die beiden
auReren gemeinsamen Tangenten der zwei Kreise die Getademd AB sind und sich imA schneiden.

Doch nach dem Zweiten Satz von Monge liegen zwei paarweise innere Ahntazekdren und das
dritte auRere Ahnlichkeitszentrum auf einer Geraden; somit liegen die Punktg undA auf einer
Geraden, d. h. der Punkt liegt auf der GeradeAL,. Genauso sehen wir ein, daRauf den Geraden
BL, undCL. liegt. Damit ist Satz 16 vollstandig nachgewiesen.

812. Ein Kreis durch zwei Feuerbachberihrpunkte
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Lev Emelyanov und Tatiana Emelyanova, deren Resultate tiber den Feuert®ahkrechon in
810 begegnet sind, stellten in [18], Aufgabe 13 die folgende Eigenschaft debBebbertihrpunkte
dem Leser zum Beweis (Fig. 22):

Satz 17:Der Inkreis des Dreieck8BCund der Ankreis aBC berihren die SeitBCin den
PunktenX bzw. X, und den Feuerbachkreis in den Punkidoew. L,. Dann liegen die Punktg, X, L
undL, auf einem Kreis.

A

Oa

Fig. 22

Beim Beweiddieser Eigenschaft werden wir merkbar von der Arbeit profitieren, dienng8 zum
Beweis des Satzes 6 aufgebracht hatten. Anstatt alle Punkte neu zurdefitileernehmen wir auch die
Bezeichnungen aus 88, Fig. 11. Der Puaktbekommt jetzt eine interessante Nebenbedeutung: Wie
wir in 88 gezeigt haben, da®'B = A"Oist, kdnnen wir auciA"C = A”O einsehen; also ist
A'B = A"O = A"C, und der Punkf" ist der Umkreismittelpunkt des DreiecBOC. Doch da die
Innen- und die AuRenwinkelhalbierende eines Winkels aufeinander senkrecht stéhe@, giBO,
undCO 1 CO,, deshalbA OBO, = 90° undA OCO, = 90°. Das heifl3t, die Punki&undC liegen auf
dem Thaleskreis tUber der Stred®©,. Der UmkreismittelpunkA” des Dreieck80OCist also der
Mittelpunkt dieses Thaleskreises, d. h. der Mittelpunkt der StréxRe
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A

Fig. 23

Wir zeigen als Hilfssatz (Fig. 23):

Satz 18:Der SchnittpunkiX' der Winkelhalbierenden des WinkelsAB mit der GeradeBC liegt
auf der GeradehL .

Beweis:Der PunktX’ liegt auf der GeradeBC, also auf einer der zwei inneren gemeinsamen
Tangenten des Inkreises und des AnkreiseB@nFerner liegX' auf der Winkelhalbierenden des
WinkelsCAB, also auf der Zentralen dieser Kreise. AlsoXétlas innere Ahnlichkeitszentrum des
Inkreises und des Ankreises BR.

Der PunktL, ist das innere Ahnlichkeitszentrum des Ankreise®@und des Feuerbachkreises,
und der Punkt ist das auRRere Ahnlichkeitszentrum des Inkreises und des Feuerbachkreises.

Nach dem Zweiten Satz von Monge liegen zwei paarweise innere Ahnlishkairen und das dritte
auRere Ahnlichkeitszentrum auf einer Geraden; deshalb liegen die P(nkteundL auf einer
Geraden, d. h. der Punkt liegt auf der GeradehL,, was zu beweisen war.
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Fig. 24

Jetzt arbeiten wir an Fig. 24. Da die PunkieA”, B undC auf einem Kreis liegen (deni’ liegt ja
auf dem Umkreis deAABQ), gilt nach dem SehnensaxZA - X'A” = X'B - X'C. Da andererseits die
PunkteB, C, OundO, auf einem Kreis liegen (dem Thaleskreis Uber der Str€aRe), gilt aus
demselben Grund'B - X'C = X'O - X'O,. Damit wirdX'A - X'A” = X'O - X'O,, also

XA _ XOa
X0 XA

Wenn wir aber bedenken, daR die Geradéh, OX, A"A’ undO,X, zueinander parallel sind (da sie
alle aufBC senkrecht stehen), und den Strahlensatz anwenden, haben wir

XA _ XHa q X0 _ XXa.
X0 ~ XX un XA~ XA
aus der Gleichung oben wird also
X'Ha _ X'Xa
X'X XA

undX'Ha - X'A" = X'X - X'X,. Da andererseits die Punkth, A’, L undL, auf einem Kreis liegen
(dem Feuerbachkreis), gilt nach dem Sehnensatz - XA’ = X'L - X'L,. (Wobei wir natirlich das
Hilfsresultat benutzen, da aufLL, liegt.) Somit haben wik'X « X'X, = X'L - X'L,. Jetzt kbnnen
wir genau so, wie wir mit Satz 7 eine Umkehrung des Sekantensatzes desaégt, auch eine
Umkehrung des Sehnensatzes herleiten; und aus dieser Umkehrung erhalten die, RPiafkteX, X,,
L undL, auf einem Kreis liegen. Damit ist Satz 17 bewiesen.

Selbstverstandlich kénnen der Feuerbachkreis und der Feuerbachberihrpunkt veradgem
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werden; siehe [13], Satz 3.2.11 zum Feuerbachkreis und [16] zum Feuerbachberthrpunkt. Wir kdnnen
uns hier nicht mit allen diesen Resultaten befassen.
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