Zum Satz von Brianchon ~ Darij Grinberg

Fig. 1
Im folgenden werden wir den Schnittpunkt zweier Geraden g und h kurz mit g N h
bezeichnen.



Fig. 2

Der beriihmte Satz von Pascal lautet:

Satz 1, der Satz von Pascal: Seien A, B, C, D, E und F sechs Punkte auf
einem Kreis k. Seien ferner X = ABNDE, Y = BCNEF und Z = CD N FA. Dann
liegen die Punkte X, Y und Z auf einer Geraden.

Auf Fig. 1 und Fig. 2 sind zwei mogliche Anordnungen der Punkte A, B, C, D, E
und F' dargestellt. Die Punkte konnen natiirlich auch anders angeordnet sein. Satz 1
gilt unabhéngig davon, in welcher Reihenfolge die Punkte A, B, C, D, E und F auf der
Kreisperipherie liegen; es konnen sogar zwei oder mehrere von den Punkten A, B, C,
D, FE und F zusammenfallen, wobei aber zu beachten ist, daff wenn zwei "benachbarte
Punkte" zusammenfallen, also beispielsweise die Punkte A und B, dann die Gerade
AB nicht einfach als eine beliebige Gerade durch den Punkt A = B zu verstehen ist,
sondern als die Tangente an den Kreis k£ in dem Punkt A = B. Diesen Fall zeigt Fig.
3.
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Fig. 3

Man findet Satz 1 mit Beweis in [1], Kapitel 3, §8, Satz 3.81; [2], Aufgabe 129; [3],
Aufgabe 149; [4], problem 6.92; [5], chapter XV.1; [6], Aufgabe 34.

Der Satz von Brianchon in der Form, in der er am besten bekannt ist, lautet:

Satz 2, der Satz von Brianchon in der speziellen Form: Sei A'B'C'D'E'F’
ein Sechseck, das einen Inkreis hat. Das heifit, es gibt einen Kreis k, der die Seiten
A'B', B'C', C'D', D'E', E'F’ und F'A’ (die Seiten in ihrem Inneren, nicht ihre Ver-
langerungen) beriihrt. Dann schneiden sich die Geraden A’D’, B'E’ und C'F” in einem
Punkt. (Siehe Fig. 4.)

In dieser Form ist der Satz von Brianchon in [1], Kapitel 3, §9, Satz 3.91; [2],
Aufgabe 130; [3], Aufgabe 150 anzufinden.



Diesem Satz stellen wir den folgenden Satz gegeniiber:



Fig. 5



Fig. 6

Satz 3, der Satz von Brianchon in der allgemeinen Form: Seien a, b, ¢, d,
e und f sechs Tangenten an einen Kreis k. Sei ferner A’ =anb, B’ =bN¢, C' =cNd,
D' =dne, ' =en fund F' = f Na. Dann schneiden sich die Geraden A’D’, B'E’
und C'F” in einem Punkt.

Dabei kénnen die Punkte, in denen die Tangenten a, b, ¢, d, e und f den Kreis k
beriihren, auf der Kreisperipherie beliebig angeordnet sein. Fig. 5 und Fig. 6 zeigen
zwei mogliche Anordungsfille. Es kénnen sogar einige der Tangenten a, b, ¢, d, e und f
zusammenfallen; dann ist aber zu beachten, dafl wenn zwei "benachbarte" Tangenten
zusammenfallen, also beispielsweise die Tangenten a und b, dann der Schnittpunkt
A" = a N b nicht als ein willkiirlicher Punkt auf der Geraden a = b zu verstehen ist,
sondern als der Punkt, in dem die Tangente a = b den Kreis k beriihrt. Die Zeichnung
Fig. 7 illustriert diesen Fall.



Fig. 7

Der Satz 2 ist ein Spezialfall des Satzes 3 (denn in der Konfiguration von Satz 2
mufl man nur die Geraden A’'B’, B'C’, C'D’', D'E’, E'F" und F'A’, die ja den Kreis
k beriihren, als Tangenten a, b, ¢, d, e bzw. f nehmen, und schon ist klar, daf die
Behauptung von Satz 2 aus Satz 3 folgt). Andererseits gibt es aber auch Fille, auf die
Satz 3 anwendbar ist, Satz 2 aber nicht: In der Konfiguration von Fig. 6 beispielsweise
folgt aus Satz 3, dafl die Geraden A’D’, B'E’ und C"F" sich in einem Punkt schneiden,
wihrend man den Satz 2 auf diese Konfiguration iiberhaupt nicht anwenden kann, weil
der Kreis k nicht die Seiten A’B’, B'C’, C'D’, D'E’, E'F’" und F’'A’ beriihrt, sondern
nur ihre Verldngerungen (bis auf die Seiten B'C”" und E'F’, die der Kreis &k im Inneren
beriihrt). Damit sehen wir, dafl Satz 3 eine Verallgemeinerung von Satz 2 ist. Deshalb
bezeichnet man Satz 3 auch als Satz von Brianchon in der allgemeinen Form.
Wir werden zeigen, da§ der Satz von Brianchon in dieser allgemeinen Form (Satz 3)
oftmals besser geeignet fiir geometrische Anwendungen ist, als der Satz von Brianchon
in der speziellen Form (Satz 2).

Es ist wichtig anzumerken, dafl Satz 3 ein projektiver Satz ist. Es kann also vorkom-
men, daf} einer oder mehrere von den Punkten A’, B, C’, D', E' und F’ uneigentliche



Punkte sind, weil einige von den Geraden a, b, ¢, d, e und f zueinander parallel sind.
Auch in solchen Fillen bleibt Satz 3 giiltig.

Nun geben wir einen Beweis von Satz 3:

[Der besseren Versténdlichkeit dieses Beweises dient eine Zeichnung, Fig. 8. Auf
dieser Zeichnung ist natiirlich nur einer der moglichen Anordnungsfiille dargestellt,
und zur besseren Ubersichtlichkeit sind nicht die ganzen Geraden a, b, ¢, d, e und f
eingezeichnet, sondern nur die Strecken A’B’, B'C’', C'D’, D'E’', E'F’' und F'A’; dies
soll aber nicht den Eindruck erwecken, der Beweis sei nur fiir den Fall giiltig, wenn der
Kreis k die Strecken A'B’, B'C’', C'D', D'E’, E'F’ und F'A’ in ihrem Inneren beriihrt.
Der Beweis ist vielmehr fiir alle Fille giiltig und unabhéingig von der Zeichnung.]
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Fig. 8

Die Tangenten a, b, ¢, d, e und f beriihren den Kreis k£ in den Punkten A, B, C,
D, FE bzw. F. Ferner definieren wir die Punkte X = ABN DFE, Y = BC N EF und
Z =CDNFA. Da die Punkte A, B, C, D, E' und F alle auf dem Kreis k liegen, folgt
aus Satz 1, dal die Punkte X, Y und Z auf einer Geraden liegen. Sei ¢t diese Gerade,
und sei 7" der Pol dieser Geraden ¢ in bezug auf den Kreis k.

Da die Punkte A und B auf dem Kreis k liegen, ist der Pol der Geraden AB in bezug
auf den Kreis £ der Schnittpunkt der in den Punkten A und B gelegten Tangenten an
den Kreis k. Doch diese in den Punkten A und B gelegten Tangenten an den Kreis k



sind die Geraden a und b; folglich ist der Pol der Geraden AB in bezug auf den Kreis
k der Schnittpunkt der Geraden a und b, also der Punkt A’. !

Wir haben also gezeigt, dafl der Punkt A’ der Pol der Geraden AB in bezug auf den
Kreis k ist. Analog ist der Punkt D’ der Pol der Geraden DFE in bezug auf den Kreis
k. Somit ist die Gerade A’D’, also die Verbindungsgerade der Punkte A’ und D', die
Polare des Schnittpunktes der Geraden AB und DFE in bezug auf den Kreis k. Doch
der Schnittpunkt der Geraden AB und DFE ist der Punkt X; folglich ist die Gerade
A'D’ die Polare des Punktes X in bezug auf den Kreis k. Da jedoch der Punkt X auf
der Geraden t liegt, geht die Polare des Punktes X in bezug auf den Kreis k& durch
den Pol der Geraden ¢ in bezug auf den Kreis k. Mit anderen Worten: Die Gerade
A’D" geht durch den Punkt 7. Analog gehen die Geraden B’E’ und C'F’ durch den
Punkt 7. Somit ist gezeigt, dafl die Geraden A’D’, B'E’ und C'F” sich in einem Punkt
schneiden (nédmlich im Punkt 7'); also ist Satz 3 bewiesen.

IDiese Uberlegung versagt natiirlich, wenn die Punkte A und B zusammenfallen. Doch wenn die
Punkte A und B zusammenfallen, ist sowieso klar, warum der Punkt A’ der Pol der Geraden AB
in bezug auf den Kreis k ist: Denn der Punkt A’ ist dann (laut Definition!) als Punkt A = B zu
verstehen, und die Gerade AB ist (ebenfalls laut Definition) als Tangente an den Kreis k in dem Punkt
A = B zu verstehen, und es bleibt nur noch zu bemerken, dafl jeder Punkt auf dem Kreis k& der Pol
der in diesem Punkt gelegten Tangente an den Kreis k in bezug auf den Kreis k ist.



Fig. 9

Als Anwendung von Satz 3 werden wir folgenden Satz aus der Dreiecksgeometrie
beweisen (Fig. 9):

Satz 4: Der Inkreis eines Dreiecks ABC habe den Mittelpunkt O und beriihre die
Dreiecksseiten BC', C'A und AB in den Punkten X, Y bzw. Z. Die Parallelen zu den
Geraden ZX, XY und Y Z durch den Punkt O schneiden die Geraden BC', C'A bzw.
AB in den Punkten K, L bzw. M. Dann schneiden sich die Parallelen zu den Geraden
CA, AB und BC durch die Punkte K, L bzw. M in einem Punkt.

Beweis: Seien A.,, B, und C4 die Punkte, in denen die Geraden BC, C'A bzw.
AB die Ferngerade schneiden.

10



Fig. 10

(Siehe Fig. 10.) Wir bezeichnen mit ¢ das Spiegelbild der Geraden BC' an der Ger-
aden OK. Bei der Spiegelung an der Geraden OK geht der Inkreis des Dreiecks ABC
in sich selbst iiber (denn der Mittelpunkt O dieses Inkreises liegt auf der Spiegelachse
OK); da die Gerade BC diesen Inkreis beriihrt, muf} also auch ihr Spiegelbild an der
Geraden OK diesen Inkreis beriihren. Wir haben also gezeigt, dal die Gerade ¢ den
Inkreis des Dreiecks ABC' beriihrt.

Da die Geraden BC und OK beide durch den Punkt K gehen, geht offensichtlich
auch die Gerade t, die ja das Spiegelbild der Geraden BC' an der Geraden OK ist,
durch den Punkt K.

Wir benutzen im folgenden orientierte Winkel modulo 180°. Da die Gerade ¢ das
Spiegelbild der Geraden BC an der Geraden OK ist, gilt £ (OK; t) = -4 (OK; BC).
Wegen OK || ZX ist aber £ (OK; t) = £ (ZX; t)und £ (OK; BC) = 4£(ZX; BC);
also ist £ (ZX; t) = -4 (ZX; BC).

Daraus folgt

£(AB; t) = £L(AB; ZX)+ £ (ZX; t) =4 (AB; ZX)+ (—£(ZX; BC))
= L (AB; ZX)+ £ (BC; ZX).
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Doch der Winkel £ (AB; ZX) ist als Sehnentangentenwinkel der Sehne ZX im Inkreis
des Dreiecks ABC gleich dem Umfangswinkel £ 7Y X dieser Sehne. Analogist £ (BC; ZX) =
A XY Z. Damit wird

£ (AB; t) = £ (AB; ZX)+ £(BC; ZX) = 4ZYX + XY Z = 0°.

Folglich ist die Gerade t parallel zu der Geraden AB. Das heifit, die Geraden ¢t und AB
schneiden sich auf der Ferngeraden. Mit anderen Worten: Die Gerade ¢ geht durch den
Schnittpunkt der Geraden AB mit der Ferngeraden, also durch den Punkt C,. Somit
konnen wir die Gerade ¢ als die Gerade K C,, ansehen. Da die Gerade t den Inkreis des
Dreiecks ABC' beriihrt, kénnen wir hiermit behaupten: Die Gerade K Cy, beriihrt den
Inkreis des Dreiecks ABC. Analog beriihren die Geraden LA, und M B, den Inkreis
des Dreiecks ABC.
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Fig. 11

Betrachten wir nun die Geraden M B,.,, CA, LA., BC, KC, und AB. Diese
Geraden beriihren alle den Inkreis des Dreiecks ABC, sind also Tangenten an den
Inkreis. Ferner haben wir B, = M B, NCA, L = CAN LA, A = LA N BC,
K =BCNKCy, Coo = KCuNAB und M = AB N M B,. Nach Satz 3 folgt also,
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dafl die Geraden B, K, LC,, und A, M sich in einem Punkt schneiden. Mit anderen
Worten: Die Geraden B K, Cso L und A, M schneiden sich in einem Punkt.

Doch die Gerade B, K ist parallel zu der Geraden C'A (denn sie schneidet die
Gerade C'A in einem uneigentlichen Punkt - ndmlich in dem Punkt B.,); wir kénnen
also sagen, die Gerade B, K ist die Parallele zu der Geraden C'A durch den Punkt K.
Analog ist die Gerade C, L die Parallele zu der Geraden AB durch den Punkt L, und
genauso ist die Gerade A, M die Parallele zu der Geraden BC' durch den Punkt M.
Unser Resultat, dafl die Geraden B, K, Coo L und A, M sich in einem Punkt schneiden,
koénnen wir also wie folgt umformulieren: Die Parallelen zu den Geraden C'A, AB und
BC' durch die Punkte K, L bzw. M schneiden sich in einem Punkt. Damit ist Satz 4
bewiesen.

Es gibt auch einen alternativen Beweis von Satz 4, der ohne Verwendung des Satzes
von Brianchon auskommt:

(Siehe Fig. 12.) Die Beriihrpunkte Z und X des Inkreises des Dreiecks ABC
mit den Seiten AB bzw. BC' liegen zueinander symmetrisch beziiglich der Winkelhal-
bierenden des Winkels ABC, also beziiglich der Geraden BO. Somit ist die Gerade
ZX orthogonal zu der Geraden BO. Andererseits ist (laut der Definition des Punktes
K) die Gerade OK parallel zu der Geraden ZX. Daher ist die Gerade OK orthogonal
zu der Geraden BO. Somit ist L BOK = 90°, und das Dreieck BOK ist rechtwinklig.
Folglich ist

BO BO
N COS KOBK N Cosg.

BK

Da aber andererseits eine Kreistangente stets senkrecht auf dem entsprechenden Beriihrra-
dius steht, gilt BC' 1. OX, also £LOX B = 90°. Somit ist das Dreieck O X B rechtwinklig,

und es ergibt sich
00X 00X

sin {OBX sin 2’

Doch da der Punkt X auf dem Inkreis des Dreiecks ABC liegt, ist die Strecke OX
gleich dem Inkreisradius p des Dreiecks ABC. Wir haben also

BO =

Bo=-"_
S1n 3
Damit ist
p
B~ BO _ sing ) p 2 3
o g B an B g i B B & ’
cos 5 cos 5 singcoss  2sinScoss  sinf
Daraus folgt
2p
BK BK \sinf8)  2p
BC o a ~ asinf’
Sei nun F' die Fliche des Dreiecks ABC. Dann ist einerseits bekanntlich F' = ps,
b
wobei s = %—FC der halbe Umfang des Dreiecks ABC' ist; andererseits gilt aber
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die bekannte Formel F' = —ca sin 5. Somit ist ps = —ca sin 3, und damit 2ps = ca sin 3.
Wir kénnen damit Welterrechnen

BK 2p 2pc 2pc ¢

BC asin f3 B casinf  2ps s

a AM .
Analog finden wir — A s und A5 = 5 Damit ist

BK CL AM ¢ a b_a+b+c

BCTCATAB TS T T
b b
Doch wegen s = % ist a4+ b+ c=2s, also atbte 2. Damit erhalten wir
s

BK CL AM

B toatag ~ %

Doch aus dieser Gleichung folgt gemifl dem Satz 3 aus [7], da3 die Parallelen zu den
Geraden CA, AB und BC durch die Punkte K, L bzw. M sich in einem Punkt
schneiden. Damit ist Satz 4 erneut bewiesen.

B

Fig. 12
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